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动力学与控制

基于多项式约束的三角平动点平面周期轨道

设计方法
1)

钱霙婧 翟冠峤 张 伟 2)

(北京工业大学机电学院，北京 100124)

摘要 平动点是圆型限制性三体问题中的五个平衡解.其中，三角平动点在平面问题中具有 “中心 ×中心” 的动

力学特性，其附近存在着大量的周期轨道，研究这些周期轨道的构建方法在深空探测中具有理论及工程意义.本

文从振动角度分析周期轨道，通过多项式展开法构建出主坐标下周期轨道两个运动方向之间的渐近关系.从新

的角度分析了系统的动力学特性和平面周期运动两个方向内在关联以及物理规律.这种多项式形式的关系式，

可以作为约束条件用于数值微分修正算法中，通过迭代的方式寻找周期轨道.数值仿真算例验证了方法的正确

性及精确性. 文章从振动的角度对周期轨道进行分析，改进了微分修正算法. 提出的方法可以被拓展至圆型/椭

圆型限制性三体问题的三维周期轨道构建中.
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PLANAR PERIODIC ORBIT CONSTRUCTION AROUND THE TRIANGULAR

LIBRATION POINTS BASED ON POLYNOMIAL CONSTRAINTS 1)
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Abstract Libration points are the five equilibrium solutions in the circular restricted three-body problem (CRTBP).

The linearized motions around triangular libration points are typical center× center type. Studies about probes moving

around orbits in the vicinity of the libration points have theoretical significance. From the vibrational point of view, the

polynomial series are used to derive approximately the relations in different directions during periodic motions, which

provides a new point of view to exploring the dynamics and analyzing the overall characteristics of the whole system with

general rules. The nonlinear relations in polynomial form between the directions of the planar motions can be treated as

constraints to obtain the solutions by numerical integration. Numerical simulations verify the efficiency of the proposed

method. The methodology of deriving topological relations has the potential to be extended to circular/elliptical R3BP in

three dimensional cases.
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引 言

平动点是圆型限制性三体问题中的 5 个平衡

解，包括 3个共线平动点 L1, L2和 L3以及 2个三角

平动点 L4和 L5. 其中，三角平动点具有 “中心 ×中
心” 的动力学特性，其附近存在着大量的周期轨道，

可以被用于构建空间中转站，编队导航等 [1-4].研究

这些轨道对深空探测具有理论价值及工程意义.

目前，已有学者对于平动点附近的周期轨道构

建问题进行了解析以及数值研究.在解析求解方面，

Richardson[5] 应用 Lindstedt-Poincaré (L-P)法给出了

圆型限制性三体问题共线平动点附近 Halo周期轨道

的三阶解析解. Erdi[6] 和 Zagouras[7] 基于小参数展开

法分别推导了三角平动点附近周期轨道的三阶和四

阶解析解.这为动平衡点附近轨道的分析和研究奠定

了基础.近期，Lei等 [8]和 Zhao[9]通过 L-P法构建了

三角平动点附近周期轨道的任意阶解析解.在发展解

析解的同时，应用数值方法设计平动点附近周期轨

道的思想也在飞速发展. Goodrich[10]，Bray等 [11]，

Zagouras等 [12] 在解析解的基础上，使用微分修正

的方法分别求得了太阳系中不同系统下平动点附近

的轨道数值解. Howell[13] 则详细推导论述了圆型限

制性三体问题中拟周期轨道的数值求解方法，即多

步打靶法 (multiple shooting).这种方法适用性强，可

以根据不同的终端约束需求做出改动 [14-15]. 随后，

Andreu等 [16-17] 应用多步打靶法，通过初值积分的

方式来得到多步打靶的拼接点，最终完成轨道设计.

许多其他学者也研究了通过利用数值方法来设计轨

道 [18-20].

综上所述，在解析分析的研究中，传统摄动方法

着重于修正线性条件下的振幅与频率，使其更加接

近非线性条件下的真实运动，但是却很少关注运动

中各维度之间的联系. 数值分析的研究则主要以解

析解为轨道的理想猜测初值，通过微分修正以及轨

道本身的对称性来得到周期轨道，或者是以解析解

轨道上的点为拼接点 (patch points)为约束条件采用

多步打靶法来求解连续轨道.然而，拼接点的求解本

身就是迫切需要解决的难点问题 [21-22].

在振动理论最新的进展中，由 Shaw等 [23-25]基

于模态分析的思想提出了的一种基于多项式展开理

论的求解方法，为周期轨道求解问题提供了新的思

想. 这种多项式展开方法定义了一种不变的相空间

关系 [26]，从而得到两自由度之间的多项式关系.能

为数值求解真实力学模型下的周期轨道提供满足物

理规律的约束条件 [27]. 受启发于这种思想，本文首

先采用多项式展开求解运动方程，得到平面圆型限

制性三体问题三角平动点附近周期轨道两个维度之

间的运动关系.利用微分修正的思想，采用两个维度

之间的运动关系作为约束条件，进行多次迭代得到

满足误差精度的周期轨道.

文中所提出的采用多项式展开方法得到的运动

关系可以清晰地反映平面圆型限制性三体问题模型

中三角平动点附近周期轨道两个自由度之间的关

系，为分析其轨道动力学特性提供理论依据，并且

可以为数值迭代求解周期轨道提供约束关系，为设

计真实力学模型下的飞行器轨道提供借鉴.

1 基本动力学模型

1.1 平面圆型限制性三体问题

在平面圆型限制性三体问题中，一个质量相对

无限小的第三体在两个围绕其公共质心做圆周运动

的主天体的引力作用下做运动.

假设质量较大的主天体 P1 质量为 m1，质量较

小的主天体 P2质量为m2.两个主天体绕其共同的质

心 C 做匀速圆周运动.选取质心会合坐标系进行问

题的研究，记为 C-XY. 其原点为 C，XY平面为两个

主天体相对运动平面，X轴由主天体 P1指向主天体

P2.如图 1所示.

图 1 坐标系示意图

Fig. 1 Schematic for coordinate systems

为了计算方便，通常取两个主天体质量之和、

两个主天体间的距离分别为质量与长度的单位，即

定义 µ = m2/(m1 + m2)为质量参数. 则主天体 P1 质

量为 1−µ，坐标为 (−µ,0).主天体 P2质量为 µ，坐标



156 力 学 学 报 2017年 第 49 卷

为 (1− µ,0).小天体在此会合坐标系中的运动方程为

Ẍ − 2Ẏ =
∂Ω

∂X

Ÿ + 2Ẋ =
∂Ω

∂Y


(1)

Ω为系统中的拟势能函数，通常表示为 [28]

Ω =
1
2

(
X2 + Y2

)
+

1− µ
R1

+
µ

R2
+

1
2
µ (1− µ) (2)

其中，R1与 R2分别代表小天体到主天体 P1与 P2的

距离

R1 =

√
(X + µ)2 + Y2 , R2 =

√
(X − 1 + µ)2 + Y2 (3)

1.2 三角平动点附近的运动方程展开

为了描述三角平动点附近的运动，将坐标系移

动到三角平动点. 本文以 L4点为例，将坐标系原点

移动到 L4，新的坐标轴 x与 y和原坐标系 X与 Y轴

平行，如图 1所示. 在此坐标系下将原运动方程 (1)

按 Legendre展开，可以表示为 [29]

ẍ− 2ẏ− 3
4

x− 3
√

3
2

(
1
2
− µ

)
y =

(1− µ)
∂

∂x

∞∑

n>3

ρnPn
−x− √3y

2ρ
+

µ
∂

∂x

∞∑

n>3

ρnPn
x− √3y

2ρ

ÿ + 2ẋ− 9
4

y− 3
√

3
2

(
1
2
− µ

)
x =

(1− µ)
∂

∂y

∞∑

n>3

ρnPn
−x− √3y

2ρ
+

µ
∂

∂y

∞∑

n>3

ρnPn
x− √3y

2ρ



(4)

式中，Pn为 n阶的 Legendre多项式，ρ =
√

x2 + y2.

由于式 (4)的左边存在线性耦合项，不利于后续

计算，同时为了更清晰地体现三角平动点附近运动

的几何特征，选择将原 L4-xy坐标系旋转 θ角，得到

一个新坐标系 L4-ξη[28]，如图 1所示. L4-ξη为这一系

统的主坐标 (principle coordinate system).

引入新变量 (ξ, η)代替 (x, y)，其关系可以表示为

x = ξ cosθ − η sinθ

y = ξ sinθ + η cosθ


(5)

其中 θ满足

tan 2θ = −
√

3 (1− 2µ) (6)

在新坐标下，式 (4)可以表示为

ξ̈ − 2η̇ − 3
2

[1 − √
3µ(1− µ)]ξ =

µ
∂

∂ξ

∞∑

n>3

ρnPn

[
(cosθ −

√
3 sinθ)ξ+

(− sinθ − √3 cosθ)η
]/

2ρ+

(1− µ)
∂

∂ξ

∞∑

n>3

ρnPn

[
(− cosθ −

√
3 sinθ)ξ+

(sinθ − √3 cosθ)η
]/

2ρ

ξ̈ + 2ξ̇ − 3
2

[1 +
√

3µ(1− µ)]η =

µ
∂

∂η

∞∑

n>3

ρnPn

[
(cosθ −

√
3 sinθ)ξ+

(− sinθ − √3 cosθ)η
]/

2ρ+

(1− µ)
∂

∂η

∞∑

n>3

ρnPn

[
(− cosθ −

√
3 sinθ)ξ+

(sinθ − √3 cosθ)η
]/

2ρ



(7)

由此，消除了方程 (4)左端的线性耦合项，线性

椭圆运动轨道的长轴和短轴就分别位于这一新坐标

系的 ξ轴和 η轴上.

2 周期运动的多项式展开分析

本节使用多项式展开法研究两个方向运动之间

的关系，得到它们对系统动力学特性的影响，为分析

三角平动点附近周期运动的运动形式以及动力学特

性提供参照. 这种方法的核心思想在于选取一个方

向为基方向，基方向上的运动状态 (位置和速度)为

一组空间的二维基状态，将另一方向的运动描述为

与基方向状态相关的多项式形式 [23-25]. 通过求解多

项式系数的方式寻找两个方向运动之间的关系.

将式 (7) Legendre展开后表示成如下形式

ξ̈ = gη̇ − k1ξ + ε

∞∑

n=2

n∑

k=0

αnkξ
kη(n−k)

η̈ = −gξ̇ − k2η + ε

∞∑

n=2

n∑

k=0

βnkξ
(n−k)ηk



(8)

这里的 ξ 与 η 分别代表两个运动方向的位移. 为了

得到比较精确的结果，将式 (8)保留前 3次项，可将
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原运动方程改写为

ξ̈ = gη̇ − k1ξ − α22ξ
2 − α20η

2 − α21ξη−

α33ξ
3 − α32ξ

2η − α31ξη
2 − α30η

3

η̈ = −gξ̇ − k2η − β22ξ
2 − β20η

2 − β21ξη−

β33ξ
3 − β32ξ

2η − β31ξη
2 − β30η

3



(9)

其中

g = 2

k1 = −3
2

(
1− √

1− 3µ (1− µ)
)

k2 = −3
2

(
1 +

√
1− 3µ (1− µ)

)



(10)

令 S = sinθ，C = cosθ，则

α2i = A2iC + B2iS

β2i = −A2iS + B2iC
, i = 0,1,2


(11)

α3i = A3iC + B3iS

β3i = −A3iS + B3iC
, i = 0,1,2


(12)

其中，A2i , B2i , A3i 和 B3i 的具体表达式见附录.

选取 ξ方向的位置和速度为周期运动时的基状

态，即令

ξ = u (13)

ξ̇ = v (14)

根据文献 [23-25]，η方向的运动可以被描述为与 ξ方

向相关的如下多项式形式

η = a1u + a2v + a3uv+ a4u2 + a5v2+

a6u2v + a7uv2 + a8u3 + a9v3 (15)

η̇ = b1u + b2v + b3uv+ b4u2 + b5v2

b6u2v + b7uv2 + b8u3 + b9v3 (16)

其中, ai 与 bi 是待定系数.通过对这些系数的求解，

可以得到两个方向上位移与速度的关系.

将式 (15)与式 (16)分别代入式 (9)的两个方程

中得到

ξ̈ = v̇ = f1 =

(gb1 − k1)u + gb2v + (gb3 − α21a2 − 2α20a1a2)uv+

(gb4 − α20a2
1 − α22 − α21a1)u2 + (gb5 − α20a2

2)v2+

(gb6 − α32a2 − 2α20a2a4 − α21a3)u2v+

(gb7 − α31a2
2 − 2α20a2a3 − α21a5)uv2+

(gb8 − α33 − α21a4)u3 + (gb9 − α30a3
2 − 2α20a2a5)v3

(17)

以及

η̈ = −k2a1u + (−g− k2a2) v + (−k2a3 − β21a2) uv+

(−k2a4 − β22) u2 +
(
−k2a5 − β20a2

2

)
v2−

(k2a6 + 2β20a2a4 + β21a3 + β32a2) u2v−
(
k2a7 + 2β20a2a3 + β21a5 + β31a2

2

)
uv2−

(k2a8 + β33 + β21a4) u3−
(
k2a9 + 2β20a2a5 + β30a3

2

)
v3

(18)

将式 (15)对时间求导，可得

η̇ = a1u̇ + a2v̇ + a3(u̇v+ uv̇)+

2a4uu̇ + 2a5vv̇ + a6(2uu̇v+ u2v̇)+

a7(u̇v2 + 2uvv̇) + 3a8u2u̇ + 3a9v2v̇ (19)

η̇ = (ga2b1 − a2k1)u + (a1 + ga2b2) v+

(ga2b3 − 2α20a1a2
2 − a2

2α21 + gb2a3+

2a4 + 2ga5b1 − 2k1a5)uv+

(ga2b4 − a2α22 − α20a2a2
1 − a1a2α21+

ga3b1 − a3k1)u2+

(
ga2b5 − α20a3

2 + 2gb2a5 + a3

)
v2+

(3a8 + ga2b6 − α32a2
2 − 2α20a2

2a4−

2α21a2a3 + ga3b3 + 2ga5b4−

2α22a5 + 2ga7b1 − 2k1a7)u2v+

(2a6 + ga2b7 − α31a3
2 − 3α20a2

2a3−

3α21a2a5 + ga3b5 + 2ga5b3+

3ga9b1 − 3k1a9)uv2+

(ga2b8 − α33a2 − α21a2a4 + ga3b4−

α22a3 + ga6b1 − k1a6)u3+

(a7 + ga2b9 − α30a4
2−

4α20a2
2a5 + 2ga5b5)v3 (20)
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将式 (16)对时间求导，可得

η̈ = b1u̇ + b3 (vv+ u f1) + 2b4uv+ 2b5v f1+

b6(2uu̇v+ u2v̇) + b7(u̇v2 + 2uvv̇)+

3b8u2u̇ + 3b9v2v̇ (21)

η̈ =
(
b1 + gb2

2

)
v + (gb1b2 − k1b2) u+

(gb2b3 − 2α20a1a2b2 − a2b2α21 + gb2b3+

2b4 + 2gb1b5 − 2k1b5)uv+

(gb2b4 − b2α22 − α20a2
1b2 − a1b2α21+

gb1b3 − k1b3)u2+

(
gb2b5 − α20a2

2b2 + b3 + gb2b3 + 2gb2b5

)
v2+

(3b8 + gb2
3 − α21a2b3 + 2gb4b5−

2α22b5 + 2gb1b7 − 2k1b7)u2v+

(2b6 + 3gb3b5 − α20a2
2b3 − 2α21a2b5+

3gb1b9 − 3k1b9)uv2+

(gb3b4 − α22b3 + gb1b6 − k1b6) u3+

(
b7 + 2gb2

5 − 2α20a2
2b5

)
v3 (22)

对比式 (16)与式 (20)、式 (18)与式 (22)的一次

项系数可得到

2a2b1 − a2k1 − b1 = 0

a1k2 − 2b1b2 + b2k1 = 0

b2 − a1 − 2a2b2 = 0

−2− a2k2 − b1 − 2b2
2 = 0



(23)

对比二次项系数可得到

b3 = 2a4 + ga2b3 − a2
2α21 + 2ga5b1 − 2k1a5

b4 = ga2b4 − a2α22 + ga3b1 − a3k1

b5 = ga2b5 − α20a3
2 + a3

−k2a3 − β21a2 = 2b4 + 2gb1b5 − 2k1b5

−k2a4 − β22 = gb1b3 − k1b3

−k2a5 − β20a2
2 = b3



(24)

对比三次项系数可得到

3a8 + ga2b6 − α32a2
2 − 2α20a2

2a4 − 2α21a2a3 + ga3b3+

2ga5b4 − 2α22a5 + 2ga7b1 − 2k1a7 = b6

2a6 + ga2b7 − α31a3
2 − 3α20a2

2a3 − 3α21a2a5+

ga3b5 + 2ga5b3 + 3ga9b1 − 3k1a9 = b7

ga2b8 − α33a2 − α21a2a4 + ga3b4 − α22a3+

ga6b1 − k1a6 = b8

a7 + ga2b9 − α30a4
2 − 4α20a2

2a5 + 2ga5b5 = b9

3b8 + gb2
3 − α21a2b3 + 2gb4b5 − 2α22b5 + 2gb1b7−

2k1b7 + k2a6 + 2β20a2a4 + β21a3 + β32a2 = 0

2b6 + 3gb3b5 − α20a2
2b3 − 2α21a2b5 + 3gb1b9−

3k1b9 + k2a7 + 2β20a2a3 + β21a5 + β31a2
2 = 0

gb3b4 − α22b3 + gb1b6 − k1b6 + k2a8 + β33 + β21a4 = 0

b7 + 2gb2
5 − 2α20a2

2b5 + k2a9 + 2β20a2a5 + β30a3
2 = 0


(25)

2.1 线性项关系

求解式 (23)，可以得到两组线性化运动方程的

关系，得到

a1 = 0

a2 =
−4− k1 + k2 +

√
(4 + k1 − k2)2 + 16k2

4k2

b1 =
1
4

(
−4 + k1 − k2 −

√
(4 + k1 − k2)2 + 16k2

)

b2 = 0



(26)

a1 = 0

a2 =
−4− k1 + k2 −

√
(4 + k1 − k2)2 + 16k2

4k2

b1 =
1
4

(
−4 + k1 − k2 +

√
(4 + k1 − k2)2 + 16k2

)

b2 = 0



(27)

由此得到 ξ和 η之间的线性关系可以表示为

η = a2v = a2ξ̇

η̇ = b1u = b1ξ


(28)

上述方程表明，对于平面问题，飞行器在三角平

动点附近的线性运动是椭圆形的. 其一个方向上的

位移与另一个方向上的速度成比例，即存在 π/2的
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相位差，当其中一个方向上的速度达到最大值时，

另一个方向则刚好经过其零点. 即如果取初始条件

满足式 (28)时，会使得原运动方程的其中一个运动

分量为零，而只有另外一个运动分量，此时 xy平面

内的运动对应为周期运动.而式 (26)与式 (27)所表

示的两个模态就对应两类周期轨道：长周期轨道和

短周期轨道.

将式 (28)代入到式 (9)中，可以得到运动方程的

线性化频率

ω1,2 =

√∣∣∣−1∓ √
1− 27µ (1− µ)

∣∣∣
2

(29)

这里的负号对应式 (26)，正号对应式 (27).根据平动

点附件周期运动线性稳定性分析 [30]，在质量参数 µ

小于 µc = 0.038 520 896 (Routh极限值)时，上述两个

频率分别代表了三角平动点附近运动的短周期和长

周期运动.

2.2 二次非线性项关系

继续求解式 (24)，可以得到运动方程二次非线

性系数的解析表达式.令

A = 1− ga2 , B = gb1 − k1 (30)

则

a3 = −−2a2α22 − 2a3
2α20B + Aa2β21

4B + Ak2

a4 = −−2a2
2B2β20 + 2Bβ22 − a2

2α21Bk2 + Aβ22k2

k2 (4B + Ak2)

a5 = −2a2
2Bβ20 − 2β22 − a2

2α21k2 + Aa2
2β20k2

k2 (4B + Ak2)

b3 = −2a2
2Bβ20 + 2β22 + a2

2α21k2

4B + Ak2

b4 = −2a2α22B− 2a3
2α20B2 + Aa2Bβ21 + Aa2α22k2

A (4B + Ak2)

b5 = −−2a2α22 + 2a3
2α20B + Aa2β21 + Aa3

2α20k2

A (4B + Ak2)


(31)

2.3 三次非线性项关系

解得运动方程三次非线性系数方程 (25)的解析

形式，可得

a6 = −(2ABk2S2 + 9BS3 + 3Ak2S3 + 3ABS5+

A2k2S5 − 6AB2S8)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

a7 = −(2Ak2S1 + 9B2S4 + 3ABk2S4 + 3ABS6+

A2k2S6 − 6AS7)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

a8 = −(3B2S1 + ABk2S1 − 6B3S4 − 2AB2S6+

7ABS7 + A2k2S7)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

a9 = −(3BS2 + Ak2S2 − 6S3 − 2AS5 + 7ABS8+

A2k2S8)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

b6 = −(−3Bk2S1 − Ak2
2S1 + 6B2k2S4 + 2ABk2S6+

9BS7 + 3Ak2S7)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

b7 = −(−3Bk2S2 − Ak2
2S2 + 6k2S3 + 2Ak2S5+

9B2S8 + 3ABk2S8)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

b8 = −(2B2k2S2 − 7Bk2S3 − Ak2
2S3 + 3B2S5+

ABk2S5 − 6B3S8)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]

b9 = −(2k2S1 − 7Bk2S4 − Ak2
2S4 + 3BS6+

Ak2S6 − 6S7)
/
[(9B + k2A)(B + k2A)]


(32)

其中，S1 ∼ S7的表达式见附录.

由此，用多项式展开的方法得到了平面限制性

三体问题中三角平动点附近运动的两个自由度之间

关系表达式中所有系数. 三角点附近周期运动的两

个方向 ξ和 η满足如下方程

η = a2ξ̇ + a3ξξ̇ + a4ξ
2 + a5ξ̇

2+

a6ξ
2v + a7ξξ̇

2 + a8ξ
3 + a9ξ̇

3 (33)

η̇ = b1ξ + b3ξξ̇ + b4ξ
2 + b5ξ̇

2+

b6ξ
2ξ̇ + b7ξξ̇

2 + b8ξ
3 + b9ξ̇

3 (34)

式 (33)和式 (34)是描述平面周期运动两个方向内在

关联物理规律的方程，在后文中将用于数值求解中

微分修正的约束条件.

3 微分修正方法

本节主要介绍轨道微分修正方法，通过前文求

得的运动方程两自由度之间的关系修正初值，为后

文高精度轨道的求解提供理论基础.

微分修正法在本质上是一种迭代的打靶法 [31]，
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是对广义约束和自由变量理论的应用. 对于这样的

问题，存在着控制变量和约束变量，而这两种变量

则是通过状态转移矩阵联系起来的. 微分修正方法

通过状态转移矩阵描述约束变量相对控制变量微小

改变的敏感性，并通过调整控制变量使约束变量达

到期望值.

求解式 (7)的线性部分，容易得到其在 L4-ξη坐

标系下线性解的形式

ξ = α0 cos (ωT + β)

η = −a2α0ω sin (ωT + β)

vξ = −α0ω sin (ωT + β)

vη = −a2α0ω
2 cos (ωT + β)



(35)

其中，ω如式 (29)所示，α0和 β分别代表幅值与相

角. ξ和 η代表两个方向上的位移，vξ和 vη代表两个

方向上的速度.

确定幅值和相角后，由式 (35)得到 L4-ξη 坐标

系下微分修正的迭代初值，记为 X = [ξ0, η0, vξ0, vη0].

固定时间进行数值积分得到终端状态值 Xf = [ξf ,

ηf , vξf , vηf ]. 运用前文求得的两个自由度之间的关系

式 (33)和式 (34)以确定终端目标的状态值为 X̄f =

[ξ4f , η4f , vξ4f , vη4f ]，即

ξ4f = ξf

vξ4f = vξf

η4f = a2vξ f + a3ξf vξf + a4ξ
2
f + a5v2

ξf +

a6ξ
2
f vξf + a7ξf v2

ξf + a8ξ
3
f + a9v3

ξf

vη4f = b1ξf + b3ξf vξf + b4ξ
2
4f + b5v2

ξf +

b6ξ
2
f vξf + b7ξf v2

ξf + b8ξ
3
f + b9v3

ξf



(36)

为了保证轨道设计过程中轨迹满足设计目的，

Xf 应该等于 X̄f 的值.即需要满足如下 4个约束条件

F (X) = X̄f − Xf =



0

η4f − ηf

0

vη4f − vηf



= 0 (37)

对于初始猜测的特解 X，可以将 F(X)在 X0附

近进行泰勒展开，并保留其一阶项之后表示为

F(X0 + δX0) ≈ F(X0) +
∂F(X0)
∂X

δX0 (38)

其中，∂F(X j)/∂X为状态转移矩阵，δX0则为初始猜

测 X0 需要进行修正的量. 对于绝大多数非线性问

题而言，需要通过多次迭代的方式得到最终的修正

量，因而，联立式 (37)和式 (38)，并用 j表示迭代的

次数，可以得出

F(X j) +
∂F(X j)

∂X
δX j ≈ 0 (39)

最终，特解 X∗可以通过计算如下迭代式

X j+1 = X j + δX j (40)

直到 X j+1 = X∗或者 ||F(X j+1)|| 6 ε而终止，其中 ε为

需要的收敛精度.

显然约束变量等于控制变量，迭代方程有唯一

解，可以得到修正量 δX j 的表达式

δX j = −
(
∂F(X j)

∂X

)−1

F(X j) (41)

这样，通过多次迭代修正初值量 X使其满足精

度要求.

4 数值仿真与对比

本节采用地--月--飞行器圆型限制性三体问题中

三角平动点附近的周期轨道为例进行仿真计算. 其

质量参数为 µ = 0.012 150 568.取线性解式 (35)中，

幅值 α0 = 0.05，相角 β = π. 以此为初值，在平面限

制性三体问题全模型，即式 (1)条件下，进行微分修

正.

4.1 短周期轨道

首先对短周期轨道的情况进行算例仿真，即取

ω = 0.954 500 930 637 7使用线性化模型得到的状态

初值进行数值积分，固定积分时间为 5个单位化时

间，得到积分终值.迭代 8次后积分初值满足精度，

迭代完毕. 图 2所示为 C-XY坐标系下，8次修正过

程积分初值点的变化情况 (仅选取第 1次、第 3次、

第 6次、第 8次修正过程示意). 曲线代表线性解析

解轨道，而点划线表示数值修正初值所得轨道，星号

代表积分初值点.

分别对修正前以及修正后的初值进行 50个单位

时间积分. 图 3 (a)所示为线性解积分后得到的轨道

图，图 3 (b)所示为微分修正后初值所积分得到的轨

道图.通过对比可以发现，由线性解积分得到的轨道

不能保持周期特性，但由于三角平动点的 “中心” 特
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性，其轨迹不会远离三角平动点，而是呈现拟周期形

式的运动.而由修正后的初值进行积分所得到的轨道

则可以保持周期运动.数值仿真验证了文中方法的有

效性.

(a)

(b)

(c)

(d)

图 2 短周期轨道微分修正结果图

Fig. 2 Differential correction for the short-period periodic motion

(a)

(b)

图 3 微分修正前后短周期轨道图

Fig. 3 Comparison of the trajectories numerically integrates with the

linearized initial condition and corrected initial condition for the

short-period motion
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4.2 长周期轨道

与短周期轨道的验证方式相同，通过式 (29)得

到长周期轨道频率 ω = 0.298 207 936 533 7，使用线

性解 (35)得到的状态初值.对于长周期轨道，仿真中

取固定积分时间为 15个单位化时间，得到积分终值.

迭代 8次后积分初值满足精度.图 4所示为 C-XY坐

标系下，8次修正过程积分初值点的变化情况 (仅选

(a)

(b)

(c)

(d)

图 4 长周期轨道微分修正结果图

Fig. 4 Differential correction for the long-period periodic motion

取第 1次、第 3次、第 6次、第 8次修正过程示意).

曲线代表线性解析解轨道，而点划线表示数值修正

初值所得轨道，星号代表积分初值点.

分别对修正前以及修正后的初值进行 50个单位

时间积分. 图 5 (a)所示为线性解积分后得到的轨道

图，图 5 (b)所示为微分修正后初值所积分得到的轨

道图.与短周期轨道类似，通过对比可以发现，由线

性解积分得到的轨道不能保持周期特性，但由于三

角平动点的 “中心” 特性，其轨迹不会远离三角平动

点，而是呈现拟周期形式的运动.而由修正后的初值

进行积分所得到的轨道则可以保持周期运动. 数值

仿真验证了文中方法的有效性.

(a)

图 5 微分修正前后长周期轨道图

Fig. 5 Comparison of the trajectories numerically integrates with the

linearized initial condition and corrected initial condition for the

long-period motion
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(b)

图 5 微分修正前后长周期轨道图 (续)

Fig. 5 Comparison of the trajectories numerically integrates with the

linearized initial condition and corrected initial condition for the

long-period motion (continued)

值得注意的是，文中方法的主要目标是寻找平

面运动两个方向上的非线性关系，是一类几何约束.

这一类约束可以维持周期轨道的几何特征，但却无

法约束轨道的振幅.长/短周期轨道的仿真中，修正后

的轨道振幅都相比较修正前放大.这一特性可以通过

添加振幅约束得以改善.

5 结 论

本文提出了基于多项式约束构建平面圆形三角

平动点附件周期轨道的方法. 通过多项式展开方法

得到的运动关系可以清晰地反映平面圆型限制性三

体问题模型中三角平动点附近周期轨道两个自由度

之间的运动关系. 为分析其轨道动力学特性提供理

论依据，并揭示了周期运动的物理规律.文章创新性

的将运动规律作为微分修正的约束条件，通过多次

迭代构建平动点附近周期轨道.

本文所使用的研究方法同样适用于共线平动点

附近的轨道构建问题，并可以被拓展至圆型/椭圆型

限制性三体问题的三维周期轨道构建中.
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