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考虑结构自重的基于 NURBS插值的 3D拓扑

描述函数法
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摘要 在许多如大坝、桥梁等大型土木工程结构中，结构的自重是初始设计阶段必须考虑的重要载荷之一，因

此研究自重载荷作用下的结构拓扑优化设计问题具有十分重要的意义.针对考虑自重载荷作用的拓扑优化问题

所面临的主要困难，总结了现有处理考虑自重载荷的拓扑优化问题的三类主要方法；提出一种基于非均匀有理

B样条 (non-uniform rational B-splines，NURBS)基函数插值的拓扑描述函数方法，基于此方法研究了考虑设计

依赖自重载荷作用的 2D/3D结构优化设计问题.在列式下，高阶 NURBS基函数被同时用于三维 NURBS实体

片中的几何场、位移场及设计变量场插值，实现了几何模型、分析模型和优化模型的有效统一，确保了位移场

及设计变量场的高阶连续性；详细推导了基于 NURBS基函数插值的考虑自重载荷作用的三维结构拓扑优化模

型及其灵敏度列式，并采用移动渐进线方法 (method of moving asymptotes，MMA) 进行了优化求解；多个算例

验证了方法的有效性和稳定性，结果表明，优化迭代过程稳健，收敛快，能够有效地克服自重载荷作用下连续

体结构拓扑优化中经常遇到的低密度区域材料的寄生效应及目标函数的非单调性等问题.
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TOPOLOGY DESCRIPTION FUNCTION APPROACH USING NURBS INTERPOLATION

FOR 3D STRUCTURES WITH SELF-WEIGHT LOADS 1)
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Abstract The self-weight of the structure is of great importance for large civil engineering structures like dams and

bridges, and should be taken into account at the initial design stage. Three main methods to deal with the difficulties arisen

in optimization problems with self-weight loads are summarized. In this paper, a modified topology description function

(TDF) approach using the non-uniform rational B-splines (NURBS) interpolation scheme is introduced for optimal design

of 2D/3D continuum structures with design-dependent self-weight loads. In the present approach, the NURBS basis

function is applied for the approximation of both the displacement field and the geometry, as well as the interpolation of the

design variables. Based on this, the design model and analysis model can be combined closely to realize the computational
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analysis directly on exact geometry. The model of TDF approach using NURBS interpolation and its sensitivity analysis

are detailed. And the method of moving asymptotes (MMA) algorithm is used to solve this optimization problem. Then

several numerical examples are performed. It can be seen that the present TDF approach is a robust, fast convergence

algorithm, and can effectively overcome the parasitic effect associated with low material density areas, and the non-

monotonous behavior of the compliance that often encountered in topology optimization problems with self-weight loads.

Key words topology optimization, topology description function, NURBS interpolation, isogeometric analysis, self-

weight loads

引 言

近 20年来连续体结构拓扑优化获得了飞速的发

展，成为当今工程结构概念性设计的强有力工具.各

种拓扑优化方法，比如基于材料分布概念设计的均

匀化方法 [1]、固体各项同性变密度法 (solid isotropic

material with penalization，SIMP)[2]和渐进结构优化方

法 (evolutionary structural optimization，ESO)[3]，还有

基于几何边界描述的水平集方法 (level set method，

LSM)[4-5]和隐式拓扑描述函数法 [6-8]，还有国内隋允

康等 [9-10]提出的独立连续映射法，郭旭等 [11-12]提出

的可动变形构件法 (moving morphable components，

MMC)，都被用来解决各种结构优化设计问题.

考虑自重载荷的影响在许多大型土木工程结构

设计问题中具有十分重要的意义，近年来激发了许

多科研工作者的研究兴趣. Turteltaub等 [13] 率先研

究了自重载荷作用下的结构拓扑优化问题. Bruyneel

和 Duysinx[14] 也对考虑结构自重的拓扑优化问题做

了详细的讨论，他们指出了求解此类问题所面临的

3个主要困难，即低密度区域容易出现材料的寄生效

应、目标函数非单调性问题及体积约束的无效性，

为了解决低密度区域材料的寄生效应问题，他们提

出了一种修正的不连续的 SIMP模型. Yang等 [15]

基于离散的 ESO/BESO (bi-directional ESO)方法研究

了考虑设计依赖自重载荷作用下的带有刚度约束的

拓扑优化问题，但是他们的优化结果与 Bruyneel和

Duysinx的结果不同. Ansola等 [16] 指出，对于考虑

自重载荷的优化问题，传统 ESO算法中单元敏度数

的计算方法并不能使优化问题收敛到一个最优解，

为此，他们提出了一种新的敏度计算策略来计算敏

度，提高算法的收敛性，但是他们人为地增加体积

约束上限的做法被认为是缺乏理论基础的 [17]. 高彤

等 [18]提出了一种可变参数的 “rational opproximation

of material properties (RAMP)”模型，基于此模型分析

了多种材料插值格式对惯性载荷作用下结构拓扑优

化结果和迭代过程的影响，而且对 “没有材料就没

有惯性” 的理论最优解问题进行了阐述和研究.张晖

等 [19] 针对自重载荷作用下连续体结构拓扑优化中

遇到的常见问题，提出了一种将 RAMP 插值模型

与平均敏度过滤技术相结合的求解策略，并详细讨

论了不同模型参数对拓扑优化结果的影响. Huang

等 [20] 将 BESO方法与 RAMP插值模型相结合，详

细讨论了考虑设计依赖自重载荷和固定载荷作用的

连续体结构拓扑优化区别. Holmberg等 [21]通过对质

量密度进行线性缩放以减小低密度区域载荷与刚度

比值的大小，从而获得一个无寄生效应的优化结果.

另外，导重法 [17]和修改的梯度投影法 [22]也被用来

研究考虑自重载荷作用的结构拓扑优化问题.

总结上面处理考虑自重载荷的拓扑优化问题的

方法主要可以分为 3类：第 1种是对单元刚度的插值

格式进行修正 [14,22]；第 2种是对单元质量密度的插

值格式进行修正 [18,21-22]；第 3种是采用 RAMP插值

模型 [17-20]. 这些研究表明，对于自重载荷作用的优

化问题，RAMP插值模型比 SIMP插值模型更有效.

虽然上述方法在处理自重结构优化问题是有效的，

但是需要对刚度或质量密度的插值格式进行修正，

甚至有些方法都不能保证插值格式的连续性，而且

上述工作更多的局限于二维平面的优化问题.

针对这些问题，本文将基于非均匀有理 B样条

(NURBS)基函数的等几何分析方法与拓扑描述函数

法结合，提出一种有效求解三维自重结构优化问题

的拓扑描述函数法. 等几何分析是由 Hughes等 [23]

最先提出的，它是一种将传统的有限单元法与基于

NURBS的计算机辅助设计工具相结合来求解偏微分

方程的新数值方法. 目前等几何分析已被广泛应用

于结构分析 [23-26]、结构优化 [27-30]等各个领域.本文

用等几何方法代替传统的有限元方法进行三维实体

结构的位移场分析，以每个控制点所对应的拓扑描

述函数值为设计变量，详细推导了基于NURBS插值
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的考虑自重载荷作用的三维结构拓扑优化模型及其

灵敏度列式，最后通过多个数值算例验证了本文方

法的稳定性和有效性.

1 基于 NURBS插值的拓扑描述函数法

1.1 NURBS实体

三维 NURBS实体定义如下 [31]

V(ξ, η, ζ) =

n∑

i=1

m∑

j=1

l∑

k=1

Pi, j,kRi, j,k(ξ, η, ζ) (1)

其中，Ri, j,k(ξ, η, ζ)为三变量 NURBS基函数，表示为

Rp,q,r
i, j,k (ξ, η, ζ) =

Ni,p(ξ)M j,q(η)Lk,r (ζ)ωi, j,k

n∑

ī=1

m∑

j̄=1

l∑

k̄=1

Nī,p(ξ)M j̄,q(η)Lk̄,r (ζ)ωī, j̄,k̄

(2)

式中，Ni,p,M j,q, Lk,r 分别为定义在开放性节点向量

Ξξ =
{
ξ1, ξ2, · · · , ξn+p+1

}
，Ξη =

{
η1, η2, · · · , ηm+q+1

}
，

Ξζ = {ζ1, ζ2, · · · , ζl+r+1} 上的 p次、q次和 r 次 B 样

条基函数，n,m, l分别代表 ξ，η和 ζ方向上控制点个

数，Pi, j,k 为三维实体控制点，非负实数 ωi, j,k 为其对

应的权重，当所有的权重都为 1时，NURBS基函数

就退化为 B样条基函数.除非特殊声明，本文所有的

算例均采用二次 NURBS基函数进行插值.

1.2 基于 NURBS插值的拓扑描述函数法

在拓扑描述函数法中，用来描述结构拓扑和形

状的隐式函数可以定义为 [8]

φ(x) = 0 , ∂Ω

φ(x) > 0 , 在 Ω内

φ(x) < 0 , 在 D/Ω内


(3)

其中，D是基准设计域，Ω, ∂Ω分别代表最优设计实

心区域的边界.

结构拓扑优化的一个关键任务就是将不适定的

离散的 0-1优化问题转化为适定的连续优化问题.在

TDF方法中，通过 Heaviside函数很容易实现这一目

的

H(φ(x)) =


0 , φ(x) < 0

1 , φ(x) > 0
(4)

目前有关拓扑描述函数法的大部分文献是基于

有限元网格的，采用Q4单元形函数插值单元设计变

量场 [6,8]，本文通过 NURBS基函数来插值单元的设

计变量场，可表示如下

φh(x) =

ncp∑

I=1

RI (ξ, η, ζ)φI (5)

其中 R(ξ, η, ζ) 为式 (2) 确定的三变量 NURBS基函

数，φI 代表一个单元内第 I 个控制点所对应的拓扑

描述函数值，ncp = (p + 1)× (q + 1)× (r + 1)为一个单

元相关联的控制点个数.

为了获得清晰的结构拓扑，本文对弹性模量和

质量密度分别进行惩罚

E(x) =
[ ncp∑

I=1

RI (ξ, η, ζ)H(φI )
]g1

E0

ρ(x) =
[ ncp∑

I=1

RI (ξ, η, ζ)H(φI )
]g2
ρ0



(6)

式中，E0 和 ρ0 分别为完全实体材料的杨氏模量和

质量密度，g1 和 g2 均为惩罚指数，本文取 g1 = 3,

g2 = 1.

类似于有限元等参元的思想，在等几何分析

中，NURBS基函数被用来同时对几何区域和位移场

进行插值

x(ξ, η, ζ) =

ncp∑

I=1

RI (ξ, η, ζ)x̄I = RX

u(ξ, η, ζ) =

ncp∑

I=1

RI (ξ, η, ζ)ūI = RU



(7)

其中，x̄I = {xI , yI , zI }，ūI = {uI , vI ,wI }分别代表第 I 个

控制点所对应的物理坐标向量和位移场向量. 应变

位移阵 B可以由几何方程得到

ε = Lu → ε = BU (8)

然后通过虚位移原理推导单元刚度阵如下

Ke =

∫

Ve

E(x)BTC0BdVe (9)

其中 C0为 3× 3的弹性阵.

1.3 Heaviside函数的光滑性处理

在基于梯度的优化方法中，目标函数及约束函

数关于设计变量的敏度信息对于数值求解优化问题

是极其重要的. 考虑到 Heaviside函数的非光滑特

征，本文采用文献 [8] 里面的方法对 Heaviside函数
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进行光滑逼近

Hε(φ) =



δ , φ 6 −ε

[1 + sin(πφ/2ε)]/2 , −ε < φ < ε

1 , φ > ε

(10)

这里 ε和 δ均是一个很小的正数，其中 ε为Heaviside

函数的磨光参数，δ是为了避免刚度阵奇异而引进的

参数，一般取 ε = 0.3 ∼ 0.5, δ = 10−5 ∼ 10−3，本文取

δ = 10−3.

正则化的 Heaviside函数 Hε(φ)的导函数可表示

为

H′ε(φ) =



π

4ε
cos

πφ

2ε
, |φ| < ε

0 , |φ| > ε
(11)

2 拓扑优化模型及灵敏度分析

2.1考虑自重载荷的优化模型

结构拓扑优化的目的是寻求满足某些固定约束

条件的结构的最优的材料分布，以获得某种最优的

结构行为，如结构的重量最轻或刚度最大化.本文考

虑自重载荷作用下的最小柔顺性问题. 以许可材料

体积为约束的最小柔顺性问题列式可表示如下

Find : φ

Min : c = FTU

S.t. :


KU = F

V − V0 fv 6 0



(12)

其中 c指结构的柔顺性目标函数，φ = [φ1, φ2, · · · , φN]

为优化问题设计变量的集合，在优化过程中不断更

新. K为结构的整体刚度阵，由单元刚度阵 Ke组装

形成，U, F分别为位移向量和载荷列阵. V，V0分别

指实际的材料体积和整个设计域的体积，fv 为准许

的材料体积分数.

对于考虑自重载荷作用的结构拓扑优化问题，

结构载荷具有设计依赖性. 受自重载荷作用的等效

单元载荷向量可表示为

Fe = F̄e

∫

Ve

ρ(x)gdVe (13)

其中 g为重力加速度，ρ(x)是由式 (6)定义的质量密

度.对于二维问题，F̄e是一个包含 2 × ncp个元素的

列向量，可表示如下

F i
e =



0 , i = 2 j − 1

− 1
ncp

, i = 2 j
(14)

对于三维问题，F̄e是一个包含 3× ncp个元素的列向

量

F i
e =



0 i = 3 j 1 , 3 j − 2

− 1
ncp

i = 3 j
(15)

其中 j = 1,2 · · · ,ncp.

在优化问题 (12)中，每个单元的材料体积可表

示为

Ve =

∫

Ve

ncp∑

I=1

RI Hε(φI )dVe (16)

2.2 灵敏度分析

用式 (10)中光滑后的 Heaviside函数代替式 (6)

中的 Heaviside函数，然后将弹性模量和质量密度分

别对设计变量求导得

∂E(x)
∂φI

= g1

[ ncp∑

I=1

RI Hε(φI )
]g1−1

RI H
′
ε(φI )E0

∂ρ(x)
∂φI

= g2

[ ncp∑

I=1

RI Hε(φI )
]g2−1

RI H
′
ε(φI )ρ0



(17)

则单元刚度阵、单元外载荷向量及单元的材料体积

对设计变量的导数分别表示为

∂Ke

∂φI
=

∫

Ve

∂E(x)
∂ϕI

BTC0BdVe

∂Fe

∂φI
= F̄e

∫

Ve

∂ρ(x)
∂φI

gdVe

∂Ve

∂φI
=

∫

Ve

RI H
′
ε(φI )dV



(18)

利用伴随法可推导目标函数的灵敏度为

∂c
∂φI

= 2
∂FT

∂φI
U − UT ∂K

∂φI
U (19)

简化为

∂c
∂φI

= 2
NIe∑

Ie=1

∂FT
Ie

∂φI
UIe −

NIe∑

Ie=1

UT
Ie
∂KIe

∂φI
UIe (20)

其中 NIe为与第 I 个控制点相关联的单元个数.

体积约束关于设计变量的灵敏度可表示为

∂V
∂φI

=

NIe∑

Ie=1

∂VIe

∂φI
(21)
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式 (20)和式 (21)表明只有与第 I 个控制点相关联的

单元才对目标函数和体积约束的灵敏度有贡献.

2.3 优化算法

由式 (12)定义的基于拓扑描述函数理论的优化

问题可以通过不同的优化算法来求解，如 OC准则

法 [6]、数学规划方法 [8]等，本文采用Svanberg教授提

出的移动渐进线 (method of moving asymptotes, MMA)

方法 [32]求解.优化算法主要包括以下 6个步骤：

(1) 构建设计域：定义设计域几何参数，使用

NURBS构建优化模型的几何区域.

(2)定义模型参数：定义实体材料杨氏模量和质

量密度及材料容许的体积分数等模型参数.

(3)等几何分析：运用等几何分析方法求解位移

场.

(4)灵敏度分析：计算目标函数值，及通过式 (20)

和式 (21)分别计算目标函数和材料体积对设计变量

的敏度值.

(5) 优化模型求解：用 MMA 算法求解优化模

型，进行设计变量更新.

(6)收敛性判断：本文以最大的迭代次数来判断

优化过程是否停止；若收敛，则迭代停止，输出优化

结果；若不收敛，则返回步骤 (3)，继续迭代直到收

敛为止.

3 数值算例与讨论

本节通过多个数值算例来验证本文算法的有效

性和准确性.除非特殊声明，在所有算例中磨光参数

取 ε = 0.5，设计变量 φI 的上下限取为 [−0.1,0.1]，

所有结构的初始设计变量均附值为 0.01；完全实体

材料的杨氏模量 E0 和泊松比分别设置为 1 000.0和

0.3、质量密度 ρ0 = 1，板的厚度均设置为 0.1.

3.1 固定外载荷的最小柔顺性问题：L 形梁

第一个算例考虑一个带有曲率的受固定单位载

荷的 L 形梁优化问题，几何区域和边界条件如图 1

所示. 以占设计域 30%的体积作为约束. 需要注意

的是，在基于有限元网格的拓扑优化方法中，L形梁

区域的离散通常需要分成两部分，对于带有曲率的 L

形梁，建模及网格划分更是困难，而在本文方法中，

带有曲率的 L形梁可以很方便地建模和分析.

图 2(a)和图 2(b)分别显示了本文方法基于 3 332

和 12 804个控制点 (设计变量)获得的 L形梁的最优

拓扑构型. 可以看出本文方法在没有借助于灵敏度

图 1 L形梁设计域和边界条件

Fig. 1 Design domain and boundary condition for L-shaped beam

with curvature

(a)

(b)

图 2 L形梁的最优拓扑构型

Fig. 2 Optimal topology of L-shaped beam
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过滤情况下基于两种不同的离散网格所获得的拓扑

构型本质上很相似，没有出现明显的网格依赖性问

题，随着网格的细化，拓扑构型更加清晰，这说明本

文方法是十分有效的.

图 3显示了本文方法基于 12 804个控制点获得

的柔顺性目标函数的迭代历程，其中还包括第 10, 30

和 50个迭代步的拓扑构型. 可以看出，本文方法迭

代过程稳健，收敛性快，最终得到一个没有孤岛现

象、边界清晰的拓扑构型.

图 3 柔顺性和拓扑构型的迭代历程

Fig. 3 Iteration histories of the compliance and topology

3.2 2D自重拱设计

第二个算例考虑一个几何尺寸为 2×1的受自重

载荷作用的 2D拱形结构设计问题.设计域和边界条

件如图 4(a)所示，结构底边左右两个端点完全固支.

以 50%的材料体积为约束. 图 4(b)显示了本文方法

基于 80×40个均匀分布的控制点获得的最优的拓扑

构型. 图 5给出了目标函数和体积分数的迭代历史.

从图 4和图 5看出，本文方法迭代过程稳健，优化结

果没有出现文献 [14]中报道的低密度区域材料的寄

生效应，而且基于本文方法获得的目标函数在整个

优化过程中始终保持单调递减的性质，体积分数是

先减小后增大最后保持在 35.1%附近.

对于考虑自重载荷作用的结构拓扑优化问题来

图 4 算例 2的模型和优化结果

Fig. 4 Model and optimal topology of example 2

图 5 算例 2柔顺性和体积分数的进化历史

Fig. 5 Evolution histories of the compliance and volume fraction of

example 2

图 6 约束体积分数与实际体积分数关系图

Fig. 6 Relation between the constrained volume fraction and the real

volume fraction

说，另外一个关键特征就是体积约束的无效性.为了

更清楚地阐述这一特性，针对上面的优化问题，考虑

体积分数约束从 10%到 100%变化，图 6显示了本

文方法在不同的体积分数约束下获得的最优拓扑的

实际的体积分数变化曲线.可以看出，对于 2D自重

载荷作用的拓扑优化问题，体积约束并不是一个有

效的约束条件.

3.3 3D自重拱设计

第 3个算例考虑一个几何尺寸为 2× 1× 1的受

自重载荷作用的 3D拱形结构设计问题.设计域和边

界条件如图 7(a)所示，结构底面左右两边完全固支.

以 40%的材料体积为约束.结构通过 26× 11× 13个

均匀分布的控制点来离散.

图 8显示了本文方法获得的最优的拓扑构型.可

以看出优化过程产生了一个跨越两端支撑的拱形结

构，以便最佳地承受其自身重量，拓扑构型与二维结

果一致.
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图 7 算例 3的设计域和边界条件

Fig. 7 Design domain and boundary condition of example 3

(a) x--z平面图

(a) x--z plane

(b)全局坐标图

(b) Global coordinate

图 8 3D自重拱的最优拓扑

Fig. 8 Optimal topology of 3D arch

为了对比固定载荷和自重载荷作用对结构拓扑

构型的影响，针对上面的优化问题考虑上表面受均

布的单位载荷作用情形 (上表面包含一层不可设计

域)，设计域和边界条件如图 7(b) 所示. 以占设计

域 40%的体积为约束，图 9 显示了本文方法基于

26 × 11 × 13个均匀分布的控制点获得的最优拓扑

构型.可以看出优化拓扑类似于赵州桥结构，与自重

(a) x--z平面图

(a) x--z plane

(b)全局坐标图

(b) Global coordinate

图 9 3D拱形桥的最优拓扑

Fig. 9 Optimal topology of 3D arched bridge

拱形结构不同的是，它多了几根垂直支柱以支撑桥

面上所受到的均布载荷.

图 10显示了 3D自重拱 (3D arch)和 3D桥 (3D

bridge)结构设计过程中目标函数和体积分数的迭代

历程.可以看出，本文方法迭代过程稳健，收敛快；

对于 3D自重拱问题，目标函数是单调递减的，最终

的体积分数 (46.2%)要高于约束的体积分数 (40%)，

说明对于 3D考虑结构自重的优化问题，体积约束也

是无效约束；对于 3D桥结构设计问题，目标函数先

增大后减小，在迭代 25步后基本保持不变，体积分

数先减小后增大最后保持为 40%的约束体积分数不

变.

图 10 不同边界条件下柔顺性和体积分数的迭代历程

Fig. 10 Iteration histories of the compliance and volume fraction for

different boundary conditions

4 结 论

本文提出一种基于 NURBS 插值的三维拓扑

描述函数法，研究了考虑设计依赖自重载荷作用的

2D/3D结构设计问题，详细推导了基于 NURBS插值
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的考虑自重载荷作用的三维结构拓扑优化模型及其

灵敏度列式，多个算例验证了本文方法的有效性和

稳定性，主要得出以下结论：

(1)高阶NURBS基函数被同时用于三维NURBS

实体片中的几何场、位移场及设计变量场插值，实现

了几何模型、分析模型和优化模型的有效统一，确保

了位移场及设计变量场的高阶连续性；

(2) 无需对刚度和质量密度的插值格式进行修

正，本文方法能够有效克服考虑自重载荷作用的优

化问题中出现的材料的寄生效应及目标函数的非单

调性问题；

(3)研究表明，本文方法优化迭代过程稳健，收

敛性快.
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