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生物、工程及交叉力学

混合式 CRP面元法计算对比
1)

王 睿 2) 熊 鹰 王展智

(海军工程大学舰船工程系，武汉 430033)

摘要 目前，对于混合式 CRP(contra-rotating propeller)的数值研究大部分是基于黏流方法，这主要是由于混合

式 CRP组成构件较多，运用势流方法求解存在一定的困难.但势流方法求解效率较高，在混合式 CRP的设计方

面，具有独特的优势.为建立混合式 CRP的高效数值分析方法，从而为混合式 CRP的设计工作奠定基础，研究

首先将混合式 CRP分成前桨和吊舱推进器两部分，以单个螺旋桨面元法和吊舱推进器整体面元法为基础，建

立了混合式 CRP的迭代面元法.随后对混合式 CRP的几何结构以及桨叶面元奇点强度的变化特点进行分析，

提出了将混合式 CRP各构件进行整体计算的面元法，推导了整体面元法的计算公式.编译完成迭代面元法以及

整体面元法的计算程序，并对混合式 CRP的敞水性能进行了计算分析，两种面元法的计算结果与试验值的对

比表明：迭代面元法与整体面元法计算得到的推力、扭矩系数相对误差均能控制在 5%以内，但整体面元法的

计算时间比迭代面元法节约 1/3左右，同时整体面元法省去了迭代步骤，适宜于混合式 CRP的设计.最后对研

究中所建立的整体面元法的理论误差进行了分析.
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COMPARATIVE STUDY ON SURFACE PANEL METHOD FOR THE HYDRODYNAMIC

ANALYSIS OF HYBRID CONTRA-ROTATING SHAFT POD PROPULSOR 1)

Wang Rui2) Xiong Ying Wang Zhanzhi
(Department of Naval Engineering，Naval University of Engineering，Wuhan430033，China)

Abstract The present numerical study for the performance analysis of HCRSP (hybrid contra-rotating shaft pod) propul-

sor is based on the viscous flow method due to the structure complexity and the lacking of effectively potential flow

method. In order to developing an efficient numerical method for the performance analysis of HCRSP propulsor, the

HCRSP propulsor was divided into two parts, a single forward propeller and an aft podded propulsor. Then an iterative

surface panel method was presented based on the single propeller surface panel method and podded propulsor integral

panel method. The geometry characteristic and panel singularity strength of HCRSP propulsor were then analyzed, and

an integral panel method was presented to treat HCRSP propulsor as a unit. The control equations of the integral panel

method were derived in detail, and numerical solution program was developed. Based on these studies, the open water

performance of an HCRSP propulsor was analyzed by iterative panel method and integral panel method. Numerical re-

sults were compared with experimental data and show that the relative result error of the two surface panel method are all

within 5%, but the calculation time of integral panel method is about two thirds of that of iterative method. The integral
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panel method is more suitable in the design of HCRSP propulsor due to its calculation without iterative process. In the

last, the error sources of integral panel method were discussed.

Key words HCRSP propulsor, surface panel method, integral calculation model, iterative calculation model

引 言

混合式 CRP (contra-rotating propeller)是由两个

对转的螺旋桨和一个吊舱组成，一般而言，吊舱位

于螺旋桨的下游，为后桨提供电力推进.混合式 CRP

具有较高的推进效率及良好的系统冗余性，且船体

所需推力由两个螺旋桨分担，改善了推进系统的振

动、噪声性能.正因为其各方面优良的性能，被挪威

船级社与德国劳氏船级社展望 [1]为 2020年 “绿色船

舶” 的一大亮点.混合式 CRP最早由 ABB(asea brown

boveri)公司于 2001年推出，随后应用于日本的两艘

客滚船 [2] . 但混合式 CRP组成构件较多的特点，也

使得对它的试验及数值研究变得困难.在混合式CRP

推出之初，大部分研究着重于试验研究 [3-5]，而研究

的主要内容是混合式 CRP的试验方法及试验步骤，

比较典型的有 Cheng等 [6]、Sasaki等 [7] 和 Quereda

等 [8] 的工作，正是基于这些学者的研究成果，2014

年的第 27届国际拖曳水池会议推进委员会提出了混

合式 CRP的初步试验规程 [9] . 在数值方法方面，混

合式 CRP的研究还不算深入，并且大部分是基于黏

流的手段 [10-11]，这主要是由于势流方法求解组合推

进器大多是基于迭代方法 [12-13]，构件之间的影响通

过各自在对方位置处的诱导速度或诱导速度势进行

考虑. 这种迭代方法广泛应用于由两个构件组成的

推进器，例如吊舱推进器 [14] 和对转桨 [15-16]等，但

若应用于混合式 CRP这类由 3个构件组成的推进器

就会比较复杂.因此，一直以来基于势流方法对混合

式 CRP的研究比较少. 尽管黏流方法能够更精细地

捕捉流场 [17]，但势流方法具有较高的求解效率，在

推进器理论设计方面具有重要意义. 为了有效的开

展混合式 CRP设计分析，促进混合式 CRP的工程应

用，有必要对混合式 CRP的势流计算方法进行研究.

本文选用基于势流理论的面元法作为数值手

段，开展混合式 CRP的面元法计算方法研究，研究

中建立了迭代面元法和整体面元法，对比了两者的

计算效果，为混合式 CRP的设计分析，提供高效可

靠的数值手段.

1 数值方法

1.1 迭代面元法

已有研究表明 [18-20]，基于诱导速度势的低阶面

元法能够满足螺旋桨计算精度的需要，因此研究中

采用基于诱导速度势的低阶迭代面元法. 对于均匀

来流中的单个螺旋桨问题，由于对称性，面元法求

解时只需要求解一个桨叶 [21]，这大大缩短了螺旋桨

的求解时间. 对于吊舱推进器、对转桨以及混合式

CRP等，各个构件的相互影响打破了这种对称性，

即使是均匀来流,各个桨叶上的奇点强度也是不相同

的，因此对于两个构件的组合推进器一般采用迭代

方法，即是先计算各个构件在对方位置处的诱导速

度或者诱导速度势，取周向平均，这样就可以把各个

构件拆开，分别求解，并且每一个构件可以认为是定

常问题，通过相互之间的诱导速度或诱导速度势进

行迭代求解，直至两者受力达到稳定，即求得结果.

由两个构件的迭代面元法的广泛应用，很容易

想到也采用迭代方法求解混合式 CRP，但为了简化

迭代处理，需要把混合式 CRP拆分为两个部分，这

也是迭代面元法处理的关键所在. 由于熊鹰等 [22-23]

建立了吊舱推进器定常整体面元法，因此将吊舱推

进器作为整体求解变得可能，于是本文的处理是将

前桨当作一个整体，后桨与吊舱组成的吊舱推进器

当作一个整体. 前桨采用单个螺旋桨面元法进行计

算，吊舱推进器采用熊鹰等 [22-23] 所建立的定常整

体面元法进行计算.同样，螺旋桨和吊舱推进器之间

的影响通过诱导速度来计算，对螺旋桨及吊舱推进

器在对方位置处的诱导速度取周向平均，于是可以

写出混合式 CRP迭代面元法中前桨以及吊舱推进器

的诱导速度势表达式 [21-22]

φiF =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φ jC
k1
i j −

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

[(U + VFP) · n] j B
k1
i j +

Z1∑

k1=1

MW∑

j=1

∆φ jW
k1
i j , i = 1,2, · · · ,M (1)

φ̄iP =

Z2∑

k2=1

N∑

j=1

φ̄ jC
k2
i j +

Z2∑

k2=1

N∑

j=1

[(U + VPF) · n] j B
k2
i j +
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Z2∑

k2=1

NW∑

j=1

∆φ jW
k2
i j +

1
Z2

Z2∑

δ=1

Y∑

l=1

φ̄lδCilδ+

1
Z2

Z2∑

δ=1

Y∑

l=1

[(U + VPF) · n] lδBilδ ,

i = 1,2, · · · ,N, N + 1, · · · ,N + Y (2)

其中，由于物面不可穿透条件，式 (1)和式 (2)中的

源汇影响项 ∂φ/∂n用 (U + VFP) · n或 (U + VPF) · n代
替. φiF表示前桨场点面元的速度势，φiP表示吊舱推

进器场点面元的速度势. Z1 是前桨桨叶数，Z2 是后

桨桨叶数，M表示前桨上面元数目，MW表示前桨尾

涡面元数目，N表示吊舱桨桨叶上面元数目，NW表

示吊舱桨尾涡面上面元数目，Y表示吊舱上的面元

数目. U表示来流速度矢量，VFP表示吊舱推进器在

前桨桨盘面处的周向平均诱导速度矢量，VPF表示前

桨在吊舱螺旋桨盘面及吊舱位置周向平均诱导速度

矢量. n为面元的法向量，Ck
i j , Bk

i j , Wk
i j 为影响系数，

它们的定义如下

Ck
i j =

1
2π

∫∫
©

SBj

∂

∂nq j

( 1
r(pi ,q jk)

)
dSq j

Bk
i j = − 1

2π

∫∫
©

SBj

( 1
r(pi ,q jk)

)
dSq j

Wk
i j =

1
2π

∫∫
©

SWj

∂

∂nq j

( 1
r(pi ,q jk)

)
dSq j

其中，pi 表示场点，q jk表示 k号桨叶上控制点，n表

示控制点面元法向.另外，式 (2)中下标 δ表示吊舱

支柱与主桨叶错开的角度是吊舱螺旋桨相邻桨叶间

隔角度的 δ 倍. 求解过程中式 (1)与式 (2)通过 VFP

和 VPF迭代运行，直至前桨与吊舱推进器的受力达

到稳定值即可认为求解完毕，本文在计算的过程中

一般迭代 5次左右即可收敛.

1.2 整体面元法

迭代面元法虽然能够解决混合式 CRP的性能预

报问题，但若结合有关数值方法进行混合式 CRP的

设计，由于这中间繁杂的迭代过程，仍旧会使得设

计工作变得困难.为了探究更高效的混合式 CRP面

元法计算方法，研究中试图建立一种定常整体面元

法，即计算中将混合式 CRP视为整体，且前桨及后

桨 (吊舱螺旋桨) 均只求解一个桨叶.在混合式 CRP

的分析中，仍旧按文献 [22]中的处理将吊舱推进器

当成一个整体，来考虑与前桨的相对位置.为了方便

说明，以前桨 4叶，后桨 5叶为例进行混合式 CRP

定常整体计算公式的分析.结构位置示意图如图 1所

示，图 1中实线代表后桨桨叶，虚线代表前桨桨叶，

前桨桨叶用罗马数字标注桨叶编号，后桨桨叶用阿

拉伯数字标注桨叶编号.吊舱以 T 型实线表示支柱

中线.前、后桨桨叶的位置以螺旋桨参考线为准.

(a)位置 1

(a) Position 1

(b)位置 2

(b) Position 2

(c)位置 3

(c) Position 3

图 1 前桨、后桨及吊舱位置示意图

Fig. 1 The position of forward propeller, aft propeller and pod

由于文献 [22]所选取的求解位置中，吊舱的位

置只与后桨各桨叶重合，于是考虑吊舱推进器整体
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与前桨的相对位置时，可以始终认为吊舱与后桨某

一桨叶重合.如图 1所示，位置 1处前桨Ⅰ号桨叶与

后桨 1号桨叶重合，而位置 2是在位置 1的基础上

旋转了一个 θ角度使得前桨Ⅳ号桨叶与后桨 5号桨

叶重合.位置 3则是前桨Ⅳ号桨叶与后桨 1号桨叶重

合.以 θ角度为间隔，前桨 (或后桨)旋转一周的过程

中，吊舱与各个后桨桨叶重合对前桨的影响效果是

一致的，于是如图 1所示，在选定的各个位置下，吊

舱始终与 1号桨叶重合.由于文献 [22] 所建立的吊

舱推进器整体面元法求解式 (2)是一种平均状态，

在此状态下各个桨叶的奇点强度保持对称性，因此

在考虑以式 (2)所建立的吊舱推进器系统与前桨的

相互影响时，可以认为，在均匀来流下，前桨桨叶的

受力是周期性变化的，变化的周期是旋转经过后桨

相邻桨叶间隔角度的时间；后桨桨叶的受力变化周

期是旋转经过前桨相邻桨叶间隔角度的时间. 尽管

前、后桨的桨叶受力变化周期不一致，但整个前、后

螺旋桨的受力变化周期是一致的，均为螺旋桨 (前桨

或后桨)旋转角度 θ (图 1中的标注)经历的时间. 因

此位置 1、位置 2、位置 3处前桨、后桨受力均是相

同的. 在计算混合式 CRP的敞水性能时，受力是平

均意义上的.因此，在这里试图将受力的平均处理通

过速度势来解决，从而选取前、后桨错开某些角度作

为求解位置，并将各个求解位置的速度势平均处理.

分别以图 1中前桨Ⅰ号桨叶与后桨 1号桨叶作为研

究对象 (主桨叶)进行说明，从位置 1开始，以 θ 角

度 (图 1标示的)为间隔，将Ⅰ号桨叶或 1号桨叶旋

转一周所经历的所有位置作为求解位置. 由这里所

选取的螺旋桨桨叶数可以知道，θ的大小为 18◦，定

义

S0 =
360◦

θ
, S1 =

360◦

θ · Z1
, S2 =

360◦

θ · Z2
(3)

于是可以写出在每一求解角度位置处，主桨叶

上面元 i上的速度势离散表达式 (3)

φiS =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φk1
jSCk1

i jS +

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

(∂φ
∂n

)k1

jS
Bk1

i jS +

Z1∑

k1=1

MW∑

j=1

∆φk1
jSWk1

i jS +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

(∂φ
∂n

)k2

lS
Bk2

ilS +

Z2∑

k2=1

NW∑

l=1

∆φk2
lSWk2

ilS +

1
Z2

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS +
1
Z2

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

(∂φ
∂n

)k3

xS
Bk3

ixS ,

i = 1,2, · · · ,M,M + 1, · · · ,M + N, · · · ,
M + N + Y ; S = 1,2, · · · ,S0 (4)

其中，S0 如式 (3)定义；下标 S 表示各求解的角度

位置，根据角度间隔的选取，S = 1对应图 1中的位

置 1，即前、后主桨叶错开零度，S = 2对应图 1中的

位置 2，即前、后主桨叶错开一倍 θ，依此类推.影响

系数 Ck1
i jS 表示在 S角位置下，k1号桨叶上 j 号控制

点对场点 i的影响；φk1
jS 表示 S角位置下，k1号桨叶

上 j 号控制点的速度势；其余各影响系数项和奇点

强度项的上、下标与此类似. 但需要注意的是式 (4)

中的吊舱影响项的 k3与式 (2)中的 δ意义一致.将 S

取不同值时的式 (4)叠加并取平均

1
S0

S0∑

S=1

φiS =
1
S0




S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φk1
jSCk1

i jS +

S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

(∂φ
∂n

)k1

jS
Bk1

i jS +

S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

MW∑

j=1

∆φk1
jSWk1

i jS


1

+


S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS +

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

(∂φ
∂n

)k2

lS
Bk2

ilS +

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

NW∑

l=1

∆φk2
lSWk2

ilS


2

+


S0∑

S=1

1
Z2

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS+

S0∑

S=1

1
Z2

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

(∂φ
∂n

)k3

xS
Bk3

ixS


3

 ,

i = 1,2, · · · ,M,M + 1, · · · ,M + N, · · · ,M + N + Y ;

S = 1,2, · · · ,S0 (5)

为了能够运用定常面元法求解式 (5)，需要对式

(5)进行相关的数值处理和分析.式 (5)中标号为 1的

项是前桨的影响项，标号为 2的项为后桨影响项，

标号为 3的项为吊舱影响项.显然，在 S从 1到 S0

的变化过程中，标号 1, 2和 3中各自项的变化特点

是一致的，因此将式 (5)拆分为前桨以及吊舱推进器

的表达形式，且选取标号 1, 2和 3中各一项进行分

析.

1
S0

S0∑

S=1

φiS =
1
S0


S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φk1
jSCk1

i jS +

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS +
1
Z2

S0∑

S=1

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS + · · ·
 ,

i = 1,2, · · · ,M; S = 1,2, · · · ,S0 (6)
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1
S0

S0∑

S=1

φiS =
1
S0


S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φk1
jSCk1

i jS +

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS +

1
Z2

S0∑

S=1

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS + · · ·


i = M + 1, · · · ,M + N, · · · ,M + N + Y;

S = 1,2, · · · ,S0 (7)

其中，省略号代表了式 (5) 中未列出的项. 可以知

道，式 (6) 和式 (7) 均选取了式 (5) 中偶极子影响

项.首先对式 (6)进行分析，式 (6)中右端第一项是

前桨上控制点对前桨自身场点的影响，因此 S取不

同值，k1取相同值时，影响系数Ck1
i jS 是相同的，于是

可以将其合并

1
S0

S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φk1
jSCk1

i jS =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

( 1
S0

S0∑

S=1

φk1
jS

)
Ck1

i jS (8)

根据前述吊舱推进器作为整体的处理，参照图

1可以知道，式 (8)中 S取不同值，φk1
jS 是不同的，但

φk1
jS是周期性变化的，且不同桨叶上的奇点强度在不

同 S 值下存在对应关系.以图 1中位置 1和位置 2

为例，S = 2时，Ⅰ号桨叶上面元奇点强度与 S = 1

时，Ⅱ号桨叶面元奇点强度是相同的，同样，其他桨

叶也有类似的对应关系，且 S达到位置 3时，又重

复上述的等效关系.显然，对于前桨，这种等效关系

在 S从 1到 S0的取值过程会重复 S1次. 于是式 (8)

中的右端速度势项可以写成

1
S0

S0∑

S=1

φk1
jS =

1
S1S2

S1(φ1
j + φ2

j + φ3
j + φ4

j ) =

1
Z1

Z1∑

k1=1

φk1
j (9)

显然式 (8)中，k1取不同值时，右端速度势项均

可写成式 (9)形式，故对于不同 k1值，这一项是相等

的.令 φ j =
1
Z1

Z1∑

k1=1

φk1
j ，于是式 (9)可以写为

1
S0

S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

ϕk1
jSCk1

i jS =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

ϕ jC
k1
i j (10)

于是得到式 (6)右端第 1项的最终表达式 (10).

下面分析式 (6)右端第 2项，第 2项是后桨面元对前

桨面元的影响项，因此 S取不同值时，即使 k2取相

同值，Ck2
ilS 也是不断变化的，且 Ck2

ilS 所对应的 φk2
lS 也

是不断变化的.因此式 (6)右端第 2项的处理不能简

单按第 1项处理办法.但仔细分析式 (6)右端第 2项

可以知道，Ck2
ilS 和 φk2

lS 在 S取不同值时仍旧存在一定

的对应关系.以图 1中位置 1, 2, 3为例予以说明：一

方面，对照位置 1和位置 3可以知道，后桨 1桨叶

面元上的奇点强度 φk2
lS 在位置 1和位置 3处是相等

的，但对前桨Ⅰ桨叶上面元的影响系数是不同的，

因此，可以将奇点强度相同的项的影响系数进行合

并.另一方面，对照位置 2和位置 3可以知道，位置

2中后桨 1号桨叶与位置 3中后桨 2号桨叶对前桨

Ⅰ号桨叶上面元的影响系数完全一致，且两者的奇

点强度也相同.显然，S从 1到 S0的变化过程中，后

桨各桨叶都重复这两方面的特征.于是式 (6)右端第

2项可以写为

1
S0

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS =
1
S1

S1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
l1Ek2

il =

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
l1Ek2

il (11)

其中，k2从 1到 Z2的变化，Ek2
il 满足

E1
il = (C1

il1 + C1
il6 + C1

il11 + C1
il16)/S2

E2
il = (C1

il2 + C1
il7 + C1

il12 + C1
il17)/S2

E3
il = (C1

il3 + C1
il8 + C1

il13 + C1
il18)/S2

E4
il = (C1

il4 + C1
il9 + C1

il14 + C1
il19)/S2

E5
il = (C1

il5 + C1
il10 + C1

il15 + C1
il20)/S2



(12)

为了更形象地说明问题，式 (12)中影响系数的

下标 S用具体的数值代替了，显然，这里是以本文

选取的后桨桨叶为 5叶进行下标 S 的标注. 以 C1
il1

为例，表示在角位置 S = 1处，后桨 1桨叶面元上控

制点 l 对前桨主桨叶上场点 i 的影响系数. 另外，注

意式 (12)中后桨其他桨叶对场点的影响系数都用后

桨 1号桨叶代替了，这是由于前述讨论了不同 S位

置处，桨叶上面元影响系数的等效关系.对照图 1，

观察式 (12)影响系数项可以知道，不同 k2，对应的

是将 Ek2
il 进行了旋转改变，这一旋转改变使得每一

个影响系数 C1
ilS 的值是变化的. 但从数值求解的角

度，可以认为 Ek2
il 是近似相等的，这在后文的误差分
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析中会有详细说明，于是可将式 (11)右端项改为

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
l1Ek2

il =

N∑

l=1

( Z2∑

k2=1

φk2
l1

)
E1

il =

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

( Z2∑

k2=1

φk2
l1

/
Z2

)
E1

il =

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

( Z2∑

k2=1

φk2
l1

/
Z2

)
Ek2

il

(13)

显然，对于不同的 k2，
Z2∑

k2=1

φk2
l1

/
Z2 是相同的，令

Z2∑

k2=1

φk2
l1/Z2 = φl，结合式 (11)和式 (13)，得到式 (6)右

端第 2项的最终表达式为

1
S0

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

ϕk2
lSCk2

ilS =

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

ϕlE
k2
il (14)

对于式 (6)中的右端第 3项是吊舱对前桨面元

的影响，由于分析中将吊舱与后桨当作一个整体，

因此它的影响特性与后桨影响项保持一致. 于是式

(6)中右端第 3项可以写为

1
Z2

S0∑

S=1

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS =

Y∑

x=1

( 1
S1

5∑

S=1

φxS

) Z2∑

k3=1

(Ck3

ix1+

Ck3

ix6 + Ck3

ix11 + Ck3

ix16)/Z2S2 =

Y∑

x=1

φxEix (15)

其中，φx =
1
S1

5∑

S=1

φxS，Eix满足

Eix =
1
S0

S0∑

S=1

CixS (16)

由于 k3取不同值时，式 (15)中Ck3
ixS项与CixS存

在对应关系，于是式 (16)中的CixS的上标 k3可以去

掉.由式 (10)、式 (14)和式 (15)得到式 (6)的最终表

达式

φi =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φ jC
k1
i j +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φlE
k2
il +

Y∑

x=1

φxEix + · · · , i = 1,2, · · · ,M (17)

下面对式 (7)进行分析，对于式 (7)的右端第 1

项是前桨桨叶面元对后桨桨叶面元的影响，因此对

它的分析与式 (6)中右端第 2项的分析方法类似，于

是可以写出式 (7)中右端第 1项的表达式

S0∑

S=1

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

ϕk1
jSCk1

i jS =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

ϕ jE
k1
i j (18)

其中，Ek1
i j 满足

E1
i j = (C1

i j1 + C1
i j5 + C1

i j9 + C1
i j13 + C1

i j17)/S1

E2
i j = (C1

i j2 + C1
i j6 + C1

i j10 + C1
i j14 + C1

i j18)/S1

E3
i j = (C1

i j3 + C1
i j7 + C1

i j11 + C1
i j15 + C1

i j19)/S1

E4
i j = (C1

i j4 + C1
i j8 + C1

i j12 + C1
i j16 + C1

i j20)/S1



(19)

由于式 (7)的右端第 2、3项是吊舱推进器上面

元对自身面元的影响项，而式 (7)是在吊舱推进器整

体面元法的基础上建立的，因此这两项与式 (6)中右

端第 1项前桨对自身面元影响项的分析类似，于是

式 (7)中右端第 2、3项可以写为

S0∑

S=1

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φk2
lSCk2

ilS +
1
Z2

S0∑

S=1

Z2∑

k3=1

Y∑

x=1

φk3
xSCk3

ixS =

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φlC
k2
il +

Y∑

x=1

φxEix (20)

其中，Eix满足

Eix =
1
Z2

Z2∑

k3=1

Ck3
ix (21)

显然，当式 (21)中的面元 i表示吊舱上场点时，根据

式 (4)中有关 k3意义的描述可以知道，不同 k3下，

Ck3
ix 其实是相同的.

根据式 (18)和式 (20)得到式 (7)的最终表达式

φi =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φ jE
k1
i j +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φlC
k2
il +

Y∑

x=1

φxEix + · · · ,

i = M + 1,M + 2, · · · ,M + N + 1, · · · ,M + N + Y

(22)

为了统一，将式 (17)和式 (22)中的影响系数 C
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均用 E来表达，可以写出式 (5)的最终表达式

φi =

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

φ jE
k1
i j +

Z1∑

k1=1

M∑

j=1

(∂φ
∂n

)
j
Fk1

i j +

Z1∑

k1=1

MW∑

j=1

∆φ jG
k1
i j +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

φlE
k2
il +

Z2∑

k2=1

N∑

l=1

(∂φ
∂n

)
l
Fk2

il +

Z2∑

k2=1

NW∑

l=1

∆φlG
k2
il +

Y∑

x=1

φxEix +
(∂φ
∂n

)
x
Fix ,

i = 1,2, · · · ,M,M + 1, · · · ,M + N, · · · ,

M + N + Y (23)

其中，影响系数 E满足式 (24)，影响系数 F 和 G的

表达形式与 E类似，只需将 E中的影响系数 C项换

成 B项或W项即可.

E =



Ei j = Ci j , i = PFP

Eil = Eq.(12), i = PFP

Eix = Eq.(16), i = PFP

Ei j = Eq.(19), i = PPOD

Cil , i = PPOD

Eix = Eq.(21), i = PPOD

(24)

其中，Eil = Eq.(12)表示 Eil 按式 (12)定义，其他项表

达与此类似，i = PFP表示 i 是前桨上面元，i = PPOD

表示 i是吊舱上面元.下标 j表示控制点在前桨桨叶

上，l 表示控制点在后桨桨叶上，x表示控制点在吊

舱上. 式 (23)即是整体求解混合式 CRP的面元法计

算公式，观察式 (23)，可以知道，不同桨叶的 φ,
∂φ

∂n
以及 ∆φ是相等的，因此，求解中前后桨只需各求解

一个桨叶，这将大大减小整体计算混合式 CRP的计

算网格，同时简化了数值处理.

需要注意的是，式 (23)是在吊舱推进器定常整

体面元法计算式 (2)的基础上得到的，因此对于吊舱

桨与吊舱的求解间隔是后桨相邻桨叶的间隔 (对于

后桨为 5叶时即是 72◦). 这样的角度间隔表示忽略

角度间隔之间螺旋桨受力的脉动值，对于不同螺旋

桨类型的适应性有待于进一步研究，为了使得求解

的结果更准确，可以在混合式 CRP的求解中，将后

桨与吊舱推进器的求解间隔也选为图 1标示的 θ(即

18◦)，显然这样的选取对求解的受力信息更全面. 于

是，将式 (23)推广到后桨与吊舱求解角度间隔也是

θ，分析得到混合式 CRP的整体面元法计算公式仍

旧与式 (23)保持一致，而影响系数的表达会有所改

变，见式 (25)

E =



Ei j = Ci j , i = PFP

Eil = Eq.(12), i = PFP (or PPOD)

Eix = Eq.(16), i = PFP (or PAP)

Ei j = Eq.(19), i = PAP (or PPOD)

Eil = Cil , i = PAP

Eix = Cix , i = PPOD

(25)

其中，i = PFP表示 i是前桨上面元，i = PPOD表示 i是

吊舱上面元，i = PAP表示 i是后桨上面元.式 (23)及

其影响系数表达式 (25)即是本文建立的混合式 CRP

定常整体面元法计算公式.另外需要说明的是，本文

在推导混合式 CRP的定常整体面元法公式时，以前

桨 4叶、后桨 5叶为例，目的是为了使推导过程更加

具体，对于其他形式的桨叶数目，本文的方法同样适

用，只是在影响系数 E, F和G的表达有所区别.

与单个螺旋桨的面元法求解相似，整体面元法

计算式 (23)中的 ∆φ也需要通过库塔条件确定.在这

里仍然采用等压库塔条件 [24]，但由于前后桨是整体

求解，因此需要将前后桨随边面元的等压条件联合

成同一方程组，见式 (26)所示 [25-26]

∆pm = pmU − pmL

m = 1,2, · · · ,mF,

mF + 1, · · · ,mF + mA


(26)

其中，mF为前桨径向尾涡数目，mA 表示后桨径向尾

涡数目. 联立式 (23)与式 (26)即组成了整体面元法

的求解方程组. 但 ∆φ与 ∆p之间是非线性关系，直

接求解会有一定困难，于是建立雅可比矩阵，采用牛

顿迭代法得到 ∆φ与 ∆p的关系如式 (27)所示 [25]

∆φ(k+1) = ∆φ(k) − J−1∆p(k) (27)

其中，上标 k+1表示第 k+1次迭代结果，k表示第 k

次迭代结果. J−1 是雅可比矩阵的逆. 雅可比矩阵的

元素可由式 (28)确定

Ji j =
∂(∆p)i

∂(∆φ) j

i(or j) = 1,2, · · · ,mF ,mF + 1, · · · ,mF + mA


(28)
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基于式 (23)、式 (26)及式 (27)即建立了整体面

元法封闭求解方程组.

另外，尾涡面作为面元法求解的理论假设，对计

算结果有较大影响.在求解之前，需要对混合式 CRP

的尾涡面进行说明. 本文在确定混合式 CRP的尾涡

面时，主要依据已有对吊舱推进器和对转桨的尾流

场研究结果以及混合式CRP的水动力性能研究结果.

文献 [27-28]的研究结果表明，对于吊舱推进器，吊舱

支柱对螺旋桨的尾流既有阻塞的效果，也有排挤加

速的效果.文献 [29]的研究结果表明，与单独存在前

桨的情况相比，对转桨前桨的尾流在流经后桨之前

变化不大，流经后桨之后将会有较大幅度的加速；

同时，后桨的尾流会得到前桨的加速，前桨造成的旋

转尾流会与后桨旋转流进行一定程度的抵消. 而已

有对混合式 CRP敞水性能的研究结果表明 [6,30-31]，

混合式 CRP的前桨与单独前桨的推力、扭矩相差不

大.结合以上研究结果，本文主要对混合式 CRP的

尾涡螺距角作出式 (29)的修改

βHF =


ωF1βSF , xwake6 xA−plane

ωF2βSF , xwake> xA−plane

βHA = ωAβSA


(29)

其中，xwake表示前桨尾涡面轴向坐标，xA−plane表示

后桨桨盘面轴向坐标. βHF表示混合式CRP中前桨尾

涡螺距角，βSF表示单独前桨相应轴向位置处的尾涡

螺距角；βCA 表示混合式 CRP中后桨尾涡螺距角，

βSA 表示单独后桨相应轴向位置处的尾涡螺距角；

ωF1, ωF2 和 ωA 为 3 个修正系数，它随混合式 CRP

的工作工况而变化，且具有一定的经验性. 根据式

(29)，前桨尾涡面分为两部分：后桨盘面之前和后桨

盘面之后，这主要是由于后桨对前桨的抽吸影响较

大.后桨的尾涡面修正主要考虑前桨旋转尾流与吊舱

的阻塞作用.另外，前后桨的尾涡面在支柱内部时，

认为其对场点的影响系数为零，从前、后桨叶根处泻

出的尾涡面在经过吊舱段时，紧贴吊舱表面.

2 数值结果

前一小节分别给出了混合式 CRP的迭代面元法

和整体面元法求解公式，并对混合式 CRP的面元法

求解尾涡面进行了修正，随后按照求解公式编译完

成迭代面元法和整体面元法的计算程序. 为了对比

求解精度与求解效果，运用两种面元法对文献 [10]

中的混合式 CRP进行计算并与文献 [10] 中的试验

值进行对比. 混合式 CRP的主要参数如表 1和表 2

所示，吊舱的示意图如图 2 所示. 前、后桨间距为

0.454 5倍前桨直径.

表 1 吊舱主参数

Table 1 Pod parameters

Parameters Values

pod diameter/mm 90.9

pod length/mm 278.65

strut height/mm 209.1

strut chord length/mm 145.46

maximum strut width/mm 45.35

fore taper angle 29◦

aft taper angle 32◦

表 2 螺旋桨主参数

Table 2 Parameters of propellers

Parameters
Forward

propeller
Aft propeller

diameter/mm 240 203.636

no. of blade 4 5

(P/D)0.7R 1.162 2 1.302 7

section type
NACA66mod

a = 0.8

NACA66mod

a = 0.8

rotation left hand right hand

图 2 吊舱示意图

Fig. 2 The diagram of pod

定义 KTF，KTA，KTU，KQF和 KQA如式 (30)所示.

KTF是前桨推力系数；KTA 是后桨推力系数；KTU 是

吊舱推进器的整体推力系数; KQF是前桨扭矩系数；
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KQA是后桨扭矩系数.

J =
V

nFDF

KTF =
TF

ρn2
FD4

F

, KQF =
QF

ρn2
FD5

F

KTA =
TA

ρn2
AD4

A

, KQA =
QA

ρn2
AD5

A

KTU =
TU

ρn2
AD4

A

=
TA + Tpod

ρn2
AD4

A



(30)

其中，ρ是流体密度；TF 是前桨轴向推力；QF 是前

桨扭矩；TA 后桨轴向推力；Tpod吊舱轴向推力；QA

后桨扭矩；V 是来流速度；nF 是前桨转速；DF 是前

桨直径；nA是后桨转速；DA 是后桨直径. 计算结果

及与试验值的对比如图 3和图 4所示. 计算中前桨

及桨毂的网格数目为 928，后桨及桨毂的网格数目为

694，吊舱上网格数目为 1 065，整个混合式CRP总的

网格数目为 2 687.

图 3 前桨敞水性能

Fig. 3 Open water performance of forward propeller

图 4 吊舱推进系统敞水性能

Fig. 4 Open water performance of podded propulsion

图 3 和图 4 中，iterative method表示迭代面元

法计算结果，integral method表示整体面元法计算结

果，experimental data表示试验值.通过图 3和图 4看

出，整体面元法和迭代面元法的数值结果与试验值

相比均有较好的一致性，在设计点 J = 0.781处，

相对误差均控制在 5% 以内. 对于前桨的推力、扭

矩系数，整体定常面元法的计算精度要优于迭代面

元法，计算精度基本控制在 2%以内.对于后桨的推

力、扭矩系数，迭代面元法与整体面元法的计算精度

相当.因此从工程应用的角度，迭代面元法与整体面

元法均能满足计算精度的需要. 研究中还对两种面

元法的计算耗时进行了对比，两种方法的计算网格

完全相同，计算所用的计算机也完全相同 (4核 Intel

Core i5-4440 CPU @ 3.10GHz)，计算耗时对比如表 3

所示.

表 3 面元法计算时间对比

Table 3 Comparison of calculation time of surface panel

methods

Method
Grid

number

Calculation

time/min

iterative method 2 687 26.5

integral method 2 687 16.8

根据表 3的计算耗时对比以及图 3和图 4计算

结果的对比可以知道，在保证相同计算精度的条件

下，整体面元法的计算时间要比迭代面元法的计算

时间少.一般而言，推进器的设计会结合数值算法进

行优化，这中间的计算过程需要进行大量的迭代处

理，而本文建立的混合式 CRP的整体计算面元法省

去了面元法中的迭代，这对于混合式 CRP的性能分

析和设计具有较大意义.同时，根据混合式CRP整体

面元法计算公式的推导可以知道，本文所建立的整

体面元法可推广到其他多构件组成的组合推进器，

但在应用的过程中需要对相关影响系数进行修正.

3 误差分析

基于势流理论的面元法在求解升力体问题时，

将下泄的非势流区当作无厚度的势流区边界，这是

面元法的理论缺陷，然而大量的螺旋桨计算结果表

明 [18-21]，这一理论缺陷，可以通过建立合适的尾涡

模型进行消除，从而使得数值结果与试验值有较好

的一致性. 本文所建立的定常整体面元法计算结果

误差，同样受到尾涡模型的影响.另外，在定常整体

面元法的推导过程中还作了以下近似处理，这里对

这些近似处理的合理性作出说明.
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第 1项近似处理是：式 (13)、式 (18)的处理中，

认为对于不同的 k1(或 k2),影响系数项是相等的. 以

式 (12)为例，认为 E1
il ≈ E2

il ≈ E3
il ≈ E4

il ≈ E5
il . 这里

并不从理论公式上推导其误差，只给出数值结果的

对比，以前桨对后桨影响系数 Ek1
i j 和后桨对前桨影

响系数 Ek2
il 为例，通过数值结果的对比进行说明. Ek2

il

值的对比如图 5和图 6所示，以 l取为 100和 500，i

取为 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350, 400, 450, 500, 550

和 600为例. Ek1
i j 值的对比如图 7和图 8所示，以 j取

为 200和 600，i 取为 1 000, 1 050, 1 100 , 1 150, 1 200,

1 250, 1 300, 1 350, 1 400, 1 450, 1 500和 1 550为例 (根

据本文计算中网格的划分可以知道，i < 929表示前

桨上的面元，i > 928且 < 1 622表示后桨上的面元).

从图 5 ∼图 8可以看出，影响系数 Ek2
il 及 Ek1

i j 数

值的量级为 10−4，而不同 k2 值，Ek2
il 的差别大部分

在 1%以内，个别较大点的差值会达到 7%，Ek1
i j 的计

算结果也具有类似规律.研究中，对其他面元的影响

系数以及前后桨与吊舱之间的影响系数也进行了计

图 5 l 取 100时影响系数对比

Fig. 5 The comparison of influence coefficient whenl is 100

图 6 l 取 500时影响系数对比

Fig. 6 The comparison of influence coefficient whenl is 500

图 7 j 取 200时影响系数对比

Fig. 7 The comparison of influence coefficient whenj is 200

图 8 j 取 600时影响系数对比

Fig. 8 The comparison of influence coefficient whenj is 600

算，得到数值结果的差别与本文中展示的数值结果

差别类似. 因此，可以认为式 (13)及式 (18)的处理

所造成的数值误差是合理的.

第 2项近似处理是：选取的求解角度间隔问题.

选取一定的角度间隔表示忽略了角度间隔之间的螺

旋桨受力的脉动值.根据文献 [11-12，23]的结果可以

知道，就本文所选取的角度间隔，螺旋桨或吊舱的受

力脉动值在 1%以内，因此从工程计算的角度考虑，

这一处理也是合理的.另外，求解角度可以选取更小

值，但会增加影响系数的计算时间.

第 3项近似处理是：以诱导速度势的平均来等

效替代螺旋桨受力的平均. 由于螺旋桨受力由伯努

利方程通过速度平方项求得，即是通过诱导速度势

偏导数的平方求得. 因此这一平均处理可以简单用

下式来描述
n∑

i=1

φ2
i

n
≈

n∑

i=1

(φi

n

)2
(31)

其中，n表示个数.尽管 φi 的取值不相同，但他们是

同一量级的，从工程应用和数值计算的角度，可以认
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为这一近似处理是合理的.

综合以上的误差分析可以知道，本文提出的定

常整体面元法计算公式所得到的数值结果是合理可

信的.

4 总 结

本文首先建立了混合式 CRP的迭代面元法，随

后分析混合式 CRP的几何特点及桨叶和吊舱上奇点

强度的变化特性，提出了将混合式 CRP作为整体进

行定常面元法求解的可行方法，建立了整体求解面

元法的控制方程，编译完成计算程序.运用整体面元

法和迭代面元法对一混合式 CRP的敞水性能进行了

分析，数值结果表明：与试验值相比，整体面元法与

迭代面元法的敞水性能计算值在设计点的相对误差

均在 5%以内，计算精度能够满足工程应用的需要，

同时，整体面元法比迭代面元法的计算时间要少且

不需要迭代处理，这为混合式 CRP的优化设计提供

了高效可靠地数值手段，也为其他多对象组合式推

进器的计算分析提供思路.
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