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动力学与控制

ANCF 索梁单元应变耦合问题与模型解耦
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摘要 索梁结构在土木工程、航空航天等领域有着广泛的应用. 在各类索梁动力学建模方法中，由于绝对节点

坐标方法 (absolute nodal coordinate formulation，ANCF)能够描述柔性体的大变形和大转动问题，因此非常适合

大变形索梁结构的动力学建模.对绝对节点坐标索梁单元的应变进行分析可知，弯曲变形会引起单元内部轴向

应变的不均匀分布，即单元轴向应变与弯曲应变相互耦合.这种应变耦合效应使单元产生伪应变能，导致单元

刚度增大，造成单元失真.分析不同弯曲角下的单元应变及应变能可知，弯曲变形越大，单元失真越严重.通过

构造等效一维杆单元重新描述轴向应变，实现了轴向应变与弯曲应变解耦.在此基础上推导广义弹性力，得到

了绝对节点坐标索梁单元的应变解耦模型. 对解耦前后的两种梁模型进行静力学和动力学仿真，结果表明：解

耦模型消除了单元伪应变，相比原模型表现出更好的收敛性和曲率连续性，在相同单元数目下具有更高的精度.

同时由于解耦模型降低了单元刚度，因此相比原模型，速度曲线中不再有高频振动.
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THE STRAIN COUPLING PROBLEM AND MODEL DECOUPLING OF ANCF
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Abstract The cable/beam structure has already been widely applied in civil engineering, aerospace engineering, etc.

Among various dynamic modeling methods of cable/beam, the Absolute Nodal Coordinate Formulation (ANCF) is very

suitable for the modeling of large deformed cable/beam to describe the large deformation and rotation of flexible bodies.

According to the strain analysis of ANCF cable/beam element, the bending deformation will cause uneven distribution of

axial strain within the element, which means axial and bending strains are coupled with each other. The strain coupling

effect brings unrealistic strain energy to the element, resulting in an increased stiffness and element distortion. It is known

from the analysis of strain and strain energy at various bending angles that the larger the bending deformation is, the

more serious the distortion is. The axial and bending strains are decoupled by redescribing axial strain based on a new

constructed equivalent 1D rod element. Then the generalized elastic force is deduced and the strain-decoupled model of

ANCF cable/beam element is obtained. The statics and dynamics simulations of two beam models are conducted and the

2016–05–13收稿，2016–08–24录用, 2016–08–31网络版发表.

1)国家重点基础研究发展计划 (973计划)(2013CB733004)和微小型航天器技术国防重点学科实验室开放基金 (HIT.KLOF.MST.201508)

资助项目.

2)赵阳，教授，主要研究方向：复杂航天器系统动力学. E-mail：yangzhao@hit.edu.cn

引用格式：张越，赵阳，谭春林，刘永健. ANCF索梁单元应变耦合问题与模型解耦.力学学报, 2016, 48(6): 1406-1415

Zhang Yue, Zhao Yang, Tan Chunlin, Liu Yongjian. The strain coupling problem and model decoupling of ANCF cable/beam element.

Chinese Journal of Theoretical and Applied Mechanics, 2016, 48(6): 1406-1415



第 6 期 张 越等：ANCF索梁单元应变耦合问题与模型解耦 1407

results indicate that the unrealistic strain is eliminated by the decoupled model, and compared with the original model, the

decoupled model shows better convergence and curvature continuity and more accurate under same number of elements.

Meanwhile, as the stiffness is reduced by the decoupled model, there is no high frequency vibration in the velocity curve

any more by compared with the original model.

Key words absolute nodal coordinate, cable, beam, strain coupling, curvature continuity

引 言

索梁结构在土木工程、航空航天等领域有着广

泛的应用，其结构参数设计、系统任务分析等均依赖

于精确的索梁动力学模型.对于大变形索梁结构，基

于小变形、小转动的传统建模方法已不再适用 [1-2].

为此，Shabana[3-4] 提出了适用于大变形柔性体动力

学分析的绝对节点坐标方法 (absolute nodal coordinate

formulation，ANCF)，并在文献 [5]中给出了绝对节点

方法的明确定义.该方法通过单元节点绝对位置和物

质导数描述柔性体运动和变形，无小变形假设，适合

于大变形索梁的动力学建模，同时也能够作为其他

大变形索梁动力学模型的验证依据 [6-7].

在绝对节点坐标索梁单元建模方面，Shabana

等 [8] 提出了考虑剪切和扭转的三维梁单元建模理

论，并通过数值仿真对二节点和四节点梁单元模型

进行了验证 [9] . Gerstmayr等 [10] 提出了一种适用

于细长索梁的梯度缺省梁单元，该单元基于 Euler-

Bernoulli梁假设，通过梁中心轴线描述位移场，数

值仿真结果表明该单元具有很好的收敛性和较高的

计算效率.朱大鹏等 [11] 在 Dombrowski[12] 的研究基

础上提出大变形索梁单元，并给出多种数值和工程

应用算例. Liu 等 [13] 利用 Green-Lagrange应变张

量推导曲梁单元应变能，得到了空间曲梁单元模型.

Dmitrochenko等 [14]集中给出了多种不同维度和节点

坐标数的梁单元模型，这些单元的位移场全部采用

多项式进行描述. 目前这些单元已广泛应用于滑轮

柔索 [15-18]、铁路接触网 [19-20]、柔性机械臂 [21] 等含

索梁系统的动力学建模与分析中.

上述 ANCF索梁单元的位移场均表示为关于物

质坐标的多项式参数函数. 文献 [22]对参数形式的

多项式空间曲线进行研究，得知空间曲线的弯曲程

度会影响参数点在曲线上的分布. 若单元位移场采

用此多项式描述，则意味着轴向应变与弯曲应变相

互耦合.事实上，单元的位移场与应变场均完全取决

于多项式系数 (单元广义坐标). 若单元不同的应变

分量存在相同的依赖项，就会导致不同应变分量相

互耦合，这种应变耦合效应会使单元在变形过程中

产生伪应力，从而导致模型失真，这也是造成 ANCF

梁单元闭锁问题 [23-25]的主要原因.针对 ANCF梁单

元的闭锁问题，研究者通常采用弹性力线性化 [23]、

选择降阶积分 [26-27]等方法来削弱闭锁效应的影响.

然而，这些方法并未直接解决梁单元的应变耦合问

题，为此本文以文献 [10]中的细长索梁单元为例，

对索梁单元的应变耦合效应进行分析，在此基础上

研究应变解耦方法，以提高单元性能.

细长索梁单元的轴向应变和弯曲应变都依赖于

位移场的全部多项式系数，因此两应变不独立，存在

相互耦合的问题.本文首先详细分析索梁单元应变耦

合机理和现象，并从能量角度分析应变耦合效应对

单元精度的影响. 其次研究索梁单元的应变解耦方

法，推导索梁单元的应变解耦模型.最后通过静力学

和动力学数值仿真，对解耦前后两种梁模型的收敛

性、应变连续性以及动态特性进行深入分析，以验证

解耦方法的有效性.

1 ANCF索梁单元应变耦合分析

1.1 ANCF索梁单元模型

本节给出三维二节点索梁单元模型 (如图 1)，

该单元适用于细长索和梁的动力学建模. 为方便叙

述，后文将该索梁单元简称为梁单元.

图 1 ANCF梁单元模型

Fig. 1 Model of ANCF beam element
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梁中心轴线上任意点的位置坐标可表示为关于

物质坐标 x的三次多项式

r =



rX

rY

rZ


=



a0 + a1x + a2x2 + a3x3

b0 + b1x + b2x2 + b3x3

c0 + c1x + c2x2 + c3x3


(1)

上式为梁单元的位移场函数，可通过对单元节点坐

标的三次 Hermite插值得到

r(x, t) = S(x)q(t) (2)

其中 q(t)和 S(x)分别为插值节点和插值函数，即单

元节点坐标和形函数.对于给定单元，其位形仅取决

于单元节点坐标. 单元节点坐标由节点位置及其对

物质坐标的导数组成，对于长度为 L 的梁单元，其

节点坐标可表示为

q =
[

qT
1 qT

2

]T
=

[
rT(0) rT

x(0) rT(L) rT
x(L)

]T
(3)

单元形函数表达如下

S(x) =
[
S1(x)I 3 S2(x)I 3 S3(x)I 3 S4(x)I 3

]

S1(x) = 1− 3ξ2 + 2ξ3 , S2(x) = L(ξ − 2ξ2 + ξ3)

S3(x) = 3ξ2 − 2ξ3 , S4(x) = L(−ξ2 + ξ3)


(4)

其中，ξ = x/L，I 3为三阶单位矩阵.

由单元的位移场函数可知，该单元考虑了轴向

和弯曲变形，通过轴向应变 ε和曲率 κ 可描述梁的

变形程度，具体表达式如下 [10]

ε =
1
2

(
rT

x rx − 1
)

(5)

κ =
|rx × rxx|
|rx|3

(6)

基于 Euler--Bernoulli梁理论，该梁单元的应变能

为

U = U1 + U2 =
1
2

∫ L

0
EAε2dx +

1
2

∫ L

0
EJκ2dx (7)

其中，U1和U2分别表示轴向应变能和弯曲应变能，

E为弹性模量，A和 J分别为截面积和截面惯性矩.

将式 (7)对广义坐标求偏导数，可得单元的广义弹性

力为

Q = Q1 + Q2 =

∫ L

0
EAε

(
∂ε

∂q

)T

dx +

∫ L

0
EJκ

(
∂κ

∂q

)T

dx

(8)

1.2 应变耦合分析

ANCF梁单元的位移场函数可通过对节点坐标

进行三次 Hermite插值得到，式 (5)中轴向应变和式

(6)中曲率均完全取决于 12个节点坐标分量的值，因

此梁单元轴向应变与弯曲应变相互耦合.本文通过分

析不同弯曲程度下单元的轴向应变，说明 ANCF梁

单元的应变耦合效应及其对单元精度的影响. 在进

行耦合分析前，定义如下变量：

定义梁单元整体轴向应变为

εL =

∫ L

0
|rx|dx/L − 1 (9)

其中

∫ L

0
|rx|dx为梁单元变形后长度，因此 εL 能够

反映单元长度的变化.

定义单元弯曲角为

θ = arcos
rx (0)T rx (L)
|rx (0)| · |rx (L)| (10)

由上式可知，单元弯曲角为单元两端节点处切

线方向的夹角，能够反映单元弯曲变形程度.

对长度为 L = 1 m的梁单元进行分析，令节点处

的轴向应变为 0 (|rx(0)| = |rx(L)| = 1)，且变形后单元

长度不变 (εL = 0). 在 0◦∼180◦ 之间均匀选取 7组不

同的弯曲角，得到不同弯曲角下单元位形曲线和轴

向应变曲线，如图 2和图 3所示.

当单元不发生弯曲变形时，单元上任意点的轴

向应变为 0.但当单元发生弯曲变形时，单元内部产

生了分布不均的轴向应变，且随着弯曲角的增大而

增大，当弯曲角为 180◦时，轴向应变峰值达到 0.13.

图 2 位形曲线

Fig. 2 Configuration curves
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图 3 轴向应变曲线

Fig. 3 Axial strain curves

由图 3可知，单元总长度不变，但单元中间部分伸

长，而两端部分受到压缩，单元内部会产生一定的

轴向应变能，这种应变能并非由外界载荷引起，而

是由弯曲变形诱发产生的伪应变能 (如图 4)，会降低

模型的精确性.

图 4 应变耦合示意图

Fig. 4 Diagram of strain coupling

下面分析应变耦合效应对单元应变能的影响.以

半径 0.02 m，长度 1 m，弹性模量为 2×107 Pa的圆截

面梁单元为例，分析应变能随弯曲角的变化情况，

如图 5所示.

图 5 不同弯曲角下的应变能

Fig. 5 Strain energy in different bending angles

为了更清晰地体现轴向应变能和弯曲应变能的

变化，图中对弯曲角小于 120◦的部分进行了放大.随

着弯曲角的增大，轴向应变能和弯曲应变能均不断

增大.其中弯曲应变能变化较为均匀，而轴向应变能

的增速越来越快，在弯曲角小于 120◦时轴向应变能

小于弯曲应变能，而当弯曲角达到 180◦ 时，轴向应

变能已远大于弯曲应变能.

表 1给出了不同弯曲程度下单元应变能的具体

值. U1/U2 为轴向应变能占弯曲应变能的百分比，

其值随着弯曲变形程度增大而迅速增大. 弯曲变形

引起的伪轴向应变能会使单元产生刚化. 例如对

于图 2 中的纯弯曲梁，理论上其应变能应为 U =
1
2

∫ L

0
EJκ2dx =

1
2

qTKtq，而对于实际的 ANCF 梁

单元，由于引入了伪轴向应变能，此时其应变能为

U =
1
2

∫ L

0
EJκ2dx +

1
2

∫ L

0
EAε2dx =

1
2

qTKq，伪应变

能的存在使得 ANCF 梁单元的刚度 K 大于理论值

Kt，从而引起单元刚化.单元弯曲变形越大，刚化效

应越显著，单元失真越严重.

表 1 应变能数据分析

Table 1 Analysis of strain energy data

Bending

angle/(◦)
Axial strain

energy/J

Bending strain

energy/J

U1 · U−1
2 /

%

0 0 0 —

30 6.22×10−5 0.345 0.018

60 0.018 1.381 1.283

90 0.426 3.132 13.613

120 3.985 5.708 69.823

150 21.797 9.44 230.907

180 83.688 15.052 555.998

ANCF梁单元常用于空间飞网 [28-29]、空间机械

臂末端捕获绳索 [30]、绳系卫星 [31] 等含柔索系统的

动力学分析中.对于这些弯曲刚度小、变形大的柔索

结构，应变耦合效应引起的伪轴向应变能占总应变

能的比重更大，因此对模型精度有更大的影响.

2 梁单元的应变解耦模型

上一节从能量的角度分析了应变耦合效应对单

元精度的影响，得知应变耦合效应会使单元刚化，这

种刚化现象对大变形索梁模型精度的影响是不可忽

视的.通常可通过加密网格削弱耦合效应的影响，但

这也势必会降低动力学仿真计算效率，且没有从根

本上解决应变耦合问题.
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2.1 应变解耦

ANCF梁单元的应变耦合效应主要体现在受弯

曲变形的影响，单元会产生分布不均匀的轴向应变.

因此为了实现轴向应变与弯曲应变解耦，本文构造

了等效一维杆单元，利用该单元重新描述梁的轴向

应变，使单元轴向应变独立于弯曲应变.

新构造的一维杆单元是通过对梁单元进行等效

得到的，如图 6所示.该单元只存在轴向应变，无弯

曲应变，其节点坐标定义为

q∆ (t) =
[
r∆ (0) r∆

x (0) r∆ (L) r∆
x (L)

]T
(11)

式中，r∆(0)和 r∆(L)为单元两端节点位置坐标，r∆
x (0)

和 r∆
x (L) 为单元两端节点位置坐标对物质坐标的导

数，能够反映杆单元节点处的轴向应变.

图 6 等效一维杆单元

Fig. 6 Equivalent one-dimensional rod element

任意时刻，杆单元与梁单元有一一对应的关

系，且满足如下等效准则：

(1)杆单元原长及变形后长度均与梁单元相同.

(2)杆单元两端节点处轴向应变与梁单元相同.

根据准则 (1)，有 r∆(L) − r∆(0) = L∆，其中 L∆ =∫ L

0
|rx|dx为梁单元变形后长度. r∆(0)和 r∆(L) 的具

体取值仅影响杆单元的空间位置，不影响其轴向应

变大小，因此令 r∆(0) = 0，则 r∆(L) = L∆. 根据准则

(2)，有 r∆
x (0) = |rx(0)|，r∆

x (L) = |rx(L)|，此时杆单元和
梁单元在节点处具有大小相同的轴向应变. 根据以

上分析，杆单元节点坐标最终可表示为

q∆ (t) =

[
0 |rx (0)|

∫ L

0
|rx|dx |rx (L)|

]T

(12)

杆单元的位移场维度为 1，仍可表达为形函数与

广义坐标乘积的形式

r∆(x, t) = S∆(x)q∆(t) (13)

其中 S∆ (x) = [S1 (x) S2 (x) S3 (x) S4 (x)]为杆单元的

形函数矩阵.

根据新构造的一维杆单元，重新定义单元的轴

向应变为

ε =
1
2

(
r∆2

x − 1
)

=
1
2

(
qT

∆S∆TS∆q∆ − 1
)

(14)

由上式可知，重新定义的轴向应变只与梁单元

长度和节点处的物质导数大小有关，与梁单元弯曲

程度无关，具体可通过图 2中 7组不同弯曲程度的

梁单元加以验证. 由于图中梁单元变形后长度保持

不变 (εL = 0)，且节点处的轴向应变为 0 (|rx(0)| =

|rx(L)| = 1)，因此这 7组梁对应的等效杆单元节点坐

标均为 q∆(t) = [0 1 L 1]T，将其代入式 (14)中计算

可得 7组轴向应变均为 0，由此可知重新定义后的轴

向应变独立于弯曲应变，单元应变实现解耦.

2.2 广义弹性力计算

根据式 (8)，并结合式 (2)和式 (5)可得原模型的

轴向广义弹性力为

Q1 =

∫ L

0
EAε

(
∂ε

∂q

)T

dx =

1
2

EA
∫ L

0

(
qTST

xSxq− 1
) (

ST
xSxq

)
dx (15)

单元应变解耦后，轴向广义弹性力发生改变，

需要重新进行计算以消除伪应力对模型精度的影响.

需要注意的是，式中的

(
∂ε

∂q

)T

为轴向应变对梁单元

节点坐标的偏导数，而非对新构造的一维杆单元节

点坐标的偏导数，由式 (13)和式 (14)可得解耦模型

的轴向广义弹性力为

Q∆
1 =

∫ L

0
EAε

(
∂ε

∂q

)T

dx =

1
2

EA
∫ L

0

(
r∆2

x − 1
)
r∆

x

(
∂r∆

x

∂q

)T

dx =

1
2

EA
∫ L

0

(
qT

∆S∆TS∆q∆ − 1
) (

S∆
x q∆

) (∂q∆

∂Q

)T

S∆T
x dx

(16)

其中
∂q∆

∂q
为杆单元节点坐标对梁单元节点坐标的偏

导数，为 4× 12维矩阵.根据式 (3)和式 (12)，有

∂q∆

∂q
=



01×12

rx(0)T

|rx(0)| · Sx(0)

∫ 1

0

rT
x

|rx|Sxdx

rx(L)T

|rx(L)| · Sx(L)



=



A

B

C

D



(17)



第 6 期 张 越等：ANCF索梁单元应变耦合问题与模型解耦 1411

上式中各分量可表达如下

A = 01×12 , B = [01×3 rx (0)T / |rx (0)| 01×6]

C =

∫ 1

0

rT
x

|rx|Sxdx , D =
[
01×9 rx (L)T / |rx (L)| ]


(18)

新构造的一维杆单元只用于重新定义轴向应

变，不直接参与动力学计算. 也就是说，解耦模型

仍以原 ANCF模型为基础，单元广义坐标、质量矩

阵、弯曲应变及其对应的广义弹性力均沿用原 ANCF

模型，只有轴向应变及其对应的广义弹性力发生改

变，分别采用式 (14)和式 (16)进行计算.

3 算例分析

本节通过大变形柔性梁的静力学和动力学仿真

分析，对本文提出的解耦梁模型进行验证.

3.1 静力学分析

柔性梁一端固定，另一端自由，分析其重力下的

静平衡状态.具体参数如表 2所示.

表 2 柔性梁参数

Table 2 Parameters of flexible beam

Parameters Value

length/m 3

sectional area/m2 7.854×10−5

second moment of area/m4 4.909×10−10

elastic modulus/GPa 20

density/(kg·m−3) 7 200

分别采用耦合梁单元 (原 ANCF梁单元)和解耦

梁单元进行建模，给出两种模型的静力平衡位形曲

线，如图 7所示.为了更加清晰地区分不同的位形曲

线，将末端区域进行了局部放大.随着单元数目的增

加，耦合梁的弯曲程度增大，位形曲线逐渐收敛，相

邻位形曲线偏差越来越小，当单元数达到 18时已具

有很高精度.这是由于随着单元数目的增加，单元弯

曲角减小，应变耦合引起的单元刚化效应减弱，导

致梁的弯曲程度增大且逐渐收敛. 对比解耦梁与耦

合梁的位形曲线可知，3单元解耦梁位形曲线介于 6

和 9单元耦合梁之间，6单元解耦梁位形曲线介于

15和 18单元耦合梁之间，因此解耦梁模型的精度远

大于同等单元数目的耦合梁模型，具有更好的收敛

性.

图 7 柔性梁平衡位形

Fig. 7 Equilibrium configurations of flexible beam

图 8 给出了不同弹性模量下柔性梁的位形曲

线，将 6单元解耦梁和不同单元数的耦合梁进行了

对比.在相同单元数下，解耦模型的精度明显高于耦

合模型，随着单元数目增加，耦合梁的位形曲线逐渐

接近解耦梁，当单元数达到 12时，耦合梁与 6单元

解耦梁位形曲线接近，此时两者有着相近的计算精

度.

(a) E = 4 GPa

(b) E = 2 GPa

图 8 不同弹性模量下柔性梁位形

Fig. 8 Configurations of flexible beam with different elastic modulus
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(c) E = 1 GPa

图 8 不同弹性模量下柔性梁位形 (续)

Fig. 8 Configurations of flexible beam with different elastic modulus

(continued)

另外，对比不同弹性模量下的梁位形曲线可

知，弹性模量越小，耦合梁的精度越差，相同单元数

下与解耦梁末端点位置相对误差分别为 10.2% (E =

4 GPa)，22.4% (E = 2 GPa)，38.5% (E = 1 GPa).

梁的静平衡位形随单元数目增多逐渐收敛，其

收敛性可通过静平衡势能进行分析. 柔性梁的静平

衡势能等于应变能和重力势能之和，其中水平位置

(y = 0)为零势能位置.图 9比较了耦合梁模型与解耦

梁模型的静平衡势能收敛性曲线. 通过势能的变化

趋势可知，解耦梁势能的收敛性明显好于传统耦合

梁. 3单元解耦梁的静平衡势能为 −11.41 J，接近于

9单元耦合梁的静平衡势能；而当解耦梁单元数目

增大到 6时，即已达到 18单元耦合梁的静平衡势能

(−11.47 J)，进一步说明了为何在相同单元数目下，解

耦梁模型具有更高的位形精度 (如图 7).

对比图 9和图 10可知，轴向应变能占总应变能

图 9 静平衡势能收敛性曲线

Fig. 9 Convergence curves of static equilibrium energy

的比重与静平衡势能有着相似的变化趋势，说明解

耦模型与耦合模型收敛性的差异主要由轴向应变能

引起.解耦梁的轴向应变能占比接近于零，几乎不随

单元数目发生变化，而耦合梁的轴向应变能占比在

单元数目较少时非常大，这种伪轴向应变能使单元

刚化，是导致单元精度低、收敛性差的主要因素，而

解耦模型消除了这种伪应变能，因此具有更高的精

度.

图 10 轴向应变能占总应变能比重

Fig. 10 Proportion of axial strain energy in total strain energy

上述接近纯弯的耦合梁的轴向应变能主要是伪

应变能，若柔性梁受拉力和弯矩共同作用，耦合梁

的轴向应变能则包含拉力引起的应变能和应变耦合

效应引起的伪应变能，解耦模型则无伪应变能.因此

无论是在纯弯还是在受拉力和弯矩共同作用的情况

下，解耦梁轴向应变能占总应变能比重都更小，且

具有更好的收敛性. 只是在纯弯的情况下该值接近

于零，而在受拉力时，该值会随着拉力增大而逐渐

增大.

图 11和图 12对比了两种模型的轴向应变与曲

率分布.由图 11可知，耦合梁的轴向应变呈现波动

式分布，且波动峰值随着弯曲变形的减小而减小 (如

图 11).相比于 6单元耦合梁模型，18单元耦合梁的

轴向应变峰值更小、衰减更快，但仍大于解耦梁的

轴向应变. 正是由于这种轴向应变的波动式分布，

使得梁的静平衡势能无法随单元数目增加而快速收

敛. 由图 12可知，耦合梁节点处的曲率存在明显的

跳变，且跳变量随曲率的增大而增大.对比不同单元

数目的耦合梁曲率可知，随着单元数目增多，曲率跳

变量明显减小，曲率连续性更好.此外，相比于耦合

梁，解耦梁的曲率具有更好的连续性，6单元解耦梁

的曲率跳变量与 18单元耦合梁的曲率跳变量相近，

且不连续点更少，因此解耦模型能够提高节点处应
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图 11 轴向应变对比

Fig. 11 Comparison of axial strain

图 12 曲率对比

Fig. 12 Comparison of curvature

变的连续性.

上述算例是几乎只受纯弯作用的悬臂梁，下面

考虑拉力和弯矩共同作用的情况. 柔性梁一端固

定，另一端施加拉力 F = 300 N和弯矩 M = 30 Nm，

另外在柔性梁上施加 P = 200 N/m的分布载荷，如图

13所示.

图 13 拉力和弯矩作用下的柔性梁位形

Fig. 13 Configurations of flexible beam under tension and

bending moment

将 6单元解耦模型与不同单元数的耦合模型进

行对比可知，在相同单元数下，耦合梁弯曲程度小于

解耦梁，随着单元数目增加，耦合梁位形逐渐接近解

耦梁，在单元数达到 12时，耦合梁与 6单元解耦梁

位形曲线几乎重合.因此 6单元解耦梁与 12单元耦

合梁的计算精度相近，远大于 6单元耦合梁的精度.

该算例说明，除了在纯弯情况下，解耦模型在拉力和

弯矩共同作用的情况下仍然适用.

3.2 动力学分析

本节进行柔性梁动力学分析，梁的具体参数如

表 2所示.柔性梁一端固定，从水平位置以零初始速

度自由下落，分别采用耦合梁模型和解耦梁模型进

行动力学仿真. 图 14和图 15给出了 3单元梁末端

点在水平方向上的位移和速度曲线.由图 14可知，

0.9 s前两种模型末端点位移曲线接近，1 s左右耦合

梁的末端点位移首先达到峰值，而解耦梁末端点继

续向 x负方向运动一段距离后达到峰值 (1.2 s)，最大

位移相差 0.7 m，峰值过后解耦梁末端点的运动明显

图 14 末端点位移 (3单元)

Fig. 14 Displacement of endpoint (3 elements)

图 15 末端点速度 (3单元)

Fig. 15 Velocity of endpoint (3 elements)
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滞后 (运动周期更长).由图 15可知，相比于解耦梁，

耦合梁的末端速度存在明显的高频振动，这是由应

变耦合引起的单元刚化效应造成的；而解耦模型消

除了应变耦合效应，因此速度曲线中不存在高频振

动.

图 16和图 17为 6和 30单元模型仿真结果.相

比于 3单元模型，耦合梁和解耦梁末端点位移和速

度曲线更为接近，其中 30单元耦合梁和 6单元解耦

梁的位移和速度曲线几乎完全重合.耦合梁末端点速

度不再有高频振动 (如图 17)，可知随着单元数量增

加，应变耦合引起的刚化效应减弱.相比于 6单元耦

合梁，30单元耦合梁和 6单元解耦梁一样，其末端

点速度曲线在 1.5 s后出现了一定波动，这是由于单

元数增多后，应变耦合效应减弱，模型刚度减小，使

得柔性梁摆动过程中的波动效应更加明显.

图 16 末端点位移 (6和 30单元)

Fig.16 Displacement of endpoint (6 and 30 elements)

图 17 末端点速度 (6和 30单元)

Fig. 17 Velocity of endpoint (6 and 30 elements)

综上，单元应变解耦后，梁的运动范围增大，运

动周期延长，消除了应变耦合效应引起的高频速度

振动，在相同单元数目下具有更高的精度.

4 结 论

本文对 ANCF索梁单元的应变耦合问题及模型

解耦方法进行研究，得到如下结论：

(1)梁单元轴向应变与弯曲应变相互耦合，单元

的弯曲变形会引起伪轴向应变，产生的伪应变能导

致单元刚度大于理论值，且单元弯曲变形越大，模型

失真越严重.

(2) 构造了等效一维杆单元，基于该单元重新

定义梁的轴向应变，实现了轴向应变与弯曲应变解

耦，在此基础上重新推导广义弹性力，得到了梁的应

变解耦模型.

(3)通过静力学和动力学仿真分析，对本文提出

的解耦梁模型进行了验证.仿真结果表明：解耦梁模

型消除了伪轴向应变，相比于原模型具有更好的收

敛性和曲率连续性，此外，解耦梁模型消除了原模型

中的高频速度振动，在相同单元数目下具有更高的

精度.
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