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动力学与控制

具有采样反馈的力控制系统稳定性
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摘要 基于计算机的数字采样控制对离散信号进行运算并向作动器提供控制输入,是当前的主流控制技术. 数

字采样控制系统是这样一类控制系统,其控制对象由微分方程 (组)描述,而控制律由离散采样信号给出.以采样

PD(proportional-derivative)反馈作用下的单自由度力控制系统为例,基于离散系统的稳定性分析方法,研究采样

控制律对控制系统稳定性的影响.为了突出采样反馈的作用，将系统取为无刚度、无阻尼的最简单形式.不同于

已有研究假设位移采样信号与速度采样信号相互同步,本文研究当位移采样信号与速度采样信号不同步时受控

系统的稳定性，发现位移采样信号与速度采样信号的采样周期不同组合对受控系统在增益平面上的稳定性区域

有重要影响.结果表明,对所关心的三种数字采样反馈控制律,当位移采样信号滞后于速度采样信号一个采样周

期时,受控系统具有最大的稳定性区域且对相同的增益值可以有最好的稳定效果.论文对这种现象进行分析,给

出了一种力学解释.
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Abstract Sampled-data control, or digital control, is a major control technology in modern engineering. Based on digital

computers, it provides actuators with control inputs in terms of discrete signals. A sampled-data control system is a

controlled time-continuous system under sampled-data control. The paper investigates the effects of sampled-data controls

on the system stability via an SDOF force control system under sampled PD (proportional-derivative) feedbacks, by means

of stability analysis for discrete systems. In order to highlight the role of the sampled-data controls, the uncontrolled

system is assumed to be fully free. Unlike in the previous studies where the sampled displacement signal and the sampled

velocity signal are synchronic, the study focuses on the system stability for the case when the sampled displacement signal

and the sampled velocity signal are not synchronic. A key observation is that when the controller uses the sampled velocity

signal as well as the sampled displacement signal delayed an additional sampling period, the controlled system admits a

largest stable region of the feedback gains and it decays fastest to the unique equilibrium, among the three sampled-data
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controllers. The paper gives a discussion of this phenomenon from the viewpoint of mechanics.

Key words digital control, sampled-data feedback, delayed feedback, stability

引 言

数字控制 (digital control/sampled-data control)基

于计算机完成采样、数字化和控制律计算,并以离散

信号方式向作动器提供控制输入. 随着计算机技术

与存储技术的飞速发展, 数字控制已成为当代控制

技术的主流,具有变更控制律方便、可靠性高、实时

性好、抗干扰能力强等特点,在各技术领域得到了广

泛应用 [1-8]. 对许多实际工程系统的控制,系统输出

是可以用于反馈控制设计的唯一测量信号,此时就需

要基于采样信号进行反馈控制设计 [9] . 数字采样控

制系统 (digital control systems/sampled-data control sys-

tems)是一类控制系统,其控制对象由微分方程 (组)

描述,而控制律由离散的采样信号给定.鉴于动力学

系统多由微分方程 (组) 来描述, 故其数字控制问题

可归结为对数字采样控制系统的研究.

数字采样控制系统是一类混杂动力系统, 既不

同于纯连续系统也不同于纯离散系统,目前还没有现

成的数学方法作为这类系统理论研究的一般有效工

具 [10]. 对这类系统进行分析与控制设计通常有如下

两种思路. 第一种是将系统微分方程 (组)转化为具

有时变时滞的连续型微分方程 (组)，其中的时滞是关

于时间的分段线性函数，然后采用 Lyapunov方法与

线性矩阵不等式方法完成分析与设计 [11-16]. 由于在

采样点处,该时变时滞不连续,更不光滑,在应用 Lya-

punov方法时需要注意 Lyapunov函数或 Lyapunov泛

函在采样点处的特点. 这种思路的好处是对采样时

间的限制很弱, 但由于其中的时滞是时变的不连续

函数,通常很难对受控系统作精细的分析与设计,所

得到的结论可能比较保守. 第二种思路是将系统方

程转化为离散形式的差分方程, 然后采用离散 Lya-

punov方法等完成分析与设计 [17-19]. 这种方法的有

效性需要一些限制性条件来保证.例如,采样过程应

该满足采样定理的条件, 即采样频率大于信号最高

频率的两倍, 而实际应用中采样频率往往高达信号

最高频率的 5∼10倍.离散化的数字采样控制系统方

程 (组) 是常系数差分方程 (组), 其稳定性可由相应

的特征方程根的分布来确定, 能够得到一些较为精

细的结论 [20-24].

在经典的数字采样控制技术中, 通常采用同一

时刻的位移采样信号与速度采样信号来构成反馈控

制律 [20-24].目前,先进的大容量高速存储介质与技术

能够将采样信号通过采样保持器保存更长时间. 因

此人们关心: 基于不同采样时刻的信号进行反馈,受

控系统会有什么不同的动力学特征? 例如, 不同形

式的采样控制律对受控系统的稳定性增益区域有什

么影响?对同样的反馈增益,在不同形式的采样控制

律作用下,受控系统的稳定性裕度有什么不同?本文

以单自由度系统动力学的数字采样 PD (proportional-

derivative)控制为例,目的是能够解析地分析不同数

字采样反馈对控制系统稳定性的影响.结果表明,不

同形式的数字采样信号反馈控制律可显著增大或减

小受控系统的稳定性区域, 且数字采样反馈控制与

经典反馈控制有明显不同的作用机理.另外,本文考

虑的未受控系统既无刚度，也无阻尼，目的是为了突

出数字采样反馈的作用.

1 经典采样 PD反馈受控系统及其稳定性

本节介绍在经典采样 PD反馈作用下单自由度

受控系统的稳定性分析 [20],并将其增益稳定性区域

与时间连续的时滞反馈系统稳定性区域作比较.

1.1 采样反馈受控系统及其稳定性

考察单自由度系统的运动微分方程

Mẍ(t) = q(t) (1)

其中 M 为系统质量, x(t)系统位移, q(t)是数字采样

PD控制器输出的控制力,即它是系统位移采样信号

和速度采样信号的线性反馈. 如果采样周期为 h,则

利用零阶采样保持器,采样时刻 t = tn := nh控制律

用前一采样时刻的位移和速度信号表示为

q(t) = −Px(tn−1) − Dẋ(tn−1) , tn 6 t < tn+1 (2)

其中 P,D为反馈增益, n = 1, 2, · · · . 在该采样周期
内,受控系统的动力学方程为如下时滞微分方程

Mẍ(t) = −Px(t − τn−1) − Dẋ(t − τn−1) , tn 6 t < tn+1

其中时变时滞 τn = t − nh是关于时间的分段线性周

期函数. 受控系统零解的稳定性可化为一个差分方

程零解的稳定性.
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为此,引入如下时间变换与参数

t̂ =
t
h
, x̂(t̂) = x(ht̂) , p =

Ph2

M
, d =

Dh
M

则受控系统的动力学方程可化为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(n− 1)− d
dx̂

dt̂
(n− 1) , n 6 t̂ < n + 1 (3)

在 t̂ = n时刻,系统位移 un = x̂(n)和速度 vn =
dx̂

dt̂
(n)

皆由测量获得. 根据方程 (3), 系统加速度为 an =

−pun−1 − dvn−1.对方程 (3)积分可得



d2x̂(t̂)
dt̂2

= an

dx̂(t̂)
dt̂

= vn + an(t̂ − n)

x̂(t̂) = un + vn(t̂ − n) +
an

2
(t̂ − n)2

当 t̂ = n + 1时,记

an+1 =
d2x̂

dt̂2
(n + 1) , vn+1 =

dx̂

dt̂
(n + 1) , un+1 = x̂(n + 1)

则有如下差分方程



an+1 = −pun − dvn

vn+1 = vn + an

un+1 = un + vn +
1
2

an

故系统动力学方程可表示为矩阵形式的差分方程



un+1

vn+1

an+1


=



1 1 1/2

0 1 1

−p −d 0





un

vn

an


(4)

其中 n = 0, 1, 2, · · · . 由此可以看出,这里用零阶采

样保持器提取反馈信号相当于用 Euler格式将微分

方程转化为差分方程来数值求解, 故采样周期必须

足够小, 才能保证采样控制系统的稳定性由差分方

程的稳定性来确定.

记差分方程 (4)中的非零系数矩阵为 A, I 为单

位矩阵,由 det(λI − A) = 0可得方程 (4)的特征方程

λ3 − 2λ2 +
(
1 +

p
2

+ d
)
λ +

p
2
− d = 0 (5)

记 A的 3个特征根分别为 λ1, λ2, λ3,且记

α = max{|λ1| , |λ2| , |λ3|}

则差分方程 (4)零解渐近稳定的充要条件是 0 < α <

1,它等价于 limk→∞ Ak = 0. α的值越小,差分方程 (4)

的零解受扰动后收敛到零解就越快.

为了研究三次方程根的分布,引入 Mobius变换

λ =
s+ 1
s− 1

⇔ s =
λ + 1
λ − 1

(6)

注意到,对单位圆上的 λ = eθi 有

Re

(
eθ i + 1
eθ i − 1

)
= 0 , Im

(
eθ i + 1
eθ i − 1

)
=
− sinθ

1− cosθ

其中 Re(z), Im(z)分别表示复数 z的实部与虚部.故

Mobius变换将单位圆 |λ| = 1映射为虚轴,单位圆的

圆心 λ = 0对应于左半平面上的点 s = −1. 从而该

变换将单位圆内部映射到复平面的左半平面. 利用

Mobius变换,特征方程 (5)化为

p s3 + 2(d − p)s2 + (4− 4d + p)s+ 4 + 2d = 0

差分方程 (4)的零解渐近稳定当且仅当此三次方程

的所有根都具有负实部,即<(s) < 0.

由 Routh--Hurwitz判别法可知, 在 p,d 为正数

的情况下, 关于 s的三次代数方程所有根均具有负

实部的充要条件是 d − p > 0, 4 + p − 4d > 0 且

2(d − p)(4 − 4d + p) − p(4 + 2d) > 0. 这里, 前两个

条件可进一步简化为 4(d− 1) < p < d,而第 3个条件

则等价于

0 < p < −3 + 2d +
√

9− 8d (7)

更进一步的分析可知,在 (p,d)-增益平面上,差分方

程 (4)零解的渐近稳定性区域由式 (7)所完全确定,

具有如图 1所示的形状.

图 1 差分方程 (4)的增益稳定性区域

Fig. 1 The stable region of Eq.(4) in (p,d)-plane
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1.2 与连续时滞反馈系统稳定性区域的比较

如果控制律是时间连续的时滞 PD反馈,即

q(t) = −Px(t − τ) − Dẋ(t − τ) (8)

则受控系统的运动微分方程为

Mẍ(t) = −Px(t − τ) − Dẋ(t − τ)

其中正数 P,D为反馈增益.和前面的情况类似,令

t̂ =
t
τ
, x̂(t̂) = x(τt̂) , p =

Pτ2

M
, d =

Dτ
M

则受控系统的运动微分方程化为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(t̂ − 1)− d
dx̂(t̂ − 1)

dt̂
(9)

由参数 p, d的定义可知, 此处的时滞 τ 和前面的采

样周期 h具有相同地位. 因此,为了比较连续与离散

控制律所对应的受控系统在增益平面中的稳定性区

域, 这里的时滞应该理解为一个采样周期. 此时, 时

滞微分方程 (9)的特征方程是 f (λ) = 0,其中特征函

数 f (λ)为

f (λ) = λ2 + pe−λ + dλe−λ

时滞微分方程 (9)零解渐近稳定的充要条件是特征

方程 f (λ) = 0的所有根都具有负实部.

近年来, 时滞系统稳定性及其分岔得到了广泛

研究 [25-28]. 为了确定控制系统在增益平面上的稳

定性区域, D 划分法是一种特别简单有效的研究方

法 [29-30].由临界稳定条件 f (iω) = 0可得

p = ω2 cosω , d = ω sinω

当 ω从 0增加到 +∞时,上述参数方程给出图 2所示

增益平面上的一条螺旋线, 并将该平面第一象限分

割为许多区域.当增益 (p,d) 在螺旋线上取值时, 受

控系统处于临界稳定状态.

为了确定时滞微分方程 (9) 在增益 (p,d) 取值

于哪些区域时是渐近稳定的, 可采用稳定性切换方

法 [27-30]. 以增益 p 为参数而另一个增益值固定为

d = 0的情形为例,研究特征根的实部随 p变化的变

化趋势.利用隐函数求导法则可求得

dλ
dp

=
e−λ

−2λ + (p− d)e−λ + dλe−λ

图 2 时滞微分方程 (9)的临界稳定曲线

Fig. 2 The critical stable curve of Eq.(9)

如图 2所示,在由 f (iω) = 0确定的临界稳定曲线与

p轴 (即 d = 0)的交点横坐标 p = p1, p2, · · · 处对应地
有 ω = ωi 分别满足 f (iωi) = 0 (i = 0, 1, 2, · · · ). 很明
显, 任意一个复数的实部与其倒数的实部具有相同

的正负号,故

sgn

(
Re

dλ
dp

)∣∣∣∣∣∣
(p,λ)=(pi ,±ωi i)

= sgn

(
Re

dp
dλ

)∣∣∣∣∣∣
(p,λ)=(pi ,±ωi i)

另外，直接计算有

sgn

(
Re

dp
dλ

)∣∣∣∣∣∣
(p,λ)=(pi ,±ωi i)

= sgn(pi) = 1

于是有

sgn

(
Re

dλ
dp

)∣∣∣∣∣∣
(p,λ)=(pi ,±ωi i)

= 1 > 0

因此, 当临界稳定曲线每次从下半平面跨越 p轴到

上半平面时, 在位于第一象限的右侧区域的增益取

值将使特征方程增加一对具有正实部的共轭特征值.

于是当且仅当增益在图 3中虚线与 d轴所围成的区

域 (图 2在原点附近且在第一象限的小区域的放大

图)时,时滞微分方程 (9)的零解是渐近稳定的.与图

1中的稳定性区域进行比较可以看出,采样反馈系统

的稳定性区域显著小于对应的连续时滞反馈系统的

稳定性区域, 即采样反馈系统比连续时滞反馈系统

容易失稳.其原因是,采样反馈对系统状态采样后至

少保持一个采样周期不变, 这导致计算控制律时的

可用信息减少,而控制器的实时跟踪性降低.
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图 3 采样反馈系统 (4)与连续时滞反馈系统 (8)的稳定性区域,

前者小于后者

Fig. 3 The stable regions of sampled-feedback system (4) and

continuous delayed-feedback system (8),

the former is smaller than the later

2 位移与速度采样信号不同步的 PD反馈

在经典的采样 PD反馈控制律中,位移采样信号

和速度采样信号是同步的. 本节探讨两者不同步时

采样反馈受控系统的稳定性.

2.1 位移采样信号滞后于速度采样信号

首先,考察如下采样反馈控制律

q(t) = −Px(tn−2) − Dẋ(tn−1) , tn 6 t < tn+1 (10)

即位移采样信号滞后速度采样信号一个采样周期,此

时受控系统的无量刚化动力学方程为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(n− 2)− d
dx̂

dt̂
(n− 1) , n 6 t̂ < n + 1 (11)

其中反馈增益 p,d如前所述, n = 2,3, · · · . 此采样控
制方程对应的差分方程是



un+1

vn+1

an+1


=



1 1 1/2

0 1 1

0 −d 0





un

vn

an


+



0

0

−pun−1



或记为


un+1

vn+1

an+1

un



=



1 1 1/2 0

0 1 1 0

0 −d 0 −p

1 0 0 0





un

vn

an

un−1



(12)

此方程的系数矩阵仍记为 A,则对应的特征方程是

det(λI − A) = 0

展开行列式即得特征方程

λ4 − 2λ3 + (1 + d)λ2 +
(
− d +

p
2

)
λ +

p
2

= 0 (13)

差分方程 (12)零解渐近稳定的充要条件是所有特征

根的模都小于 1.再次采用Mobius变换,将上述四次

多项式形式的特征方程化为

c4s4 + c3s3 + c2s2 + c1s+ c0 = 0

其中 c4 = p, c3 = 2d − 3p, c2 = −2d + 4 + 3p,

c1 = 8 − 2d − p, c0 = 4 + 2d. 由 Ruth-Hurwitz判别

法可知, 该四次方程的根的实部全小于零的充要条

件是 2d − 3p > 0, 8− 2d − p > 0且

c3c2 − c4c1 > 0 , c3c2c1 − c2
3c0 − c2

1c4 > 0

由前两个条件可简化为 0 < p < min{2d/3, 8− 4d}.由
于当 0 < d < 1时有 2d/3 < 8 − 4d,故 0 < p < 2d/3.

而 Routh-Hurwitz判别法中的后两个条件分别为

−4p2 + (−10+ 7d)p + 4d − 2d2 > 0

与

p3 − 2(d + 5)p2 + 4(6d − 5)p− 8d2 + 8d > 0 (14)

这两个条件可简化为一个条件,由式 (14)给出.因此,

在采样控制律 (10)作用下,受控统 (11)在增益平面

上的渐近稳定性区域是图 4中黑色粗线与 d轴所围

成的区域,它由条件 (14)与 p > 0确定.

由图 4可看出,受控系统 (11)的稳定性区域比

经典采样 PD反馈控制系统 (3)的稳定性区域明显要

大,故受控系统 (11)比受控系统 (3)在选取使受控系

统稳定的反馈增益时有更大的灵活性. 值得指出是,

受控系统 (3)的稳定性区域中有一个小区域 I不在受

控系统 (11)的稳定性区域中.也就是说,采样反馈控

制律 (10)未必总是增强受控系统的稳定性.

其次,考察如下数字采样 PD控制律

q(t) = −Px(tn−3) − Dẋ(tn−1) , tn 6 t < tn+1 (15)
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图 4 采样反馈系统 (3)、(11)和 (16)的增益稳定性区域,位移信号滞

后越长,稳定性区域越大

Fig. 4 The stable regions of sampled-feedback systems (3), (11) and

(16), the longer the sampled delay of the displacement signal is,

the larger the stable region is

即位移采样信号滞后速度采样信号两个采样周期,则

受控系统方程为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(n− 3)− d
dx̂

dt̂
(n− 1) , n 6 t̂ < n + 1 (16)

其中 n = 3,4,5, · · · .对应的差分方程可表示为


un+1

vn+1

an+1

un

un−1



=



1 1 1/2 0 0

0 1 1 0 0

0 −d 0 0 −p

1 0 0 0 0

0 0 0 1 0





un

vn

an

un−1

un−2



(17)

此时,对应的特征方程为

λ5 − 2λ4 + (1 + d) λ3 − dλ2 +
p
2
λ +

p
2

= 0 (18)

差分方程 (17)的零解是渐近稳定的当且仅当特征方

程 (18)的所有根的模都小于 1.图 4中虚线与 d轴所

围成的区域即为受控系统 (16)的稳定性区域,它比

受控系统 (11)的稳定性区域明显要大,但也存在两

个小区域 II, III, 对应的受控系统 (11)渐近稳定,而受

控系统 (16)不稳定.这表明,当位移采样信号滞后于

速度采样信号时, 采样反馈可增大受控系统的稳定

性区域面积.但在稳定性区域边界附近的小区域内,

当位移采样信号滞后于速度采样信号时, 受控系统

会由渐近稳定变为不稳定.

2.2 速度采样信号滞后于位移采样信号

先考察数字采样 PD控制律

q(t) = −Px(tn−1) − Dẋ(tn−2) , tn 6 t < tn+1 (19)

即速度采样信号滞后于位移采样信号一个采样周期,

则受控系统方程为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(n− 1)− d
dx̂

dt̂
(n− 2) , n 6 t̂ < n + 1 (20)

其中 n = 2,3,4, · · · .对应的差分方程为


un+1

vn+1

an+1


=



1 1 1/2

0 1 1

−p 0 0





un

vn

an


+



0

0

−dvn−1



或者



un+1

vn+1

an+1

vn



=



1 1 1/2 0

0 1 1 0

−p 0 0 −d

0 1 0 0





un

vn

an

vn−1



(21)

该差分方程的特征方程为

λ4 − 2λ3 +
(
1 +

p
2

)
λ2 +

(
d +

p
2

)
λ − d = 0 (22)

类似 2.1节的分析, 可得采样反馈受控系统 (20)在

增益平面上的稳定性区域, 它是图 5中黑色粗线与

d轴所围成的区域,显著小于黑色细线所确定的经典

采样 PD反馈受控系统 (3)的稳定性区域.与图 4所

反映的特征有所不同,此时受控系统 (20)的稳定性

区域完全包含在受控系统 (3)的稳定性区域中.

再考察数字采样 PD控制律

q(t) = −Px(tn−1) − Dẋ(tn−3) , tn 6 t < tn+1 (23)

即速度采样信号滞后于位移采样信号两个采样周期,

则受控系统方程可化为

d2x̂

dt̂2
(t̂) = −px̂(n− 1)− d

dx̂

dt̂
(n− 3) , n 6 t̂ < n + 1 (24)

其中 n = 3,4,5, · · · . 如前面的情况相同,其差分方程

既可以表示为两步差分方程, 也可以表示为维数更

高的单步差分方程.这里仅考虑后者,其形式是
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图 5 采样反馈系统 (3)、(20)和 (24)的增益稳定性区域;速度信号滞

后越大,稳定性区域越小

Fig. 5 The stable regions of sampled-feedback systems (3), (20) and

(24), the longer the sampled delay of the velocity signal is,

the smaller the stable region is



un+1

vn+1

an+1

vn

vn−1



=



1 1 1/2 0 0

0 1 1 0 0

−p 0 0 0 −d

0 1 0 0 0

0 0 0 1 0





un

vn

an

vn−1

vn−2



(25)

该差分方程的特征方程为

λ5 − 2λ4 +

(
1 +

p
2

)
λ3 +

p
2
λ2 + dλ − d = 0 (26)

差分方程 (25)的零解是渐近稳定的当且仅当特征方

程 (26)的所有根的模都小于 1. 此时,采样反馈受控

系统 (24)的稳定性区域为图 5中虚线与 d轴所围成

的区域,它小于受控系统 (20)的稳定性区域,更小于

受控系统 (3)的稳定性区域,且为完全包含关系.由此

可知,当速度采样信号与位移采样信号不同步时,速

度信号滞后将导致受控系统的稳定性区域减小; 且

滞后越大,对应的稳定性区域越小.

2.3 不同采样反馈的控制效果比较

由图 4与图 5可知, 采样反馈信号的滞后量对

受控系统的稳定性区域有重要影响. 增加位移反馈

的时滞量可扩大受控系统的稳定性区域. 虽然这种

稳定性区域的扩大不具有严格意义的包含关系, 但

仍可视时滞为有利因素; 而增加速度反馈信号的滞

后量会缩小受控系统的稳定性区域, 此时相对于采

样速度信号的采样位移信号时滞是不利因素. 从这

个角度看,在上述讨论过的 5种控制策略中,以位移

反馈信号滞后速度信号两个采样周期的控制为最佳.

但增大采样周期要求更强的数据存储能力, 从硬件

代价角度看未必值得. 因此,在实践中,或许采用控

制策略 (10)更为适宜, 其位移采样信号滞后于速度

采样信号一个周期, 采样控制律足够简单但对应控

制系统具有大的稳定性增益区域.

对于相同的反馈增益值, 还可直接计算出受控

系统 (3)(11)(20)各自的所有特征值或各自特征根的

模最大值 α.其中,控制律 (10)可具有最小的 α,从而

使相应的差分方程零解具有更好的稳定性, 受扰运

动可更快地收敛到平衡位置.

例如, 当 p = 0.05, d = 0.4 时, 对应于控制律

(2) (10) (19)的受控系统 (3)(11)(20)的特征值及其复

数模如表 1所示, 它们各自的最大模 α 满足不等式

0.715 6< 0.819 6< 0.946 4,从而反馈控制律 (10)的控

制效果最好.而当 p = 0.05,d = 0.5时,对应于控制律

(2) (10) (19)的受控系统 (3)(11)(20)的特征值及其复

数模如表 2所示, 它们各自的最大模 α 满足不等式

0.856 2< 0.881 0< 0.990 9.同样地,采样反馈控制律

(10)的控制效果最好.

表 1 当 p = 0.05,d = 0.4时,不同控制律作用下的

受控系统特征根

Table 1 The characteristic roots of the controlled system under

different control strategies whenp = 0.05,d = 0.4

Controlled system Characteristic roots Modulus

Eq.(3)
0.590 2± 0.330 5 i

0.819 6

0.676 4

0.819 6

Eq.(11)

0.097 4

0.500 0

0.701 3± 0.146 9i

0.097 4

0.500 0

0.716 5

Eq.(20)

−0.516 3

0.865 1

0.825 6± 0.462 6i

0.516 3

0.865 1

0.946 4

2.4 不同连续时滞反馈的系统稳定性区域比较

为了对比, 考察两种时滞反馈作用下的时间连

续系统运动微分方程


ẍ(t) = −Px(t − 2τ) − Dẋ(t − τ)

ẍ(t) = −Px(t − τ) − Dẋ(t − 2τ)
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表 2 当 p = 0.05,d = 0.5时,不同控制律作用下

受控系统特征根

Table 2 The characteristic roots of the controlled system under

different control strategies whenp = 0.05,d = 0.5

Controlled system Characteristic roots Modulus

Eq.(3)
0.559 5± 0.475 5i

0.881 0

0.734 3

0.881 0

Eq.(11)

0.064 8

0.856 2

0.539 5± 0.475 5i

0.064 8

0.856 2

0.671 4

Eq.(20)

−0.567 1

0.898 0

0.834 5± 0.534 3i

0.567 1

0.898 0

0.990 9

其对应的无量纲化时滞微分方程分别为

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(t̂ − 2)− d
dx̂(t̂ − 1)

dt̂
(27)

d2x̂(t̂)
dt̂2

= −px̂(t̂ − 1)− d
dx̂(t̂ − 2)

dt̂
(28)

相应的特征方程分别是

λ2 + pe−2λ + dλe−λ = 0

λ2 + pe−λ + dλe−2λ = 0

可采用 1.2节所用的 D划分法与稳定性切换方法确

定这两个受控系统的稳定性区域. 对时滞微分方程

(28),在其特征方程两边乘以 eλ 并令 λ = ωi 且分离

实部与虚部得到


p− ω2 cosω + dω sinω = 0

−ω2 sinω + dω cosω = 0

于是可求得临界稳定条件给出的增益值表达式

p = 2ω2 cosω − ω2

cosω
, d =

ω sinω
cosω

此时的稳定性区域是图 6中由该参数曲线 (虚线)与

d轴所围成的区域所构成的小区域.

同样,对时滞微分方程 (27),在其特征方程两边

乘以 eλ 并令 λ = ωi 且分离等式的实部与虚部,则得

到如下临界稳定条件

(−ω2 + p) cosω = 0 , (−ω2 − p) sinω + dω = 0

分两种情况讨论: (a) cosω = 0; (b) cosω , 0. 在情形

(a),ω =
π

2
+ kπ, k = 0,1,2, · · · ,故临界稳定条件化是

[
−

(π
2

+ kπ
)2 − p

]
(−1)k + d

(π
2

+ kπ
)

= 0 (29)

其中 k = 0,1,2, · · · .在情形 (b),临界稳定条件化为

p = ω2 , d = 2 sinω

根据稳定性切换方法可知, 该受控系统的稳定性区

域是图 6中破折点虚线与 d轴所围成的大区域,其

中虚直线为式 (29)中取 k = 0所对应的直线.由图 6

可见,按稳定性区域从小到大顺序,对应的受控系统

分别是式 (28)、式 (9)和式 (27). 这个顺序和采样反

馈受控系统的稳定性区域大小顺序是一致的; 而且

在受控系统 (9)的稳定性区域中有一个小区域,其对

应的受控系统 (27)是不稳定的.

图 6 受控系统 (28), (9), (27)的增益稳定性区域依次从小到大

Fig. 6 Increased area of the stable regions of the controlled systems

(28), (9) and (27)

3 不同步采样反馈的作用机理

本节从力学角度探讨为何采样反馈控制律 (19)

使受控系统的稳定性区域变小, 而控制律 (10)可使

受控系统的稳定性区域变大.

一方面,由于采样周期 h很小,所以有


x(tn−2) ≈ x(tn−1) − ẋ(tn−1)h

ẋ(tn−2) ≈ ẋ(tn−1) − ẍ(tn−1)h

在控制律 (10)作用下, 滞后一个采样周期的位移采

样信号 x(tn−2)相当于在经典采样 PD反馈受控系统

(3)的基础上附加了一个速度正反馈,进而使受控系

统的等效阻尼减小. 这似乎并不利于受控系统的稳

定性. 事实上由图 4 可见, 在经典采样 PD反馈受

控系统 (3)的稳定性区域内的确存在小区域,由于增
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加位移采样信号滞后量而使受控系统由渐近稳定变

为不稳定. 同样,控制律 (19)来说,滞后一个采样周

期的速度采样信号 ẋ(tn−2)相当于在经典采样 PD反

馈受控系统 (3)的基础上附加了一个加速度正反馈,

这使受控系统的等效质量减小而提高了等效阻尼比,

这似乎又有利于受控系统的稳定性, 与第二节得到

的结果正好相反.其实,采样信号 x(tn−1), ẋ(tn−1)本身

也具有时间滞后效应, 所以上述两个简单推断尚不

能反映采样 PD反馈受控系统稳定性的真实规律.

另一方面,前面的分析表明,采样反馈受控系统

与连续时滞反馈受控系统之间存在着一种对应关系,

即采样受控系统 (3)对应于连续受控系统 (9),采样

受控系统 (11)对应于连续受控系统 (27),采样受控

系统 (19)对应于连续受控系统 (28).因此,采样反馈

受控系统的稳定性区域间的关系可由连续受控系统

的稳定性区域间的关系进行类比来理解. 由于连续

受控系统的反馈时滞对应于采样反馈受控系统的采

样周期,是小量,故可将连续受控系统中的时滞项按

Taylor公式展开,进而讨论相应的近似常微分方程的

稳定性.

将时滞项展开到二阶导数,则时滞微分方程 (9)

(27)和 (28)对应的近似常微分方程分别是
(
1− d +

p
2

)
¨̂x(t̂) + (d − p) ˙̂x(t̂) + px̂(t̂) = 0 (30)

(1− d + 2p) ¨̂x(t̂) + (d − 2p) ˙̂x(t̂) + px̂(t̂) = 0 (31)
(
1− 2d +

p
2

)
¨̂x(t̂) + (d − p) ˙̂x(t̂) + px̂(t̂) = 0 (32)

将这 3个方程视为 3个等效单自由度系统的运动微

分方程,系统等效刚度均为 p,等效质量分别是

m1 = 1− d +
p
2
, m2 = 1− d + 2p , m3 = 1− 2d +

p
2

而等效阻尼分别为

c1 = d p, c2 = d − 2p , c3 = d − p

对于不同的反馈增益 (p,d),等效质量和等效阻尼的

取值可正可负. 由此可见: 若微分方程 (30)的零解

不稳定, 则意味着 m1 < 0 或 c1 < 0, 从而一定有

m3 = m1 − d < 0 或 c3 = c1 < 0, 故微分方程 (32)

的零解必然不稳定, 因此微分方程 (32)的稳定性区

域小于微分方程 (30)的稳定性区域.类似地,若微分

方程 (30)的系数满足 m1 < 0且 c1 > 0,则其零解是

不稳定的; 但对微分方程 (31)来说,若能取 p < d/2

使得 m2 = m1 + 3p/2 > 0,则该方程的零解是渐近稳

定的. 参考图 6,这恰好对应于较大的 (p,d)取值.根

据采样反馈受控系统与连续时滞反馈受控系统的对

应关系,由此可理解采样反馈受控系统 (11)为何可

增大经典采样 PD反馈受控系统 (3)的稳定性区域.

4 结 论

数字采样控制系统是一类混杂动力系统,其稳定

性分析及结论与单纯的时间连续控制系统和单纯的

离散控制系统都有所不同. 和时间连续控制系统相

比较, 数字采样控制系统基于采样后所保持的系统

状态信号实施控制,计算控制律的信息有所缺失,而

控制器的实时跟踪效果有所弱化, 故其稳定性区域

小于时间连续控制系统的稳定性区域. 由于基于多

个不同时刻采样信号所构造的控制律可利用系统状

态更多的信息量, 从而有望改善受控系统的稳定性.

本文研究表明,对采样 PD反馈控制来说,当速度采

样信号滞后于位移采样信号时, 采样反馈必然减小

受控系统的稳定性区域,时滞是不利因素;而当位移

采样信号滞后于速度采样信号时, 采样反馈可明显

增大受控系统的稳定性区域, 并且还可改善控制效

果,时滞成为可以被主动利用的有利因素.当位移采

样信号滞后于速度采样信号更多采样周期时, 虽然

可使受控系统获得更大的稳定性区域, 但实现此功

能的硬件代价也更大, 故在应用中要根据实际条件

来决定采用何种数字采样控制律.
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