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非线性最小二乘跟踪的对偶变量变分方法
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摘要 最小二乘跟踪方法是近几年提出的一种计算动力系统跟踪轨迹的方法. 基于最小二乘跟踪的灵敏度分析

算法可以有效避免传统的非线性系统灵敏度分析方法中的病态初值问题，因此其在混沌系统灵敏度分析方面有

着重要的应用. 针对非线性的最小二乘跟踪问题，首先将其重新描述为带有约束的非线性最优控制问题，引入

协态变量并将系统的哈密顿函数表示为关于状态变量和协态变量的函数.然后将目标函数的积分时间离散化，

根据对偶变量变分原理，以离散区间两端的状态变量作为独立变量，用 Lagrange插值多项式近似离散区间内的

状态变量和协态变量，进而将非线性最优控制问题转化为求解非线性方程组问题.这种算法无需对原问题做线

性化处理，避免了复杂的线性化过程以及可能因此造成的误差，同时为求解非线性最小二乘跟踪问题提供了新

的思路.根据最小二乘方法可以得到两条设计参数有微小变化的状态轨迹，基于这两条状态轨迹可进一步计算

出系统关于设计参数的灵敏度，范德波振子作为数值算例验证了该方法在求解最小二乘跟踪问题以及计算非线

性系统灵敏度时的有效性.
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DUAL VARIABLE VARIATIONAL METHOD FOR NONLINEAR LEAST SQUARES

SHADOWING PROBLEM 1)
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Abstract The least squares shadowing (LSS) method, to compute the shadowing trajectories of dynamical systems, has

been presented in recent years. The ill-posed initial value problem within the conventional sensitivity analysis algorithm

for nonlinear systems can be effectively avoided based on the LSS method, which therefore has significant applications

in the sensitivity analysis of chaotic systems. To achieve nonlinear LSS problem, it will be firstly represented as a

nonlinear optimal control problem subject to constraints. By introducing the costate variables, the Hamiltonian function

is represented depending on state and costate variables. The integral time of objective function is then discretized, and the

state variables at ends of time interval are taken as independent variables. Then approximate the state and costate variables

in the time interval using the Lagrange polynomials. This problem is finally transformed into solving nonlinear equations
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via dual variable variation principle. The linearizing process is avoided for the proposed algorithm, and then the errors,

caused by the complex linearizing process, are also reduced, which provides a new solution for solving the shadowing

problem. Two state trajectories with designing parameters slightly changed can be obtained by LSS problem, and then the

sensitivity of the nonlinear system is calculated from the two trajectories. Van der Pol oscillator as a numerical example

shows that this method is effective for the LSS problem and sensitivity analysis of nonlinear systems.

Key words dual variable variation, least squares shadowing, nonlinear systems, sensitivity analysis

引 言

随着研究人员广泛借助计算机进行系统设计和

仿真，更多的人开始注意到灵敏度分析的作用. 灵

敏度分析是计算系统目标输出量关于设计参数的导

数，其在产品设计 [1-3]、结构优化 [4-6]、误差估计 [7-9]

和量化不确定值 [10] 等领域有着重要的应用. 在求

解混沌系统的长时间平均输出量 (比如湍流流场的

平均气动力，大气的平均温度) 关于系统设计参数

的灵敏度时，由于非线性系统对初值的敏感性，传

统的数值方法已经不能适用 [11]. 为求解混沌系统

的灵敏度，Lea等 [11-12] 首先提出了总体伴随法，

这种方法将伴随法应用到大量可能的状态轨迹上，

然后将所得的导数取平均值. 由于这种算法需要构

造很多猜测的状态轨迹，使得这种算法即便是计算

像洛伦兹系统这样简单的对象都需要很大的计算量.

Thuburn[13] 介绍了一种通过求解 Fokker--Planck方程

的伴随量计算气候灵敏度的方法. 这种方法需要将

气候模型描述为一个满足 Fokker--Planck方程的光滑

的概率密度分布函数，而这种气候模型通常增加了

Fokker--Planck方程的耗散，因此可能会导致结果产

生误差. Blonigan等 [14] 提出一种密度伴随法，通过

在吸引子流形中求解系统的动力学方程及其伴随方

程来计算混沌系统的灵敏度，但是这种方法的计算

量非常大.此外，研究人员还利用波动耗散理论进行

灵敏度分析，并提出多种基于该理论的算法 [15-16]，

但是它们都要求系统满足一定的假设条件，限制了

这些方法的使用范围.

动力系统理论为人类理解和探索复杂多变的

世界提供了一个强大的数学工具 [17]，伪轨跟踪

(pseudo-trajectory shadowing)理论作为动力系统理论

中一个重要组成部分近些年得到了快速发展 [18-21].

Soldatenko等 [22] 利用基于伪轨跟踪理论的方法计

算了数值天气预报中变分数据同化问题的灵敏度.

Wang等 [23-24]针对混沌系统灵敏度分析中的病态初

值问题，基于伪轨跟踪理论提出一种最小二乘跟踪

(least squares shadowing)方法. 这种方法可以在任意

给定的参考轨迹附近，确定一条设计参数有微小变

化后的跟踪轨迹. 最小二乘跟踪方法在求解跟踪轨

迹时对初值没有要求，因此这种基于最小二乘跟踪

的非线性系统灵敏度分析是一种良态初值问题. 基

于最小二乘跟踪方法，Blonigan等 [25-26]计算了均匀

各向同性湍流和改进的 Kuramoto--Sivashinsky方程关

于设计参数的灵敏度.

Wang等 [24]在求解非线性的最小二乘跟踪问题

时，首先通过繁琐复杂的线性化过程将其转化为线

性最小二乘跟踪问题，然后通过求解离散的带有线

性约束的最小二乘问题得到最优跟踪轨迹. 本文把

非线性的最小二乘跟踪问题看作非线性最优控制问

题处理，采用一种基于对偶变量变分原理的算法，

将离散区间两端的状态变量作为独立变量，通过求

解非线性方程组得到系统的最优跟踪轨迹.

1 最小二乘跟踪问题

1.1 跟踪引理

定义一个连续非线性系统，其动力学方程由如

下常微分方程描述

dx(t)
dt

= f (x(t), s) (1)

其中 x(t)为状态变量，s表示设计参数. 令 d > 0，r

为距离函数，对于一个状态轨迹 xd(t)，如果满足

R
(dxd(t)

dt
, f (xd(t), s)

)
< d , 0 6 t 6 T (2)

则称 xd(t)为动力系统的一个 d伪轨 (d-pseudotrajec-

tory). 这种伪轨的出现主要是由于数值计算时的舍

入误差和算法误差等原因造成的.实际上，d伪轨是

与动力系统真实轨迹距离为 d的系统的近似解，因

此，在每一条 d伪轨的附近，一定存在一条系统的精

确轨迹，而且该精确轨迹一致的接近于 d伪轨.这种

跟踪性可通过跟踪引理 [27-28]给出.对于一个连续动

力系统，跟踪引理可描述为：对于任意 ε > 0，存在
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d > 0，在每个满足式 (2)的 d伪轨 xd(t)附近，都存

在一条真实轨迹 x(t)和一个单调递增的时间变换函

数 τ(t)，使得 r(x(τ(t)), xd(t)) < ε,

∣∣∣∣∣1−
dτ
dt

∣∣∣∣∣ < ε，并且满

足
dx(τ(t))

dτ
= f (x(τ(t)), s),0 6 t 6 T.

1.2 最小二乘跟踪

如果 xr (t; s) 为一条设计参数为 s 时动力系

统的精确轨迹，那么对于设计参数为 s + δs 的动

力系统，xr (t; s) 可以认为是其一条 d 伪轨，d =

sup
( ∥∥∥∥∥
∂ f (x, s)
∂s

δs
∥∥∥∥∥

2

)
. 根据跟踪引理可知，在伪轨

xr (t; s)附近，肯定存在着设计参数为 s+ δs的动力系

统的精确轨迹 x(t; s+ δs)，该轨迹可由如下的最优问

题确定

min
τ,x

1
T

∫ T

0

[
‖x(τ(t); s+ δs) − xr (t; s)‖22 + α2

(dτ
dt
− 1

)2]
dt

s.t.
dx
dτ

= f (x(τ(t)), s+ δs)
(3)

其中 δs为设计参数的微小增量，α为加权系数，而

α的选择应使积分括号里的两项有相似的量级.这种

带有约束的最优问题被称为最小二乘跟踪问题，其

解表示为 xlss(t; s+ δs)和 τlss(t; s+ δs)，分别为令状态

轨迹最接近于参考轨迹的动力学方程解和时间变换.

2 对偶变量变分方法

在式 (3)描述的非线性最小二乘跟踪问题中，设

计参数 s为已知量，若将 τ视为控制输入，则非线性

最小二乘跟踪问题可以作为非线性最优控制问题来

处理，即有一非线性系统，其动力学方程为

dx(t)
dt

= f (x(t), τ(t), t) (4)

状态轨迹优化的目标函数为

J =

∫ T

0
Φ(x(t), τ(t), t)dt (5)

其中

Φ = ‖x(τ(t), s+ δs) − xr (t, s)‖22 + α2
(dτ

dt
− 1

)2
(6)

对于如上描述的非线性最优控制问题，本文采

用一种基于对偶变量变分原理的数值算法求解. 由

于该最优问题存在等式约束，引入拉格朗日乘子 λ，

其哈密顿函数可表示为

H(x, λ, τ, t) = Φ(x(t), τ(t), t) + λT f (x(t), τ(t), t) (7)

根据最优控制输入存在的必要条件可知

∂H(x, λ, τ, t)
∂τ

= 0 (8)

则控制输入 τ可以表示为关于状态变量 x和协态变

量 λ的函数，即 τ(t) = g(x(t), λ(t)). 进而哈密顿函数

可以表示为关于对偶变量 x和 λ的函数

H(x, λ,g(x, λ), t) = Φ(x(t),g(x, λ), t)+

λT f (x(t),g(x, λ), t) (9)

在时间区段 (0, η)内的作用量 S定义为

S =

∫ η

0
[λT ẋ − H(x, λ)]dt (10)

令作用量 S取驻值，根据对偶变量变分原理 [29-30]可

知

δS =

∫ η

0
(δx)T

(
− λ̇ − ∂H

∂x

)
dt+

∫ η

0
(δλ)T

(
ẋ − ∂H

∂λ

)
dt + λTδx

∣∣∣η
0

= 0 (11)

而最优控制输入应满足哈密顿正则方程，即

ẋ =
∂H
∂λ

λ̇ = −∂H
∂x


(12)

将式 (12)代入式 (11)，可得到作用量 S与两端状态

变量 (x0, xη)的关系为

dS = λT
ηdxη − λT

0dx0 (13)

由式 (13)可知，在时间区段 (0, η)内的作用量 S

只与两端的状态变量有关.基于式 (13)，以区间两端

状态变量为独立变量，可以推导出求解非线性最优

控制问题的数值算法.

将整个非线性最优控制问题的求解区域等分成

L个子区间，每个子区间的长度为 η. 在第 j 个子区

间内，分别采用等间距 Lagrange插值多项式近似区

间内的状态变量和协态变量.第 j个子区间两端的状

态变量表示为 x j−1和 x j，子区间内插值点的状态变

量组成的向量表示为 x̄ j，子区间内插值点的协态变

量组成的向量表示为 λ̄ j，由于子区间两端的协态变

量可以通过两端的状态变量表示，故其不作为插值

点使用. 将近似的状态变量和协态变量代入式 (9)，

可得到第 j个子区间内的作用量 S的近似表示

S̄ j(x j−1, x j , x̄ j , λ̄ j) =

∫ η

0
(λT ẋ − H) j dt (14)
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由于在子区间内作用量只是两端状态变量的函

数，结合式 (13)可得如下等式

∂S̄ j(x j−1, x j , x̄ j , λ̄ j)

∂x̄ j
= 0 , j = 1,2, · · · , L (15)

∂S̄ j(x j−1, x j , x̄ j , λ̄ j)

∂λ̄ j
= 0 , j = 1,2, · · · , L (16)

∂S̄ j(x j−1, x j , x̄ j , λ̄ j)

∂x j−1
+ λ j−1 = 0 , j = 1,2, · · · , L (17)

∂S̄ j(x j−1, x j , x̄ j , λ̄ j)

∂x j
− λ j = 0 , j = 1,2, · · · , L (18)

至此，非线性最优控制问题被转化为了求解一组非

线性方程，其可通过MATLAB r 中自带的工具箱解

得.

3 应用算例

考虑范德波振子 (van der Pol oscillator)

d2x
dt2

= −x + β(1− x2)
dx
dt

(19)

的平均输出值 J̄(T)(β)关于参数 β的灵敏度分析问题.

令 x1 = x, x2 = dx/dt，则范德波振子重新描述为

ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 + β(1− x2
1)x2


(20)

令其平均输出为

J̄(T)(β) =

(
1
T

∫ T

0
x8

2(t; β)dt

) 1
8

(21)

对于每个 β，分别选取区间 [0,1] 内的任意值作为

(x1, x2) 在 t = 0时刻的值，然后采用有限差分法计

算式 (20)描述的初值问题，选取 t = 50的 (x1, x2)作

为灵敏度分析的初值，以保证该初值在范德波振子

的极限环上.取 T = 50，通过有限差分法得到的系统

灵敏度随参数 β的变化趋势如图 1所示，图中实线

为 T = 5 000时计算所得的灵敏度，该曲线可以作为

灵敏度的理论值参考.对于每个 β值，对应的灵敏度

分别以随机的初值计算 20次. 由图 1可以看到，不

同的初值得到的灵敏度差别很大，尤其是参数 β较

大时，这主要是由于非线性系统对初值非常敏感，

此处处理的是一个病态初值问题.

图 1 有限差分法所得灵敏度：对于每个 β值，灵敏度均以随机的初

值计算 20次，实线为理论值

Fig. 1 Sensitivities estimated by finite difference: for each value ofβ,

the sensitivity is computed 20 times with random initial value, the solid

line is the theoretical values of sensitivities

由最小二乘跟踪问题可知，对于任意一条给定

的参考轨迹 xr(t; β)，一定存在一条距其最近的跟踪

轨迹 xlss(t; β + δβ)，这两条轨迹分别为设计参数为 β

和 β + δβ时系统的精确解，对应的系统平均输出分

别表示为 J̄(T)
r (β)和 J̄(τ(T))

lss (β + δβ).则平均输出量关于

β的灵敏度可表示为

dJ̄(T)(β)
dβ

=
J̄(τ(T))

lss (β + δβ) − J̄(T)
r (β)

δβ
(22)

由于跟踪轨迹的求解不要求与参考轨迹有相同的初

值，无论参考轨迹的初值如何选择，都可以通过求解

最小二乘跟踪问题得到一条最接近参考轨迹的解，

因此这种基于最小二乘跟踪问题的非线性系统灵敏

度分析方法对于初值的选择是不敏感的，是一种良

态初值问题.

分别取 β = 0.4和 β = 1.2，令 δβ = 0.02，采用本

文所提算法计算最小二乘跟踪问题. 在计算跟踪轨

迹时，若直接对长度为 T = 50的参考轨迹运用对偶

变量变分算法，需要一次求解的非线性方程的数量

是非常庞大的. 为提高计算效率，长度为 T 的参考

轨迹被平均分成了 5段，从第一段开始逐段计算最

优跟踪轨迹，前一段的终端值作为下一段的初值参

与下一段跟踪轨迹优化. 图 2给出了 β = 0.4时的参

考轨迹和跟踪轨迹，两条轨迹的距离由图 3显示.从

图 2和图 3中可以看到，跟踪轨迹与参考轨迹的距

离保持在一个较小的范围之内，跟踪轨迹体现出良

好的跟踪性. β = 1.2时的参考轨迹和跟踪轨迹如图

4所示，图 5给出了他们之间的距离. 由图 5可知，
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相比于 β = 0.4时的结果，参考轨迹和跟踪轨迹间的

距离虽然有所增加，但仍然保持在一定的范围之内.

基于参考轨迹与跟踪轨迹的范德波振子灵敏度

分析结果如图 6所示. 对于每个 β 值，其灵敏度同

图 2 β = 0.4时的参考轨迹 x2r和跟踪轨迹 x2s

Fig. 2 Reference trajectoryx2rand shadowing trajectoryx2s for β = 0.4

图 3 β = 0.4时跟踪轨迹与参考轨迹间的距离

Fig. 3 Distance between shadowing and reference trajectories for

β = 0.4

图 4 β = 1.2时的参考轨迹 x2r和跟踪轨迹 x2s

Fig. 4 Reference trajectoryx2r and shadowing trajectoryx2s for β = 1.2

图 5 β = 1.2时跟踪轨迹与参考轨迹间的距离

Fig. 5 Distance between shadowing and reference trajectories for

β = 1.2

图 6 最小二乘跟踪方法所得灵敏度：对于每个 β值，均以随机的参

考轨迹计算 20次，实线为理论值

Fig. 6 Sensitivities estimated by LSS: for each value ofβ, the sensitivity

is computed 20 times with random reference trajectories, the solid line

is the theoretical values of sensitivities

样计算 20次，每次所用参考轨迹均通过求解随机的

初值问题得到. 图中实线与图 1中的一样为灵敏度

的理论值.由图 6可知，采用最小二乘跟踪方法得到

的灵敏度与状态初值基本无关，当 β < 1.1时灵敏度

分析结果精度较高，当 β > 1.1时灵敏度分析结果会

出现一些偏差，但相比于由传统方法得到的结果，

精度仍然提高很多.

4 结 论

针对非线性最小二乘跟踪问题，本文采用一种

基于对偶变量变分原理的算法，把离散区间两端的

状态变量作为独立变量，将非线性最小二乘跟踪问

题转化为求解非线性方程组问题. 该方法不需要对

原非线性问题线性化，避免了复杂的线性化过程以



第 5 期 寻广彬等：非线性最小二乘跟踪的对偶变量变分方法 1207

及可能因此产生的误差.通过数值仿真算例可知，本

文所提的方法适用于最小二乘跟踪问题，计算结果

验证了范德波振子对参考轨迹的跟踪性；基于最小

二乘跟踪的非线性动力系统灵敏度分析可以有效避

免传统数值方法中的病态初值问题，得到更为准确

的灵敏度分析结果.
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