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厚板的高阶剪切变形理论研究
1)

段铁城 李录贤 2)

(西安交通大学航天航空学院/机械结构强度与振动国家重点实验室，西安 710049)

摘要 已有多种厚板理论和高阶剪切变形模型，但仍需要进一步研究以更加完善.首先根据平均转角及上下表面

剪应力自由这两个条件，提出了具有统一高阶剪切变形模型的中面位移模式，并将之表示为正交分解形式. 根

据正交特性，定义了板的广义应力；运用板问题应变能密度表示的等价性，提出了与广义应力功共轭的广义应

变表示形式，建立了板的本构关系.证明了不同转角定义时虚功原理板理论表示的客观性，以及与三维弹性理

论表示的等价性. 运用虚功原理，建立了变分自洽的高阶厚板理论和变分渐近的低阶厚板理论，推导了相应的

平衡方程及边界条件，分析了与已有板理论的异同.以广义应力形式建立了厚板理论的平衡方程，厘清了不同

转角表示时板理论间的关系、低阶厚板理论与高阶厚板理论间的关系以及剪切系数计算等若干基本问题.对圣

维南扭转问题的求解证明了该理论的正确性.
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Abstract It is still necessary to study the thick plate theory and higher-order shear deformation models with a lot of

published work. Starting with the definition of average rotation and the free shear stress condition at the bottom and

top surfaces, the displacements on the neutral plane are suggested with a unified higher-order shear deformation model,

and then expressed in the orthogonal form. On this basis, the generalized stresses are defined, then the generalized

strains are obtained in light of the work conjugate, and the constitutive relations are established for the plate theory. The

objectivity of the principle of virtual work in the plate theory is proved for different definitions of rotation, as well as the

identity to three-dimensional elasticity theory. Based on the principle of virtual work, the variationally consistent higher-

order plate theory and the variationally asymptotic lower-order plate theory are respectively established by deriving the

corresponding equilibrium equations and boundary conditions, and then compared with the existing plate theories. The

current work originally presents the equilibrium equations of the plate theory in terms of the generalized stresses, and

clarifies some fundamental problems such as the relations of different definitions of rotation, the relation between the

higher-order plate theory and the lower-order plate theory, and the evaluation of the shear factor. The current plate theory

is finally validated by solving the Saint-Venant torsion problem.
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引 言

Kirchhoff 于 1850年发表了第一个完善的板弯

曲理论，被称为经典板理论.经典板理论基于两个基

本假设 [1]：(1)原来垂直于平板中面的直线，变形后

仍保持为直线且垂直于弯曲后的中面，即直法线假

设；(2)在横向载荷作用下板产生微弯时，板的中面

并不变形.因此，经典板理论要求板的厚度与边长之

比处于薄板范围内.依据经典的弯矩、扭矩、剪力 (统

称广义应力)表示的平衡方程 (本文简称为板的经典

平衡方程)，经典板理论最终表示为挠度的 4阶偏微

分方程和 2个边界条件. 对于工程结构中大量使用

的薄板问题，经典板理论能够给出精度满意的解.然

而，对于中厚板或厚板，或者薄板在集中力作用点附

近、边界周围以及小孔周边区域，经典板理论的解不

仅精度不高、甚至还会导致错误的结果.为避免运用

三维弹性理论求解带来的数学困难 [2-3]、消除经典板

理论因忽略横向剪切变形所致误差，人们开始了厚

板理论研究.

所谓厚板理论，就是在经典板理论基础上考虑

横向剪切变形的板理论. Mindlin[4] 将 Timoshenko梁

理论 [5-6] 中剪切系数 K 的概念应用于厚板，给出了

沿板厚度一次变化的中面位移假设，依据板的经典

平衡方程，得到了关于挠度和转角的 3个偏微分方

程和 3个边界条件，建立了一阶剪切变形理论，并在

工程中得到了广泛应用.

在一阶剪切变形理论基础上，相继提出了多种

高阶剪切变形模型. Reissner[7-8] 采用力法，考虑了

剪切变形的影响，通过挠度和广义应力的混合变分

原理，得到了相应的 3个偏微分方程和 3个边界条

件，其中不协调的应力假设 (即式 (1))在接下来的工

作中得到了改正，因而发展成为以力法表示的厚板

理论. Levinson[9-10] 基于中面上的挠度和转角，提出

了沿板厚度三次变化的中面位移假设，并依据板的

经典平衡方程，建立了以位移法表示的厚板理论，即

Levinson理论.由于力法中的应力分布假设需经协调

方程检验，本文主要关注板理论研究的位移法.

为脉络清晰起见，下面从两个不同方面予以叙

述.

首先介绍中面位移模式中的高阶剪切变形模

型. 根据模式中高阶项函数形式的不同，常见的高

阶剪切变形模型有三阶剪切模型 [9-16]、正弦剪切模

型 [17]、双曲剪切模型 [18] 以及指数剪切模型 [19] 等.

不同模式的位移由于高阶项函数形式不同会存在一

些差异，但这些差异只反映在更高阶项部分，因而

理论上可断定是很小的. 多种高阶剪切变形模型的

存在，丰富了中面的位移模式.

接下来讨论另一个更重要方面，即 Levinson理

论 [9-10]表现出的两个问题：

(1)板的经典平衡方程、边界条件与变分的不自

洽问题，该问题使得低阶厚板理论 (如文献 [9,11])受

到了批评 [13-14,16].

(2)广义应变定义的恰当性问题，不恰当的广义

应变导致了错误的剪切系数 2/3 [20-22]，也使得大多数

学者认为高阶理论中不存在剪切系数 [10,17,23-26]. 更

深层次，不恰当的广义应变会导致势能原理、本构关

系、虚功原理三者之间产生矛盾 [13-14,27-28].

许多学者对 Levinson理论 [9-10]进行了不断发展

和完善. 例如，运用平均挠度和平均转角描述板的

中面位移模式，提出了Murthy理论 [11]；由于采用的

转角概念能给出正确的广义应变，Murthy理论得到

了正确的剪切系数 5/6，解决了问题 (2)；但由于仍然

采用经典平衡方程 (或与之等价的不自洽的变分形

式)，Murthy理论中依旧存在问题 (1)，因而，其实质

与力法的 Reissner理论 [8] 完全相同，计算结果也与

Mindlin 理论 [4] 取 K = 5/6时完全一致. Bickford[12]

注意到 Levinson理论 [9,11] 存在的问题 (1)，从二维

问题的虚功原理出发，推导了梁问题的虚功原理，

建立了变分自洽的梁的高阶理论，得到了用挠度和

转角表示的 2个控制方程和 3个边界条件；但由于

转角定义的原因，不能正确定义广义应力和广义应

变，因而无法建立梁 (板)理论的虚功原理及平衡方

程. 受 Bickford [12] 工作的启发，结合 Levinson理

论 [9-10]的中面位移模式，Reddy[13-14]运用三维问题

的虚功原理，建立了变分自洽的板的高阶理论，得

到了用挠度和转角表示的 3个控制方程和 5个边界

条件，该理论真正提高了板的计算精度，被称为

Reddy--Bickford理论 [27-28]；但由于转角定义的原

因，仍然未能建立板理论的虚功原理及平衡方程. Shi

等 [15-16] 认为 Levinson[9-10] 采用的位移模式并不合

理 (归咎于转角定义问题)，运用Murthy[11]给出的位

移模式，对 Reddy-Bickford理论进行了重新表述，被
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称为 Shi-Voyiadjis理论 [27-28]；该理论虽然采用了平

均转角定义，但由于中面位移模式没能表示成正交

形式，根据依此定义的广义应力也未能建立梁 (板)

理论的虚功原理及平衡方程 [29]；另外，根据物理

问题的客观性，Shi--Voyiadjis理论实质上是 Reddy--

Bickford理论的一种变体.

至此，板理论研究方面虽然已有大量工作，但

还存在 3个基本问题：板理论的虚功原理该如何表

述？板理论的本构关系该如何表示？变分自洽的高

阶理论与变分不自洽的低阶理论之间是一种怎样的

关系？要很好回答这 3个问题，有必要对板问题从

头开始进行审慎研究，并重新评估已有各种板理论.

近年来，随着航空航天、能源、武器工业和微纳

电子机械等领域的蓬勃发展，力学与材料、电子、

生物等诸多学科之间的交叉不断加深，板问题受到

了更多重视. 考虑微纳结构的尺度效应，高阶理论

与应变梯度理论或非局部化理论已相互融合，微纳

尺度下梁板结构的力学问题也得到了越来越多的关

注 [25-28,30-31]. 同时，微纳结构中的剪切效应比宏观

结构更为突出，对板理论的精度要求越来越高.实际

上，板理论主要由合理的运动学假设、控制方程及

相应的边界条件 3部分组成，基于此可得到计及边

界层效应的精确结果 [16,32-33]. 然而，没有一种现有

板理论对这 3个组成部分都处理得很好.为此，近年

来对板的理论又有一些新成果，例如文献 [27-28,34].

然而，由于没能从根本上解决研究思路问题，虽然高

阶理论在微纳结构中已拓宽了它的应用范围，但板

理论本身并没有取得显著进展.

本文提出了一种板理论研究的新思路，称之为

以力学方式研究板理论，是一种物理意义明确和数

学推导严谨的研究方式. 物理意义明确是指每个物

理量必须先定义再使用，数学推导严谨是指先给出

一般意义上的数学表达式，再根据需满足的条件进

行数学推演.为此，第 1节首先定义板的转角和挠度

概念，提出板上下表面剪应力自由条件，再运用统

一高阶剪切变形模型，提出中面位移模式；第 2节

定义板的广义应力及功共轭的广义应变概念，导出

板的本构关系；第 3节提出板理论的虚功原理并证

明其客观性；第 4节导出板理论的平衡方程及边界

条件，包括变分自洽的高阶理论和变分渐近的低阶

理论；第 5节求解矩形板的扭转问题，验证本文板理

论的正确性；最后在第 6节给出本文的结论.

1 板的基本运动学

考虑一个厚度为 t的等厚度板，建立如图 1所示

的右手正交坐标系 oxyz，其中 x和 y为板中面内的

两个坐标方向，z为板的厚度方向.一方面，该问题

是一个三维问题，其目标是利用弹性理论求解以坐

标 (x, y, z)为自变量的位移场 (ux, uy, uz)；另一方面，

该问题又是一个板问题，其目标则是利用板理论求

解板中面上点 (x, y)的挠度 w及转角.考虑到三维弹

性理论已发展成熟，我们以三维弹性力学中的物理

量为基础，定义板理论中的各物理量，这体现了本文

以力学方式研究板理论的第一个特征：每个物理量

都具有明确的物理意义.

图 1 等厚度板模型

Fig. 1 The model of a plate with uniform thickness

根据厚度方向的位移 uz(x, y, z)，通过沿厚度方向

上积分平均，定义板的挠度为

w (x, y) =

(
1
t

) ∫ t/2

−t/2
uz (x, y, z) dz (1)

板理论中一般都采用厚度方向的应变 εz = 0的

假设，于是，我们有

uz (x, y, z) = uz (x, y,0) = w (x, y) (2)

式 (2)表明，本文对板挠度的定义与现有板理论

所采用的定义一致.

与式 (1) 类似，根据面内位移 ux(x, y, z) 和

uy(x, y, z)，通过沿厚度方向的 z加权积分平均，分别
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定义绕 y轴和 x轴的转角为

φx (x, y) =

(
1
I

) ∫ t/2

−t/2
z · ux (x, y, z) dz

φy (x, y) =

(
1
I

) ∫ t/2

−t/2
z · uy (x, y, z) dz


(3)

其中，I =

∫
z2dz = t3/12表示单位宽度截面的轴惯

矩.板的转角还有其他形式的定义 [9-10,14,34-35]，将在

3.2节再介绍.

研究板时常常采用上下表面剪应力自由条件，

再加上转角的定义式 (3)，根据这两个条件，我们提

出中面位移随厚度变化的关系式. 为体现以力学方

式研究板理论的第二个特征——数学推导严谨，将

板中面内两个方向的位移分别表示为如下一般形式

ux = u0 (x, y) + z · f1(x, y) + g (z) · fR(x, y)

uy = v0 (x, y) + z · h1(x, y) + g (z) · hR(x, y)


(4)

其中，u0(x, y)和 v0(x, y)分别表示 x和 y方向沿厚度

的平均位移，即

u0 (x, y) =

(
1
t

) ∫ t/2

−t/2
ux (x, y, z) dz

v0 (x, y) =

(
1
t

) ∫ t/2

−t/2
uy (x, y, z) dz


(5)

式 (4)中的 f1(x, y)与 fR(x, y)和 h1(x, y)与 hR(x, y)分

别为 x方向和 y方向的两个待定函数，由上下表面

剪应力自由和转角定义这两个条件确定. 根据数学

表示的唯一性，g(z)必须是一个关于厚度坐标 z的纯

高次 (>3)奇函数，因而它具有以下两个性质

g (z)|z=0 = 0

(dg(z)/dz)|z=0 = 0


(6)

考虑到式 (4)和式 (5)，由式 (3)的转角定义可得

出

φx (x, y) = f1(x, y) + λ · fR(x, y)

φy (x, y) = h1(x, y) + λ · hR(x, y)


(7)

其中

λ = (1/I )
∫ t/2

−t/2
z · g (z) dz (8)

由于本文理论以广泛认可的表面剪应力自由和

已知转角定义两个条件为出发点，因而纯高次奇函

数 g(z)可保证 λ不为零.这样，运用式 (7)消去式 (4)

中的 fR(x, y)和 hR(x, y)，我们得到

ux (x, y, z) = u0 + z · f1 +
[
g(z)/λ

] · (φx − f1)

uy (x, y, z) = v0 + z · h1 +
[
g(z)/λ

] ·
(
φy − h1

)


(9)

结合式 (2)，板的剪应变为

γzx = w,x + f1 +
[
g′ (z)/λ

] · (φx − f1)

γzy = w,y + h1 +
[
g′ (z)/λ

] ·
(
φy − h1

)


(10)

其中下标 “ , x” 和 “ , y” 分别表示对 x和 y的偏微分，

上标撇号表示关于 z的微分.

这样，板上下表面剪应力自由条件就成为

γzx|z=±t/2 = 0

γzy

∣∣∣
z=±t/2

= 0


(11)

由式 (10)和式 (11)可立即得到

f1 (x, y) =
cφx + λw,x

c− λ
h1 (x, y) =

cφy + λw,y

c− λ


(12)

其中

c = g′ (t/2) = g′ (−t/2) (13)

于是，具有高阶剪切变形模型的中面位移模式

最终表示为

ux = u0 + z · φx(x, y) + g̃ (z) · (φx + w,x
)

uy = v0 + z · φy(x, y) + g̃ (z) ·
(
φy + w,y

)


(14)

其中

g̃ (z) =
[
λz− g (z)

]
/(c− λ) (15)

可以看出，式 (14)中的第 2项 (即 z · φx或 z · φy)

是一阶剪切变形部分，即 Mindlin 板理论的位移模

式 [4-5]；第 3项则是由于考虑了高阶剪切 (截面翘曲)

效应产生的附加项，由式 (15)可知，它并不仅仅只

与纯高次奇函数 g(z)有关 [20]，(φx + w,x)和 (φy + w,y)

决定了板中面上点的翘曲程度，有时被称为 “剪切

角” [5-6].

式 (14)可以描述所有奇函数类型的高阶剪切变

形模型 [36]，例如三阶剪切变形模型 [9-16]、正弦剪切

变形模型 [17]、双曲剪切变形模型 [18] 以及指数剪切

变形模型 [19].结合式 (6)、式 (13)和式 (3)，g̃(z)具有

如下 3个性质

g̃ (z)|z=0 = 0 (16a)
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g̃′ (t/2) = g̃′ (−t/2) = −1 (16b)
∫ t/2

−t/2
z · g̃ (z) dz= 0 (16c)

第 3个性质表明 g̃(z)与 z沿厚度方向在积分意义下

具有正交性，因此，式 (14)称为中面位移的正交分

解形式，是式 (3)平均转角定义的数学解释.

这样，通过式 (2)和式 (14)，得到板问题的 5个

非零应变分量为


ε1

ε2

ε6


,



εx

εy

γxy


=



u0,x

v0,y

u0,y + v0,x


+ z ·



φx,x

φy,y

φx,y + φy,x


+

g̃ (z) ·



φx,x + w,xx

φy,y + w,yy

φx,y + φy,x + 2w,xy


(17)

和


ε5

ε4


,


γzx

γzy


=

[
1 + g̃′ (z)

] ·

φx + w,x

φy + w,y


(18)

本文沿用板问题研究中常采用的应变符号约

定，即 εi (i = 1 ∼ 6, i , 3).

2 广义应力、广义应变及本构关系

2.1 板理论中的广义应力

在板问题研究中惯常采用 σz = 0 的假设. 于

是，根据三维弹性理论，我们有



σ1

σ2

σ6


,



σx

σy

τxy


=



C11 C12 0

C12 C22 0

0 0 C66





ε1

ε2

ε6


(19)

和 
σ5

σ4


,


τzx

τzy


=


C55 0

0 C44




ε5

ε4


(20)

其中, σi (i = 1 ∼ 6, i , 3)为板问题的应力分量. C11，

C12，C22，C44，C55，C66分别为板的材料参数，这样

表示为便于将本文理论直接应用于复合材料板问题.

根据式 (14)中面位移正交形式的表示特征，定

义板理论的广义应力为

(Ni ,Mi ,Pi) =

∫ t/2

−t/2
σi

[
1, z, g̃ (z)

]
dz, i = 1,2,6

(Qx, Rx) =

∫ t/2

−t/2
σ5

[
1, g̃′ (z)

]
dz

(
Qy,Ry

)
=

∫ t/2

−t/2
σ4

[
1, g̃′ (z)

]
dz



(21)

其中，Ni 表示中面内力，Mi 表示弯矩 (i = 1,2)或扭

矩 (i = 6)，Qx和 Qy表示侧面上法向分别为 x或 y方

向的横向剪力. Pi 与 Rx 和 Ry 表示中面附加位移产

生的 “附加弯 (扭)矩” 与 “附加剪力”；与其他广义应

力定义 (例如文献 [14, 16, 28, 35])不同，式 (21)具有

明确物理意义和恰当量纲，反映了力学方式研究板

问题的第一个特征；尤为重要的是，按式 (21)定义

的附加量都是具有截面尺度特征的小量，从而成为

高阶理论向低阶理论退化 (见 4.2节)的数学依据.

根据式 (17)∼式 (20)，运用板理论的 5个基本变

量 u0, v0, w, φx和 φy，式 (21)可表示为如下矩阵形式

N = t · CEε (22a)

M = I · CEκ1 (22b)

P = ηI · CEκ2 (22c)

Q = Kt · CGγ (22d)

R = ξt · CGγ (22e)

其中 N, M , P,Q和 R为 5个广义应力向量记号，其

意义分别为

N = (N1 N2 N6)T

M = (M1 M2 M6)T

P = (P1 P2 P6)T

Q =
(
Qx Qy

)T

R =
(
Rx Ry

)T



(23)

ε, κ1, κ2和 γ为 4个广义应变向量记号，其含义为

ε =



u0,x

v0,y

u0,y + v0,x



κ1 =



φx,x

φy,y

φx,y + φy,x





(24a)
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κ2 =



φx,x + w,xx

φy,y + w,yy

φx,y + φy,x + 2w,xy



γ =


φx + w,x

φy + w,y





(24b)

式 (22)中 CE和 CG为两个材料参数矩阵，分别

为

CE =



C11 C12 0

C12 C22 0

0 0 C66


(25)

和

CG =


C55 0

0 C44

 (26)

式 (22)中 η, K和 ξ是 3个无量纲参数，分别为

η =
1
I

∫ t/2

−t/2

[
g̃ (z)

]2 dz (27a)

K =
1
t

∫ t/2

−t/2

[
1 + g̃′ (z)

]
dz (27b)

ξ =
1
t

∫ t/2

−t/2
g̃′ (z) · [1 + g̃′ (z)

]
dz (27c)

需要指出的是，式 (22)的推导利用了式 (16c)，

即 g̃(z)与 z间的正交关系.

2.2 板理论中的广义应变及本构关系

广义应变在板理论中是一个很重要、但并未很

好定义的概念，这里予以展开研究.需要指出的是，

以前工作都对它的重要性重视不够、并因之造成了

目前板理论研究中存在的混乱局面 [9,10,13−16,27,28].

从 (24)式的量纲发现，ε, κ1, κ2和 γ四个向量扮

演着类似广义应变的角色.虽然尚不能从式 (22)确定

它们本身就是应变，但真实的广义应变只能是它们

的倍数，即 c1ε, c2κ1, c3κ2或 c4γ，这里 ci (i = 1,2,3,4)

为 4个需确定的常数.

我们知道，物理规律的客观性要求广义应变与

广义应力必须是功共轭的，即必须构成具有客观性

的应变能密度 [37]，为此，我们考察板问题的应变能

密度.

在板理论中，应变能密度 Ū 的表达式应为

Ū(w, φx, φy) =

1
2

[c1NTε + c2MTκ1 + c3PTκ2+

c4(Q + R)Tγ] (28)

另一方面，若视板问题为一个 σ3 = σz = 0的特

殊三维弹性问题，三维弹性理论给出该问题的应变

能密度为

Ū(ux,uy,uz) =

∫ t/2

−t/2

1
2

[σ1ε1 + σ2ε2 + σ6ε6 + σ5ε5 + σ4ε4] dz

(29)

根据式 (14)，式 (29)进一步变化为

Ū(ux,uy,uz) =

1
2

∫ t/2

−t/2
σ1[u0,x + z · φx,x + g̃(z) · (φx,x + w,xx)]dz+

1
2

∫ t/2

−t/2
σ2[v0,y + z · φy,y + g̃(z) · (φy,y + w,yy)]dz+

1
2

∫ t/2

−t/2
σ6[(u0,y + v0,x) + z · (φx,y + φy,x)+

g̃ (z) · (φx,y + φy,x + 2w,xy)]dz+

1
2

∫ t/2

−t/2
σ5[1 + g̃′(z)] · (φx + w,x)dz+

1
2

∫ t/2

−t/2
σ4[1 + g̃′(z)] · (φy + w,y)dz

(30)

考虑到式 (21)，有

Ū
(
ux,uy,uz

)
=

1
2

[N1u0,x + M1φx,x + P1(φx,x + w,xx)]+

1
2

[N2v0,y + M2φy,y + P2(φy,y + w,yy)]+

1
2

[N6(u0,y + v0,x) + M6(φx,y + φy,x)+

P6(φx,y + φy,x + 2w,xy)]+

1
2

[Qx(φx + w,x) + Rx(φx + w,x)]+

1
2

[Qy(φy + w,y) + Ry(φy + w,y)] (31)

运用式 (23)和式 (24)的向量记号，式 (31)进一

步变为

Ū
(
ux,uy,uz

)
=

1
2

[
NTε + MTκ1 + PTκ2 + (Q + R)T γ

]
(32)
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考虑到应变能密度的唯一性及四种应变的独立

性，通过比较式 (28) 与式 (32)，不难得出 ci = 1

(i = 1,2,3,4). 至此证明了式 (24)就是板理论的广

义应变定义，因而，式 (22)就成为板理论的本构关

系，据此，得到板理论的功共轭对如表 1所示.

表 1 以 φ为转角时板理论的功共轭对

Table 1 The work conjugate pairs in the plate theory in

terms ofφ

Pair No. 1 2 3 4

generalized stress N M P Q + R

generalized strain ε κ1 κ2 γ

根据表 1，式 (22)右端即可给出板理论的刚度

系数. 饶有兴趣的是，式 (22d)给出了我们熟知的剪

切系数 K，表明它可直接通过 g̃(z)由式 (27b)计算得

到，可代替以前计算 K 的繁琐做法 (如文献 [20, 22]

等).

3 板问题描述的客观性

3.1 板问题虚功原理的板理论描述

板问题的虚功原理用板理论可表述为

δW (x, y; w) = δU
(
x, y; w, φx, φy

)
(33)

其中 δW表示外力在虚位移上做的虚功，只计及板

表面分布力时可表示为

δW (w) =

∫

Ω

q (x, y) δw (x, y) da (34)

式 (33)中 δU 表示应力在虚应变上产生的虚应变能.

根据表 1，运用板理论中的功共轭对，δU 可表示为

δU
(
w, φx, φy

)
=

∫

Ω

[NTδε + MTδκ1 + PTδκ2+

(Q + R)Tδγ]da (35)

其中，Ω表示板的中面，da为相应的面积微元.

3.2 虚应变能板理论描述的客观性

在经典板理论、一阶剪切变形理论及基于高阶

剪切变形模型的厚板理论中，挠度 w的定义与式 (1)

是一致的，但转角却存在多种不同的定义.实际上，

各种板理论对应的虚功原理应当遵循其客观性，也

就是说，采用不同转角定义所表示的虚应变能必须

是完全等价的，也不会影响挠度结果 (5.1与 5.2节中

将会看到). 为此，先对其他两种常见的转角定义予

以讨论.

除式 (3) 以积分平均意义定义转角外，另

一种在板理论中广泛采用的转角为中面处的转

角 [9-10,13-14]，即

ψx (x, y) = ux,z

∣∣∣
z=0

ψy (x, y) = uy,z

∣∣∣
z=0


(36)

运用式 (36) 的转角定义和板表面应力自由条

件，式 (4)可重新表示为

ux = u0 + z · ψx − [
g (z)/c

] · (ψx + w,x
)

uy = v0 + z · ψy − [
g (z)/c

] ·
(
ψy + w,y

)


(37)

利用与式 (14)类似的正交二项分解形式，式 (37)

可整理为

ux = u0 + z · [αTψx + (αT − 1)w,x
]
+

g̃(z) · [αT
(
ψx + w,x

)]

uy = v0 + z ·
[
αTψy + (αT − 1)w,y

]
+

g̃(z) ·
[
αT

(
ψy + w,y

)]



(38)

其中

αT =
1
I
·
∫ t/2

−t/2
z · [z− (g (z)/c)

]
dz =

c− λ
c

(39)

比较发现，若 αT = 1，式 (38)就变为式 (14).于

是，式 (38)和式 (14)可统一表示为

ux = u0 + z ·
[
αψ̃x + (α − 1)w,x

]
+

g̃(z) ·
[
α
(
ψ̃x + w,x

)]

uy = v0 + z ·
[
αψ̃y + (α − 1)w,y

]
+

g̃(z) ·
[
α
(
ψ̃y + w,y

)]



(40)

这样，两种转角对应的情形分别为

ψ̃ = φ → α = 1

ψ̃ = ψ → α = αT


(41)

另外，Ambartsumian曾采用如下转角定义 [34-35]

χx (x, y) = 2 ux,z

∣∣∣
z=0

+ w,x

χy (x, y) = 2 ux,z

∣∣∣
z=0

+ w,y


(42)

不难得到用式 (40)表示时的对应关系为

ψ̃ = χ → α = αT/2 (43)
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考虑到式 (21) 广义应力定义与转角无关的特

点，对于式 (36)或式 (42)的转角定义，式 (22)的本

构关系可表示为

N = t · CEε (44a)

M = I · CEκ̃1 (44b)

P = ηI · CEκ̃2 (44c)

Q = Kt · CGγ̃ (44d)

R = ξt · CGγ̃ (44e)

其中

κ̃1 =



αψ̃x,x + (α − 1)w,xx

αψ̃y,y + (α − 1)w,yy

α
(
ψ̃x,y + ψ̃y,x

)
+ 2 (α − 1)w,xy



κ̃2 = α ·



ψ̃x,x + w,xx

ψ̃y,y + w,yy

ψ̃x,y + ψ̃y,x + 2w,xy



γ̃ = α ·

ψ̃x + w,x

ψ̃y + w,y





(45)

由式 (44)可以看出，3种转角定义下板理论的

功共轭对都可用表 2表示，虚应变能都可表示为

δU(w, ψ̃x, ψ̃y) =
∫

Ω

[NTδε + MTδκ̃1 + PTδκ̃2+

(Q + R)Tδγ̃]da (46)

表 2 板理论中的功共轭对

Table 2 The work conjugate pairs in the plate theory

Pair No. 1 2 3 4

generalized stress N M P Q + R

generalized strain ε κ̃1 κ̃2 γ̃

因此，板问题的虚功原理在板理论中的客观性

得证.

比较式 (14)与式 (40)，还可得到

φi + w,i = α
(
ψ̃i + w,i

)
(i = x, y) (47)

由式 (44d)和表 2可看出，在本文的广义剪力和广

义剪应变定义下，剪切系数 K 并不因转角的定义而

变，这应是对剪切系数的客观认识.表 3列出了常见

4种高阶剪切变形模型 [9-19,23-28] 的相关函数，据此

可得到这 4种模型相关系数的表达式 (见附录 A)，

数值比较见表 4. 可以看出，给定 g(z)，三阶剪切变

形模型的剪切系数 K = 5/6，正弦剪切变形模型的

剪切系数 K = π2/12，它们就是 Mindlin[4] 在一阶剪

切板理论中引入的两种剪切系数，并分别用来计算

了板沿厚度的剪切波及固有频率 [11,21]. 此外，对于

这 4种模型，式 (21)的广义应力定义都将得到很小

的附加弯矩和附加剪力 (系数 η小于 2%、系数 ξ 小

于 3%)，而其他方式定义的高阶矩和高阶剪力 (例如

Reddy[14]和 Aydogdu[38])却不具有这一特征.

表 3 4种高阶剪切变形模型涉及的相关函数

Table 3 The corresponding functions in the four HSD models

Model type g(z) g̃(z)

third-order z3 z
4
− 5z3

3t2

sine z− t
π
· sin

(
πz
t

)
−z+

π2t
24

sin
(
πz
t

)

hyperbolic

sine
z− t · sinh

( z
t

)
−z+

t · sinh
(z

t

)
− z · cosh

(
1
2

)

11 cosh

(
1
2

)
− 24 sinh

(
1
2

)

exponential z · e−2(z/t)2 −z+
z · e−2(z/t)2

−3e−1/2 + 1.5
√

2πerf
(√

2/2
)

表 4 4种高阶剪切变形模型中相关系数的数值比较

Table 4 Comparison of the corresponding coefficients in the

four HSD models

Model type K αT η/% ξ/%

third-order 0.833 0.800 1.190 0

sine 0.823 0.774 1.468 1.207

hyperbolic sine 0.834 0.802 1.166 −0.097

exponential 0.812 0.747 1.789 2.668

由式 (45)、并结合式 (39)、式 (41)和式 (43)三式

发现，当转角用 φ定义时，板理论的广义应变与所采

用的高阶剪切变形模型无关，但当转角用 ψ和 χ定

义时，广义应变则需根据所采用的高阶剪切变形模

型通过 α予以订正，这是本文研究板 (梁)理论中广

义应变概念时得到的一个重要结果.

比较式 (24)与式 (45)发现，采用 φ 的转角定

义，广义应变的形式最为简单，于是，本文后续工作

将以 φ为转角展开，必要时将通过式 (47)、式 (41)或

式 (43)转换成其他转角形式.
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3.3 虚应变能表示的等价性

3.2节表明，不同转角定义下板理论的虚应变能

表示是客观的.实际上，不论是用板理论表示还是用

三维弹性理论表示，板问题的虚应变能也是等价的.

对于图 1 所示的板问题，若视其为一个 σ3 =

σz = 0的特殊三维弹性问题，其虚应变能用三维弹

性理论可表示为

δU(ux,uy,uz) =

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σi · δεidzda (i = 1,2,3,4,5,6) (48)

根据式 (40)，式 (48)可进一步表示为

δU(ux,uy,uz) =

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σ1δ[u0,x + z · φx,x+

g̃(z) · (φx,x + w,xx)]dzda+

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σ2δ[v0,y + z · φy,y+

g̃(z) · (φy,y + w,yy)]dzda+

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σ6δ[(u0,y + v0,x) + z · (φx,y + φy,x)+

g̃(z) · (φx,y + φy,x + 2w,xy)]dzda+

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σ5δ[1 + g̃′ (z)] · (φx + w,x)dzda+

∫

Ω

∫ t/2

−t/2
σ4δ[1 + g̃′ (z)] · (φy + w,y)dzda (49)

考虑到式 (21)，我们有

δU(ux,uy,uz) =
∫

Ω

[N1δu0,x + M1δφx,x + P1δ(φx,x + w,xx)]da+

∫

Ω

[N2δv0,y + M2δφy,y + P2δ(φy,y + w,yy)]da+

∫

Ω

[N6δ(u0,y + v0,x) + M6δ(φx,y + φy,x)+

P6δ(φx,y + φy,x + 2w,xy)]da+
∫

Ω

[
Qxδ

(
φx + w,x

)
+ Rxδ

(
φx + w,x

)]
da+

∫

Ω

[
Qyδ

(
φy + w,y

)
+ Ryδ

(
φy + w,y

)]
da

(50)

运用式 (24)中的广义应变记号，式 (50)进一步

给出

δU(ux,uy,uz) =
∫

Ω

[NTδε + MTδκ1 + PTδκ2+

(Q + R)Tδγ]da =

δU
(
w, φx, φy

)
(51)

这样，板问题的虚应变能用板理论表示和用三

维弹性理论表示是等价的.

4 板的高阶理论 (HPT) 与低阶理论 (LPT)

4.1高阶厚板理论--变分自洽的平衡方程及边界条件

将式 (34)和式 (35)代入式 (33)，可得

0 =

∫

Ω

[NTδε + MTδκ1 + PTδκ2+

(Q + R)Tδγ]da−
∫

Ω

[
q(x, y) · δw(x, y)

]
da (52)

注意到式 (24)的广义应变定义，经分部积分，

得到
∫

Ω

[−(N1,x + N6,y)δu0 − (N2,y + N6,x)δv0]da+

∫

Ω

[(−M1,x − P1,x − M6,y − P6,y+

Qx + Rx)δφx]da+
∫

Ω

[(−M2,y − P2,y − M6,x − P6,x+

Qy + Ry)δφy]da+
∫

Ω

[P1,xx + P2,yy + 2P6,xy − (Qy + Ry),y−

(Qx + Rx),x − q(x, y)]δwda+
∮

Γ

[(N1nx + N6ny)δu0 + (N2ny + N6nx)δv0]ds+

∮

Γ

[(M1nx + P1nx + M6ny + P6ny)δφx]ds+

∮

Γ

[(M2ny + P2ny + M6nx + P6nx)δφy]ds+

∮

Γ

[(P1nx + P6ny)δw,x + (P2ny + P6nx)δw,y]ds+

∮

Γ

[−P1,xnx − P2,yny − P6,ynx − P6,xny+

(Qx + Rx)nx + (Qy + Ry)ny]δwds = 0

(53)
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其中 Γ表示板中面的侧面边界，nx和 ny分别表示边

界 Γ的外法向余弦，ds为边界 Γ的弧长微元.

分别整理面积积分中与 5个基本变量 u0，v0，

w，φx和 φy变分相关的项，并根据变分的任意性，得

到以下 5个平衡方程

δu0 : N1,x + N6,y = 0

δv0 : N2,y + N6,x = 0

δφx : Qx + Rx − (M1,x + P1,x)−

(M6,y + P6,y) = 0

δφy : Qy + Ry − (M2,y + P2,y)−

(M6,x + P6,x) = 0

δw : (Qx + Rx),x +
(
Qy + Ry

)
,y
−

(
P1,xx + P2,yy + 2P6,xy

)
+ q(x, y) = 0



(54)

式 (54) 是用广义应力表示的板理论的平衡方

程，是广义应力间的基本关系；前两式是中面内力平

衡方程，与经典板理论相同；后三式表示板的弯曲特

性，为本文首次获得，与 Bickford--Reddy理论 [14]和

Shi--Voyiadjis理论 [15-16]在形式上不同.

相应地，还可得到对应的边界条件.为此，将式

(53)中的边界变分项按以下 4部分整理为
∮

Γ

[(N1nx + N6ny)δu0 + (N2ny + N6nx)δv0]ds =

∮

Γ

(Nnδun + Nnsδuns)ds

∮

Γ

[(M1nx + M6ny)δφx + (M2ny + M6nx)δφy]ds =

∮

Γ

(Mnδφn + Mnsδφns)ds

∮

Γ

[(P1nx + P6ny)δ(φx + w,x) + (P2ny+

P6nx)δ(φy + w,y)]ds =

∮

Γ

[Pnδ(∂w/∂n + φn) + Pnsδ(∂w/∂s+ φns)]ds

∮

Γ

[−P1,xnx − P2,yny − P6,ynx − P6,xny+

(Qx + Rx)nx + (Qy + Ry)ny]δwds =

∮

Γ

(Qnδw)ds


(55)

其中各记号的含义分别为

un = u0nx + v0ny

uns = −u0ny + v0nx

φn = φxnx + φyny

φns = −φxny + φynx

Nn = N1n2
x + N2n2

y + 2N6nxny

Nns = (N2 − N1) nxny + N6

(
n2

x − n2
y

)

Mn = M1n2
x + M2n2

y + 2M6nxny

Mns = (M2 − M1) nxny + M6

(
n2

x − n2
y

)

Pn = P1n2
x + P2n2

y + 2P6nxny

Pns = (P2 − P1) nxny + P6

(
n2

x − n2
y

)

Qn = Qxnx + Qyny + Rxnx + Ryny−

(∂Pn/∂n + ∂Pns/∂s)



(56)

其中

∂/∂n = nx (∂/∂x) + ny (∂/∂y)

∂/∂s = nx (∂/∂y) − ny (∂/∂x)


(57)

根据边界变分的任意性，依次得到如下 7对边

界条件

Nn or un

Nns or uns

Mn or φn

Mns or φns

Pn or ∂w/∂n + φn

Pns or ∂w/∂s+ φns

Qn or w

, on Γ



(58)

或者

Nn or un

Nns or uns

Mn + Pn or φn

Mns + Pns or φns

Pn or ∂w/∂n

Pns or ∂w/∂s

Qn or w

, on Γ



(59)
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计及式 (21)和式 (47)，式 (58)或式 (59)将给出

与Bickford-Reddy理论 [14]和Shi--Voyiadjis理论 [15-16]

不同的边界条件表示形式.

式 (54)以广义应力表示的平衡方程和式 (58)或

式 (59)以广义应力和广义位移成对表示的边界条件

称为高阶厚板理论，显然，该理论是变分自洽的.由

于广义应力定义式 (21)不因转角定义的不同而异，

因而，式 (54)表示了高阶板理论平衡方程的客观性.

考虑到式 (58)或式 (59)的后五个边界条件，根据变

分学基本理论 [39]，高阶板理论是一个 10阶偏微分

方程问题.

如果引入本构关系式 (22)，式 (54)之后三式将

导出如下关于挠度和转角的 3个微分方程

(K + ξ) tC55
(
φx + w,x

) − I
(
C11φx,xx + C12φy,xy

)
−

ηI
[
C11

(
φx,xx + w,xxx

)
+ C12

(
φy,xy + w,xyy

)]
−

IC66

(
φx,yy + φy,xy

)
−

ηIC66

(
φx,yy + φy,xy + 2w,xyy

)
= 0

(K + ξ) tC44

(
φy + w,y

)
− I

(
C12φx,xy + C22φy,yy

)
−

ηI
[
C12

(
φx,xy + w,xxy

)
+ C22

(
φy,yy + w,yyy

)]
−

IC66

(
φx,xy + φy,xx

)
−

ηIC66

(
φx,xy + φy,xx + 2w,xxy

)
= 0

(K + ξ) t
[
C55

(
φx,x + w,xx

)
+ C44

(
φy,y + w,yy

)]
−

ηI
[
C11

(
φx,xxx + w,xxxx

)
+ C12

(
φy,xxy + w,xxyy

)]
−

ηI
[
C12

(
φx,xyy + w,xxyy

)
+ C22

(
φy,yyy + w,yyyy

)]
−

2ηIC66

(
φx,xyy + φy,xxy + 2w,xxyy

)
+ q(x, y) = 0


(60)

式 (60) 与 Bickford--Reddy理论 [14] 和 Shi--

Voyiadjis理论 [15-16]的控制方程在表示形式上不同，

但其实质是相同的.

不考虑中面内位移，由式 (58)或式 (59)得到板

问题常见的 3种边界条件为：

(1)简支边界条件

Mn = 0

Mns = 0

Pn = 0

Pns = 0

w = 0

, on Γ



(61)

(2)固支边界条件

ϕn = 0

ϕns = 0

∂w/∂n = 0

∂w/∂s = 0

w = 0

, on Γ



(62)

(3)自由边界条件

Mn = 0

Mns = 0

Pn = 0

Pns = 0

Qn = 0

, on Γ



(63)

可以看到，对于这 3种常见的零约束情形，式

(58)或式 (59)将给出与 Bickford--Reddy理论 [14] 和

Shi--Voyiadjis理论 [15-16]等价的边界条件描述，但对

较复杂的边界条件约束，情形并不明朗.

4.2低阶厚板理论--变分渐近的平衡方程及边界条件

从表 4可看出，对于常见的四种高阶剪切变形

模型，参数 ξ和 η都远小于 1①，于是，略去附加广义

弯矩 P和附加广义剪力 R对虚功的贡献，是一种合

理的数学近似.这样，式 (52)的虚功原理就变为

0 =

∫

Ω

(
NTδε + MTδκ1 + QTδγ

)
da−

∫

Ω

q(x, y) · δw(x, y)da (64)

①在正交性意义下，虽然尚未从数学上证明 ξ和 η是一个小量，但对于目前常见的三阶剪切模型、正弦剪切模型、双曲剪切模

型和指数剪切模型，计算结果均表现出这一特征.
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相应地，式 (54)的平衡方程就变为

δu0 : N1,x + N6,y = 0

δv0 : N2,y + N6,x = 0

δϕx : Qx −
(
M1,x + M6,y

)
= 0

δϕy : Qy −
(
M2,y + M6,x

)
= 0

δw : Qx,x + Qy,y + q(x, y) = 0



(65)

式 (65) 是用广义应力表示的低阶厚板理论的

平衡方程，由高阶板理论略去附加广义弯矩和附加

广义剪力而推导得到；前两式是板中面内力平衡方

程；后三式表示板的弯曲特性，就是板的经典平衡方

程，与 Mindlin 理论 [4] 和 Murthy理论 [11] 的控制方

程形式相同，但本文从数学上揭示了它与高阶厚板

理论间的关系.

相应地，式 (58)或式 (59)的边界条件变为

Nn or un

Nns or uns

Mn or ϕn

Mns or ϕns

Qn or w

, on Γ



(66)

此时，式 (56)中的记号 Qn变为

Qn = Qxnx + Qyny (67)

式 (65)以广义应力表示的平衡方程和式 (66)以

广义应力和广义位移表示的边界条件通称为低阶厚

板理论.正如文献 [13-14, 16]所指出的，该理论是变

分不自洽的；但由于只忽略了虚功中附加矩和附加

剪力产生的很小部分的虚功，该理论是一种变分渐

近的厚板理论.本文揭示了支撑它的数学基础 (见 5.2

节).

由于广义应力的定义式 (21)不因转角的定义不

同而异，因而，式 (65)表示了低阶厚板理论平衡方

程的客观性.考虑到式 (66)的后 3个边界条件，根据

变分学基本理论 [39]，低阶板理论是一个 6阶偏微分

方程问题.

如果引入本构关系式 (22)，将导出如下关于挠

度和转角的 3个微分方程

KtC55
(
φx + w,x

) − I
(
C11φx,xx + C12φy,xy

)
−

IC66

(
φx,yy + φy,xy

)
= 0

KtC44

(
φy + w,y

)
− I

(
C12φx,xy + C22φy,yy

)
−

IC66

(
φx,xy + ϕy,xx

)
= 0

Kt
[
C55

(
φx,x + w,xx

)
+ C44

(
φy,y + w,yy

)]
+

q(x, y) = 0



(68)

对于三阶剪切变形模型，式 (68)与 Murthy 理

论 [11]的控制方程在形式上相同.

不考虑中面内位移，由式 (66)得到板问题低阶

理论常见的 3种边界条件为：

(1)简支边界条件

Mn = 0

Mns = 0

w = 0

, on Γ


(69)

(2)固支边界条件

φn = 0

φns = 0

w = 0

, on Γ


(70)

(3)自由边界条件

Mn = 0

Mns = 0

Qn = 0

, on Γ


(71)

可以看到，由于采用了转角定义 φ，Murthy 理

论 [11] 在 3种边界条件下与式 (69)∼ 式 (71)一致，

因而是正确的；遗憾的是，由于转角 ψ 对应的 α =

αT , 1，Levinson理论 [9-10] 在固支边界条件因与式

(70)不一致而导致错误，2/3的剪切系数就是这种错

误的一种表现，同样的错误将发生在采用转角 χ (因

α = αT/2 , 1)的 Ambartsumian理论 [34-35]中.

5 矩形板扭转问题求解

如图 2所示，等厚度 t 的矩形板长为 2l、宽为

a，在 y = ±a/2的前后侧面边界上满足应力自由条

件，在 x = ±l 的左右侧面边界上作用纯扭矩、法向

应力自由，目的是求解 x = ±l 左右侧面边界上的剪

应力分布.这就是 Saint Venant扭转问题.
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图 2 矩形板的扭转

Fig. 2 Torsion of a rectangular plate

该问题可通过三维弹性理论 [37] 得到解析解

答. Reissner[7] 运用一阶剪切变形模型的中面位移

模式和带剪切系数的低阶厚板理论求解了该问题；

Levinson[9] 运用三阶剪切变形模型的中面位移模式

和变分渐近的低阶厚板理论求解了该问题；Shi[16]运

用三阶剪切变形模型的中面位移模式和变分自洽的

高阶厚板理论求解了该问题. 这里采用本文理论对

Saint Venant扭转问题进行求解，并与已有结果进行

比较.

5.1 高阶厚板理论解

不考虑板的中面变形部分，式 (59)①变为

Mn + Pn or φn

Mns + Pns or φns

Pn or ∂w/∂n

Pns or ∂w/∂s

Qn or w

, on Γ



(72)

若令 θ 表示沿 x 轴单位长度的扭转角，对于

Saint Venant扭转问题，按照 Reissner的描述 [7]，挠

度和转角在转动端面满足

∂w/∂s = ∂w/∂y = −φns = θl , on x = ±l (73)

这样，式 (72)的边界条件最终可表示为

Mn + Pn = 0

φns = −φxny + φynx = ±φy = −θl

Pn = 0

∂w/∂s =
(
nxw,y − nyw,x

)
= ±w,y = θl

w = ±θly

, at x = ±l


(74)

和

Mn + Pn = 0

Mns + Pns = 0

Pn = 0

∂w/∂s = nxw,y − nyw,x =

∓w,x = −aθ/2

Qn = 0

, at y = ±a
2



(75)

式 (75)的边界条件要求挠度 w和 φy 应具有如下形

式

w (x, y) = xyθ

φy (x, y) = −xθ


(76)

于是，Saint Venant问题变为仅求解转角 φx的问

题.将式 (76)代入式 (60)，得到关于转角 φx 的控制

方程为

(K + ξ)tC55(φx + yθ) − (η + 1)I (C11φx,xx + C66φx,yy) = 0

(77a)

(η + 1)I (C12φx,xy + C66φx,xy) = 0 (77b)

(K +ξ)tC55φx,x−ηI (C11φx,xxx+C12φx,xyy+2C66φx,xyy) = 0

(77c)

式 (77b)表明 φx只是 y的函数，因此，式 (77c)自动

满足，式 (77a)也因之退化为

∂2φx

∂y2
−m2φx = m2θy (78)

其中

m2 =
(K + ξ) tC55

(1 + η) IC66
(79)

式 (78)的通解为

φx = Ash (my) + Bch (my) − θy (80)

其中 A和 B为两个积分常数，需根据边界条件确定.

运用式 (75)的边界条件，不难得到

A =
2θ

m(1 + η) ch (ma/2)
(81a)

B = 0 (81b)

这样，由本文理论得到该问题的解为

w (x, y) = xyθ

φx (x, y) =
2θsh (my)

m(1 + η) ch (ma/2)
− θy

φy (x, y) = −xθ



(82)

①由于该问题在侧面边界处给定了挠度及其变化，这里选用式 (59)描述边界条件.
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考虑到式 (47)，一般转角定义时该问题的解为

w (x, y) = xyθ (83a)

ψ̃x (x, y) =
1
α

2θ · sh (my)
m(1 + η) · ch (ma/2)

− θy (83b)

ψ̃y (x, y) = −xθ (83c)

对于各向同性板，由于C55 = C66 = G (G为剪切

模量)，根据式 (14)、式 (19)和式 (20)，可得剪应力分

别为

τxy = G[z(φx,y + φy,x)+

g̃(z)(φx,y + φy,x + 2w,xy)]

τxz = G[1 + g̃′(z)](φx + w,x)


(84)

将式 (82)代入，式 (84)变成为

τxy(y, z) = 2Gθ{z[(Am/2θ)ch(my) − 1]+

g̃(z) · (Am/2θ)ch(my)}

τxz(y, z) = 2Gθ
[
(1 + g̃′(z))

A
2θ

sh (my)
]



(85)

若计

τxy (0, t/2) = −kxyGθt/2

τxz (a/2,0) = kxzGθt/2


(86)

得到两个剪应力系数分别为

kxy = −4

[
z
t

(
Am
θ

ch (my)
2

− 1

)
+

g̃(z)
2t

Am
θ

ch (my)

] ∣∣∣∣∣∣
y=0,z=t/2

kxz = 2
[
(1 + g̃′(z))

A
tθ

sh (my)
] ∣∣∣∣∣∣

y=a/2,z=0



(87)

该侧面的合扭矩 T可表示为

T =

∫ a/2

−a/2

∫ t/2

−t/2

(
τxyz− τxzy

)
dzdy = −k1Gθt

3a (88)

于是得到扭矩系数为

k1 = −
[
1
6

( A
aθ

sh (ma/2)− 1
)

+

K
A
aθ
−am· ch (ma/2) + 2sh (ma/2)

(mt)2

]
(89)

值得注意的是，由于 kxy, kxz及 k1均为剪应力及

其扭矩的无量纲化系数，因而不因转角定义而异.

5.2 低阶厚板理论解

不考虑中面变形，由式 (66)得出低阶厚板理论

的边界条件为

Mn or φn

Mns or φns

Qn or w

, on Γ


(90)

对于 Saint Venant扭转问题，式 (90)可具体表示

为

Mn = 0

φns = ±φy = −θl

w = ±θly

, on x = ±l


(91)

和

Mn = 0

Mns = 0

Qn = 0

, on y = ±a/2


(92)

显然，式 (76)仍然满足式 (91)和式 (92). 将式

(76)代入式 (68)，得到该问题关于转角 φx的控制方

程为

KtC55(φx + yθ) − I (C11φx,xx + C66φx,yy) = 0

I (C12φx,xy + C66φx,xy) = 0

KtC55φx,x = 0


(93)

同法可得到与式 (82)相似的下述解

w (x, y) = xyθ

φx = Āsh (ny) − θy

φy (x, y) = −xθ


(94)

其中

n2 = KtC55/(IC66) (95a)

Ā = 2θ/ [nch (na/2)] (95b)

运用式 (47)，得到一般转角定义时该问题的解

为

w (x, y) = xyθ (96a)

ψ̃x =
1
α

Āsh (ny) − θy (96b)

ψ̃y (x, y) = −xθ (96c)
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最终得到与式 (87)和式 (89)对应的 3个相关系

数为

kxy = −4
t

[
z

(
Ān
2θ

ch (ny) − 1

)
+ g̃(z)

Ān
2θ

ch (ny)

] ∣∣∣∣∣∣
y=0,z=t/2

kxz =
4
t

[
(1 + g̃′(z))

Ā
2θ

sh (ny)

] ∣∣∣∣∣∣
y=a/2,z=0

k1 = −
[
1
6

(
Ā
aθ

sh (na/2)− 1

)
+ Kt

Ā
t3aθ

·

−anch (na/2) + 2sh (na/2)
n2

]


(97)

5.3 比较与讨论

本文理论可同时给出一般高阶剪切变形模型时

Saint Venant问题的解. 参照附录 B中常见 4种高阶

剪切变形模型的参数，得到 3个相关系数如表 5所

示. 可以看出，不同高阶剪切变形模型得到的 kxy和

k1之间的差异很细微，而且低阶理论和高阶理论之

间的差别也不大.对于 kxz，不同高阶剪切变形模型给

出的结果差异较明显，尤其是指数模型，但低阶理论

与高阶理论间的差异仍然不明显，这是由本文所揭

示的两种理论间的数学关系所决定的.

Reissner[7] 和 Levinson[9] 分别采用转角 ψ时的低

阶厚板理论，得到了 Saint Venant问题的解，与表 5

中三阶剪切变形模型的结果比较列于表 6. 可以看

出，除应力假设不满足相容方程的 Reissner解 [7] 明

显有差异外，无论采用低阶理论还是高阶理论，其他

结果之间的差异都很小，这是由该问题不涉及固支

类边界条件的特性所决定的.

表 5 不同高阶剪切变形模型时本文理论得到的 kxy，kxz和 k1比较

Table 5 kxy, kxz andk1 from the present theory for different high-order shear deformation models

k a/t
Third-order Sine Hyperbolic sine Exponential

LPT HPT LPT HPT LPT HPT LPT HPT

kxy

1 1.342 1.344 1.344 1.354 1.342 1.343 1.347 1.365

2 1.859 1.858 1.858 1.860 1.859 1.858 1.857 1.863

∞ 2.000 2.000 2.000 2.000 2.000 2.000 2.000 2.000

kxz

1 1.453 1.442 1.347 1.328 1.448 1.438 1.570 1.535

2 1.575 1.566 1.464 1.443 1.570 1.562 1.709 1.667

∞ 1.581 1.572 1.469 1.448 1.576 1.567 1.715 1.673

k1

1 0.140 0.140 0.139 0.139 0.140 0.140 0.138 0.138

2 0.228 0.228 0.228 0.227 0.228 0.228 0.227 0.225

∞ 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

表 6 三阶剪切模型时不同理论得到的 kxy，kxz和 k1比较

Table 6 Comparison ofkxy, kxz andk1 for different theories with

the third-order shear deformation model

k a/t Exact[37] Reissner[7]

(LPT)

Levinson[9]

(LPT)

Shi[16]

(HPT)

Present

LPT HPT

kxy

1 1.35 1.21 1.34 1.34 1.342 1.344

2 1.86 1.83 1.86 — 1.859 1.858

∞ 2.00 2.00 2.00 2.00 2.000 2.000

kxz

1 1.33 1.45 — 1.44 1.453 1.442

2 — — — — 1.575 1.566

∞ — 1.58 — 1.56 1.581 1.572

k1

1 0.141 0.139 0.139 0.140 0.140 0.140

2 0.229 0.228 0.228 0.228 0.228 0.228

∞ 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3 1/3

但是，不同转角定义求解该问题时具体细节仍

有区别，这可从分析式 (83b)和式 (96b)得以体现.图

3表示采用三阶剪切变形模型时由式 (96b)得到的转

角沿宽度方向的变化，可以看出，由于 α 值差异较

大 (见表 4)，这些转角完全不同.

图 3 圣维南扭转问题三种转角的结果比较 (a/h = 1)

Fig. 3 Comparison of the three rotations in the Saint Venant torsion

problem whena/h = 1

6 结 论

本文采用力学方式研究板问题，遵循物理量先
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定义后使用和给定假设下进行数学推导的两个原则.

藉此，建立了板理论的虚功原理、平衡方程和边界条

件，厘清了现有板理论及其关系，包括不同转角表示

的板理论以及高阶和低阶厚板理论，通过求解 Saint

Venant扭转问题验证了本文理论.根据本文工作，得

到以下结论：

(1)板理论中的各物理量需要基于三维弹性理论

先定义再使用，这些物理量包括：挠度、转角等基本

物理量；内力、弯 (扭)矩、剪力等广义应力；特别是

广义应变概念，需按与广义应力的功共轭性进行定

义.

(2)厚板理论可通过具有统一高阶剪切变形模型

的中面位移模式进行研究，目前常用的三阶剪切变

形模型、正弦剪切变形模型、双曲剪切变形模型及指

数剪切变形模型在数学上都是统一高阶剪切变形模

型的特殊情形.

(3)板问题的虚功原理可采用广义应力和广义应

变表示，该原理对不同的转角定义是客观的，与三维

弹性理论的虚功原理是等价的.

(4)板问题的平衡方程可采用板理论中的广义应

力表示，边界条件可采用广义应力和广义位移表示.

本文板理论的正确性通过 Saint Venant扭转问题

求解得到了验证. 本文理论可直接用于研究振动问

题、屈曲问题、复合材料板问题以及计及微纳尺度

效应的板问题，也可进一步拓展至变厚度板问题.
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附录 A 4种高阶剪切变形模型中相关系数计算

根据表 3给出的 4种高阶剪切变形模型的相关函数，结

合式 (27)和式 (39)，分别得到了相关系数的表达式为：

对于三阶模型

K = 5/6

αT = 4/5

η = 1/84

ξ = 0



(A1)

对于正弦模型

K = π2/12

αT = 24/π3

η = π4/96− 1

ξ = −π2/12+ π6/1 152



(A2)

对于双曲模型

K =
cosh (0.5)− 2 sinh (0.5)

24 sinh (0.5)− 11 cosh (0.5)

αT =
24 sinh (0.5)− 11 cosh (0.5)

cosh (0.5)− 1

η =
3(−11e− 109e−1 + 70)

[11 cosh(0.5)− 24 sinh(0.5)]2

ξ =
1
4

11e+ 109e−1 − 70

[11 cosh (0.5)− 24 sinh (0.5)]2



(A3)

对于指数模型

K =
e−0.5

−3e−0.5 + 1.5
√

2πerf
(
0.5
√

2
) (A4a)

αT = −3e−0.5 + 1.5
√

2πerf
(
0.5
√

2
)

(A4b)

η =
1
6

{√
πerf(1)− 14e−1 + 12e−0.5

√
2π ·

erf
(
0.5
√

2
)
−6πerf2

(
0.5
√

2
)}/

{
2e−1 − 2e−0.5

√
2πerf

(
0.5
√

2
)

+ πerf2
(
0.5
√

2
)}

(A4c)

ξ =
1
18

[
3
√

πerf(1)+ 22e−1 − 12e−0.5
√

2πerf
(
0.5
√

2
)]/

(
2e−0.5 − √2πerf

(
0.5
√

2
))2

(A4d)

附录B 不同高阶剪切变形模型和不同板尺寸时Saint Venant

扭转问题涉及的主要参数值

由式 (79)和式 (95a)得到

(mt)2 = 12
K + ξ

1 + η

(nt)2 = 12K


(B1)

给定 ma和 na，由式 (81a)和式 (95b)得到

mA/θ =
2

(1 + η)ch(ma/2)

nĀ/θ =
2

ch(na/2)


(B2)

参考表 4中高阶剪切变形模型的参数，根据式 (B1)和式

(B2)，得到式 (87)与式 (89)及式 (97)的解中所涉及主要参数

值如表 B1所示.
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表 B1 不同高阶剪切变形模型和不同板尺寸时 Saint Vevant扭转问题涉及的主要参数值

Table B1 Some parameters in the Saint Venant’s torsion problem for HSD models and plate dimensions

Model type a/t
HPT LPT

mt ma mA/θ nt na nĀ/θ

third-order
1 3.143 6 3.143 6 0.787 0 3.162 3 3.162 3 0.789 5

2 3.143 6 6.287 2 0.170 2 3.162 3 6.324 6 0.169 0

∞ 3.143 6 ∞ 0.000 0 3.162 3 ∞ 0.000 0

sine
1 3.141 6 3.141 6 0.785 5 3.141 6 3.141 6 0.797 1

2 3.141 6 6.283 2 0.170 0 3.141 6 6.283 2 0.172 5

∞ 3.141 6 ∞ 0.000 0 3.141 6 ∞ 0.000 0

hyperbolic sine
1 3.143 4 3.143 4 0.787 2 3.163 5 3.163 5 0.789 1

2 3.143 4 6.286 9 0.170 2 3.163 5 6.327 1 0.168 8

∞ 3.143 4 ∞ 0.000 0 3.163 5 ∞ 0.000 0

exponential
1 3.143 7 3.143 7 0.782 3 3.120 8 3.120 8 0.804 7

2 3.143 7 6.287 3 0.169 2 3.120 8 6.241 5 0.176 1

∞ 3.143 7 ∞ 0.000 0 3.120 8 ∞ 0.000 0


