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循环球变比转向器螺母变比齿廓数值建模与加工方法

牛子孺
1，辛振波

1，李刚炎
2，涂　鸣

3，赵新学
4，李　扬

1，汪力衡
1，王建福

1

(1.山东农业大学 机械与电子工程学院，山东 泰安 271018；2.武汉理工大学 机械与电子工程学院，湖北 武汉 430070；
3.华中农业大学 工学院，湖北 武汉 430070；4.滨州学院 机电工程学院，山东 滨州 256603)

摘　要:循环球变比转向器中具有变化传动比齿廓的螺母是实现变比转向的关键部件，螺母变比齿廓为与之啮合

的齿轮渐开线齿廓按照变比传动关系包络运动后形成的包络面，因包络过程较为特殊，导致了其建模困难，由此

阻碍了变比齿廓数控加工的实现。作者研究一种面向数控加工的变比齿廓数值建模方法，实现变比齿廓的数控

端铣加工。该方法将转向器变比齿扇螺母副中的渐开线齿扇，看作无数无限接近且垂直于其轴线的平面与其截

交后截交线的集合，与螺母齿条变比齿廓相交且平行于螺母齿条长度方向的计算直线，随螺母变比传动，与对应

截交线渐开线齿廓的交点中，长度值取得极值的点为变比齿廓点。建立了变比齿廓求解数学模型，开发了求解算

法，通过设置计算直线间距，生成了直接用于数控端铣等残留高度刀具路径规划的变比齿廓点云，规划了刀具路

径；并且采用生成的齿廓点云，实现了刀头半径选择以及刀位点刀杆矢量的计算，实现了变比齿廓的数控端铣加

工。从变比齿廓的关键设计参数“变比曲线”和“变速传动特性”入手，提出了变比齿廓设计的验证方法，通过试制

样件的测试，验证了方法的正确性。该方法克服了采用啮合原理设计变比齿廓时，建立的啮合方程的解不唯一；

无法获得变比齿廓齿顶、齿根边界点的精确值；有些出于解析需要选择的参数不直接对应数控加工，数据转换时

会引入原理性误差等弊端，实现了循环球变比转向器变比齿廓的数字建模和数控端铣加工。
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Digital Modeling and Manufacturing Method of Rack Variable
Ratio Tooth Profile of Recirculating Ball Steering Gear
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Abstract: The variable ratio tooth profile is the key to realize “variable transmission ration” for recirculating ball variable ratio steer-

ing gear, and it is a kind of envelope surface formed by the envelope process of involute tooth profile in accordance with the variable

ratio transmission relationship.This special envelope process leads to difficulties in modeling and Computer Numerical Control (

CNC) machining of the variable ratio tooth profile. Focused on the digital design method and CNC machining method for variable ra-

tio tooth profile of recirculating ball variable ratio steering gear, the gear sector of variable ratio gear pair was taken as a set of inter-

section lines obtained by using countless planes perpendicular to the axis of the gear sector to cut the gear sector. Assuming that there

was a line through a point on the variable ratio tooth profile and parallel to the variable ratio rack would generate a series of interac-

tions between this line and the corresponding intersection lines in gear transmission, and the point that the length coordinate value

was the extremum of all intersections was a variable ratio tooth profile point. The mathematical models used to solve the variable ra-

tio tooth profile points were established and the corresponding solution algorithm was developed. Tooth profile point cloud of a vari-
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able ratio rack was obtained based on this method. Using the tooth profile point cloud, planning of the tool path, size selection of the

finishing tool and calculation of the cutter bar vector at cutter-contact point were completed, and CNC end milling of the variable ra-

tio tooth profile was achieved. The relevant tests of transmission ratio and transmission stability on the sample were performed, and

the experimental results verified the correctness of the proposed method. This method could overcome some disadvantages of design-

ing variable ratio tooth profile with meshing principle, and realize the digital modeling and CNC end milling of variable ratio tooth

profile .

Key words: recirculating ball variable ratio steering gear; variable ratio tooth profile; digital modeling; end milling; transmission stability

汽车转向器决定的转向传动比，是影响汽车转

向性能的重要因素。一般来讲，汽车高速直线行驶

时，为了保证行驶稳定性，期望的转向传动比较大；

汽车低速大转弯行驶时，为了使转向轻便快速，期望

的转向传动比较小；不同行驶工况下，汽车转向的共

性需求是“变化的传动比”。机械式变比转向器在传

统定比转向器的基础上，通过改变转向器转向齿轮

的齿廓形状实现变比转向，不改变转向器原有结构

和控制方式，具有故障率低、维修简单、可靠性高等

优点，应用前景广阔。循环球变比转向器（如图1所
示）具有两级传动副，第1级传动副是螺杆螺母副，第

2级传动副为变比齿扇螺母副；螺母上具有变比齿廓

的齿条与渐开线齿廓齿扇啮合实现变比传动；螺母

齿条变比齿廓是与之啮合的齿扇渐开线齿廓按照变

比曲线约束的运动关系，包络后形成的非渐开线曲

面。如何优化设计并保证制造满足设计要求，是变比

齿廓设计制造中的理论问题。

齿轮复杂齿廓的建模方法，主要有布尔运算

法[1–3]和啮合原理法[4–7]。布尔运算法基于齿廓范成

加工原理，通过三维建模软件布尔宏程序编译与运

算，实现齿廓实体建模，理论简单、过程直观，但是齿

廓残留的布尔切痕严重影响了模型精度。胡剑等[3]将

变比曲线表征的渐开线齿轮转角和变比齿条位移关

系数字化，在CATIA中实现了汽车转向器变比齿廓

实体模型的建立。啮合原理法[8-11]通过分析齿轮副啮

合关系，建立啮合方程，采用数值求解生成离散化的

齿廓点云，曲面拟合后得到齿廓实体模型，建模精度

较高。贺敬良等 [4]研究了循环球变比转向器变比原

理，推导了变比齿轮副啮合方程，生成了变比齿廓模

型。研究表明[10]，采用啮合原理求解变比齿廓有着种

种弊端：当变比齿轮副重合度大于1时，建立的啮合

方程解不唯一；变比齿廓边界条件复杂，无法获得齿

顶、齿根边界点的精确值；有些出于解析需要选择的

参数不直接对应数控加工，数据转换时会引入原理

性误差等。

齿轮齿廓加工方法主要有范成加工法[12–14]和端

铣加工法[15–16]。齿廓范成加工基于啮合原理，王延忠

等[12]提出一种采用渐开线碟形砂轮磨削面齿轮的加

工方法，该方法基于面齿轮齿廓成形原理及范成磨

削加工原理，推导了面齿轮齿廓方程，并计算出了磨

削过程中啮合点的刀位。端铣加工需首先建立齿廓

的实体模型或点云模型，规划刀具路径后，实施物理

加工。Chen等[15]提出一种数控端铣加工准双曲面齿

轮的方法，推导了刀具位姿计算数学模型，为提高准

双曲面齿轮加工精度提供了有效途径。国外已有成

熟的机械式变比转向器产品，但是由于技术封锁，尚未

有提及转向器齿轮变比齿廓制造方法的文献资料。

作者提出一种面向端铣加工的循环球变比转向

器螺母齿条变比齿廓数值建模方法，生成了可直接

用于端铣等残留高度刀具路径规划的变比齿廓点

云，避免了其它建模方法生成加工用点云时，存在的

测量误差、曲面拟合误差和计算误差，提高了刀具路

径规划的精度和效率。并且采用生成的变比齿廓点

云，根据球头铣刀加工变比齿廓的几何特征，实现了

许用最大刀头半径的计算。在避免干涉的前提下，提

出了刀触点法矢与刀杆矢量许用最小夹角的计算方

法，实现了刀触点等线速度切削，获得了较为统一的

变比齿廓表面加工质量。通过样件试制与传动比、传

动稳定性测试分析，验证了本文方法、模型及算法的

正确性。

1   螺母齿条变比齿廓数值建模

1.1   变比齿廓求解概念模型

为了建立螺母齿条变比齿廓建模，将循环球变

比转向器渐开线齿扇看作无数垂直于其轴线的无限接

 

1. 钢球；2. 钢球导管；3. 转向器壳体；
4. 转向螺杆；5. 齿扇；6. 转向螺母。
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图 1　循环球变比转向器结构示意图

Fig. 1　Schematic of recirculating ball variable ratio steer-
ing gear
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近的平面截切其实体后得到的截交线集合。变比齿扇

螺母副传动可以看作螺母齿条变比齿廓与截交线集渐

开线齿廓的啮合，参与啮合的截交线渐开线齿廓与变

比齿廓为点接触，所有啮合点的集合构成变比齿廓。

M

螺母齿条变比齿廓点云求解概念模型如图2所
示，定义过变比齿廓上任意一点 ，且平行于螺母齿

条长度方向的直线为“计算直线”，与螺母固连；变比

传动过程中，计算直线与对应截交线渐开线齿廓相

交，所有交点中，齿条长度方向取得极值的点，为此

计算直线对应的变比齿廓点。

1.2   截交线齿廓渐开线曲线族方程

s1 (o1− x′y′z′) s2 (o2− xyz)
s3

(
o3−ε′ηz

′′
)

s4 (o4−εηz)
z

截交线齿廓渐开线随其绕轴线转动时，在空间

形成的曲线束称为渐开线曲线族。首先建立变比齿

扇螺母副坐标系统（如图3所示），包含4个笛卡尔直

角坐标系， 为螺母固联坐标系，

为螺母参考坐标系， 为齿扇固联坐标系，

为齿扇参考坐标系。规定齿扇中间齿关于

轴对称时，为变比齿廓点求解初始时刻，对应变比

o

曲线对称中心的传动比，此时刻4个坐标系的原点重

合于图3所示的点 ，为齿扇分度圆圆心。

σ0 σ′0

z′′

如图4所示，定义 、 分别为初始时刻，齿扇中

间齿的右侧渐开线起点、左侧渐开线起点与基圆圆

心连线和 轴夹角。则截交线集中任意截交线各个齿

右侧渐开线曲线族方程为：
ε′ = Rb sin(σκ +µ+φc)−µRb cos(σκ +µ+φc) ;
z′′ = Rb cos(σκ +µ+φc)+µRb sin(σκ +µ+φc) ;
σκ = σ0±2πκ/z, κ = 0,1,2, · · · ,n

（1）

截交线集中任意截交线各个齿左侧渐开线曲线

族方程为：
ε′ = Rb sin

(
σ′κ −µ+φc

)
+µRb cos

(
σ′κ −µ+φc

)
;

z′′ = Rb cos
(
σ′κ −µ+φc

)−µRb sin
(
σ′κ −µ+φc

)
;

σ′κ = σ
′
0±2πκ/z, κ = 0,1,2, · · · ,n

（2）

R µ = ∂+ θ ∂ θ

φc z
σκ κ

σ′κ κ

式中： 为齿扇分度圆半径； ， 、 分别为渐开

线上任意一点的压力角和展角； 为齿扇转角； 为

齿扇齿数； 为第 个齿的右侧渐开线齿廓的初始

角； 为第 个齿的左侧渐开线齿廓的初始角。

 

φ
0

ω

v

计算直线

截交线

变比齿条

点M

图 2　变比齿廓求解概念模型图

Fig. 2　Concept model schematic of variable ratio tooth
profile solving
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图 3　变比齿扇螺母副坐标系统图

Fig. 3　Coordinate system diagram of variable ratio gear
sector nut pair
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(a) 渐开线右齿廓 (b) 渐开线左齿廓
 

图 4　渐开线曲线族方程推导用图

Fig. 4　Schematics of involute curve family formula derivation
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1.3   计算直线与渐开线交点方程

s1 (o1− x′y′z′)
(
x′,y′q,z′m

)
s3

(
o3−ε′ηz

′′
) (

ε′,η,z′′
)

根据建立的渐开线曲线族方程，结合齿扇固联

坐标系到螺母固联坐标系的转换关系，计算直线上

的点在螺母固联坐标系 的坐标

转换到齿扇固联坐标系 中的坐标

应满足方程：{
x′ = ε′ cosφc+ z′′ sinφc+ s;
z′m = −ε′ sinφc+ z′′ cosφc, m = 0,1,2, · · · ,n

（3）

可以得到计算直线与对应截交线各个齿右侧渐

开线齿廓的交点应满足方程（4）。

x′ = ε′ cosφc+ z′′ sinφc+ s;
z′m = −ε′ sinφc+ z′′ cosφc;
ε′ = Rb sin(σκ +µ+φc)−µRb cos(σκ +µ+φc) ;
z′′ = Rb cos(σκ +µ+φc)+µRb sin(σκ +µ+φc) ;
σκ = σ0±2πκ/z;
φc = f −1 (s) , m, κ = 0,1,2, · · · ,n

（4）

计算直线与对应截交线各个齿左侧渐开线齿廓

的交点满足方程（5）。

x′ = ε′ cosφc+ z′′ sinφc+ s;
z′m = −ε′ sinφc+ z′′ cosφc;
ε′ = Rb sin

(
σ′κ −µ+φc

)
+µRb cos

(
σ′κ −µ+φc

)
;

z′′ = Rb cos
(
σ′κ −µ+φc

)−µRb sin
(
σ′κ −µ+φc

)
;

σ′κ = σ
′
0±2πκ/z;

φc = f −1 (s) , m, κ = 0,1,2, · · · ,n

（5）

φc = f −1 (s)式中， 是变比曲线表征的螺母变比齿条位

移与齿扇转角关系方程，变比曲线通式如下：

i (φc)=


i1 (|φc| ≤ φc1) ;
i1−i2

2
cos

(
π |φc|
φc2−φc1

− πφc1

φc2−φc1

)
+

i1+i2

2
(φc1≤|φc|≤φc2) ,

i2 (φc2 ≤ |φc| ≤ φcmax)
（6）

变比齿廓点求解时，截交线齿顶圆与基圆之间

的渐开线为有效渐开线，其上的每一点对应一组压

力角和展角，定义截交线渐开线齿廓某点处的压力

角和展角之和为“判断角”，判断角与交点存在一一

对应关系，计算时通过判断角的值，判断交点是否在

截交线的有效渐开线上，即满足：
µb ≤ µ ≤ µa （7）

µb µa式中， 为截交线基圆处的判断角， 为截交线齿顶

圆处判断角。

1.4   变比齿廓求解数学模型

根据建立的变比齿扇螺母副坐标系，可以确定

计算直线与截交线各个齿右侧渐开线齿廓相交时，

变比齿廓点的长度值为最大值；计算直线与截交线

各个齿左侧渐开线齿廓相交时，变比齿廓点的长度

值为最小值，结合约束最优的数学思想，建立变比齿

廓点求解数学模型。与右侧渐开线齿廓啮合的变比

齿廓点长度值计算数学模型为：

min(−x′) = −ε′ cosφc− z′′ sinφc− s,

s.t.



Rb cos(σκ +µ+φc)+µRb sin(σκ+µ+φc)=z
′′
;

Rb sin(σκ+µ+φc)−µRb cos(σκ+µ+φc)=ε′;
σκ = σ0±2πκ/z;
−ε′ sinφc+ z′′ cosφc = z′m;
µ′f ≤ µ ≤ µa;

φc = f −1 (s) ;
φcmi ≤ φc ≤ φcma, m, κ = 0,1,2, · · · ,n

（8）

与左侧渐开线齿廓啮合的变比齿廓点长度值的

计算数学模型为：

min(x′) = ε′ cosφc+ z′′ sinφc+ s,

s.t.



Rb cos
(
σ′κ−µ+φc

)−µRb sin
(
σ′κ−µ+φc

)
=z′′ ;

Rb sin
(
σ′κ−µ+φc

)
+µRb cos

(
σ′κ −µ+φc

)
= ε′;

−ε′ sinφc+ z′′ cosφc = z′m;
σ′κ = σ

′
0±2πκ/z;

µ′f ≤ µ ≤ µa;
φc = f −1 (s) ;
φcmi ≤ φc ≤ φcma m, κ = 0,1,2, · · · ,n

（9）

[
φcmi,φcma

]
y′ z′

(x′,y′,z′)

式中， 为齿扇转角范围。采用上述模型计算

得到变比齿廓点的长度值，并可以得到模型的返回

值 和 ，进而得到变比齿廓点在螺母固联坐标系中

的坐标值 。

1.5   变比齿廓求解算法

循环球变比转向器螺母齿条变比齿廓点云求解

算法如下：

σ′0 σ0

[
µb,µa

]
步骤1　计算初始时刻齿扇中间齿左右渐开线

齿廓的初始角 和 ，及齿扇各齿左右渐开线齿廓

的初始角，计算齿扇基圆和齿顶圆上的判断角，确定

判断区间 ；

x′oz′

s3

(
o3−ε′ηz

′′
)

∆φc

s

µ
[
µb,µa

]
s1 (o1− x′y′z′)
∆φc

步骤2　在齿扇中间截面 内，选择螺母变比

齿条齿顶对应的计算直线为初始计算直线，在坐标

系 内，从初始时刻开始，按照设计要求每

增加一个齿扇转角 ，根据变比齿扇螺母副的变比

曲线，计算螺母变比齿条的位移 ，计算齿扇中间截

面截交线各齿左右渐开线齿廓与初始计算直线的交

点，如果交点的判断角 在区间 内，则此交点为

有效交点，坐标转换后，得到有效交点在坐标系

中的坐标值，存储转角区间内每一个步

长 时的各交点对应的位移、转角、判断角、交点坐

标和交点对应的截交线齿廓渐开线编号等参数值；

步骤3　在齿扇转角行程中，将初始计算直线与

每条渐开线齿廓交点中长度值取得极值的点，作为

齿廓点次优解，计算得到此计算直线对应的全部变
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比齿廓点次优解；

∆φc

φ µ

步骤4　以变比齿廓点次优解作为迭代初始值，

以此值对应的前后2个步长 的交点的返回值，确

定变量 、 等参数的取值范围，求解非线性规划数学

模型，得到变比齿廓点最优解；

步骤5　依次求解螺母变比齿条齿高区间内，按

照设计要求设定间距的各计算直线对应的变比齿廓

点，生成齿扇中间截面变比齿廓点云；

步骤6　由于螺母齿条变比齿廓为可展直纹面，

按照齿廓点间距设计要求，沿变比齿条齿宽方向，延

展齿扇中间截面齿廓点云，生成变比齿廓点云模型。

2   螺母齿条变比齿廓的数控加工

基于CAM的变比齿廓数控加工，需采用曲面拟

合后的齿廓实体模型，在粗、半精加工时，可快速生

成加工代码，精加工时，由于无法避免点云生成齿廓

实体的拟合误差，影响加工精度；采用啮合原理生成

的变比齿廓点沿啮合线分布，点云拓扑形状不佳，必

须由点云生成实体模型，再由实体模型生成用于刀

具路径规划的点云，存在拟合及计算误差，同样影响

变比齿廓加工精度。

提出一种变比齿廓数控端铣加工方法，粗、半精

加工依然基于CAM系统，变比齿廓精加工刀具路径

规划时，采用提出的变比齿廓点云计算方法，根据刀

具路径规划的要求，设置计算直线间距，生成可以直

接用于刀具路径规划的变比齿廓点云，避免了点云

到曲面，再由曲面生成规划用点云的拟合、计算等误

差；利用生成的齿廓点云，实现刀具选择，避免了反

复试制选刀的弊端；利用齿廓点云，计算刀杆矢量，

避免干涉的同时实现刀触点等线速度切削。

2.1   变比齿廓端铣加工刀头半径计算

s1 (o1− x′y′z′)
刀头半径计算数学模型在螺母固联坐标系

中建立。加工变比齿廓时，为了避免球头

铣刀刀头与变比齿条齿根的局部干涉，齿根处各点

与刀位点之间的距离需满足：

rf ≤
∣∣∣z′0i− z′d

∣∣∣ , i = 0,1,2, · · · ,n （10）

z′0i z′ z′d
z′

式中， 是刀位点的 坐标值， 是变比齿条齿根处各

点的 坐标值。加工变比齿廓时，为了避免刀头与齿

廓点及过渡曲线点发生局部干涉，需满足：
r2

f ≤
(
x′j− x′0i

)2
+

(
y′j− y′0i

)2
+

(
z′j− z′0i

)2
, i, j = 0,1,2, · · · ,n

（11）(
x′j,y

′
j,z′j

)
(
x′0i,y

′
0i

)
x′ y′

式中， 是变比齿廓点或过渡曲线点的坐标，

为刀位点的 坐标和 坐标。加工时，被加工

齿廓点在球头铣刀的刀头球面上，其刀位点在变比

齿条被加工齿廓点的法矢方向上，所以需满足：


r2

f =
(
x′cκ − x′0i

)2
+

(
y′cκ − y′0i

)2
+

(
z′cκ − z′0i

)2;(
x′cκ − x′0i

)
/mκ =

(
y′cκ − y′0i

)
/nκ;(

x′cκ − x′0i

)
/mκ =

(
z′cκ − z′0i

)
/pκ, i, κ = 0,1,2, · · · ,n

（12）(
x′cκ,y

′
cκ,z′cκ

)
(mκ,nκ, pκ)

式中， 为被加工变比齿廓点的坐标值，

为被加工变比齿廓点处的法矢，某一时刻，

变比齿廓与渐开线齿廓在共有变比齿廓点处有相同

的法矢。基于约束最优的数学思想，建立的球头铣刀

刀头半径计算数学模型为：

min (−r f )

s.t.



r f ≤
∣∣∣z′0i− z′d

∣∣∣ ;
r2

f ≤
(
x′j− x′0i

)2
+

(
y′j− y′0i

)2
+

(
z′j− z′0i

)2
;

r2
f =

(
x′cκ − x′0i

)2
+

(
y′cκ − y′0i

)2
+

(
z′cκ − z′0i

)2;(
x′cκ − x′0i

)
/mκ =

(
y′cκ − y′0i

)
/nκ;(

x′cκ − x′0i

)
/mκ =

(
z′cκ − z′0i

)
/pκ, i, j, κ = 0,1,2, · · · ,n

（13）

2.2   变比齿廓端铣加工刀位点计算

按照数控端铣等残留高度刀具路径规划方法，

依据加工要求，设置刀具路径规划用网格面各个顶

点的横向和纵向间距，再由网格面的顶点对应计算

直线，生成计算直线集，最终生成变比齿廓点云，规

划精加工刀具路径，计算刀位点。

2.3   变比齿廓端铣加工刀杆矢量计算

为了获得加工质量统一的变比齿廓曲面，期望

在每个刀触点处采用相同的切削线速度；即期望在

各个刀触点，采用刀头球面上以刀杆矢量为轴线的

同一圆进行铣削加工。由于刀触点的法矢指向刀位

点，由等残留高度几何模型中可知，刀触点法矢与刀

位点法矢近似相等；在每个刀触点，为了获得相同的

切削线速度，需使的每个刀位点处的刀杆矢量与刀

位点法矢的夹角为一定值。

s1 (o1− x′y′z′)

ψmin

s1 (o1− x′y′z′)
γx′ ,γy′ ,γz′ γ′x′ ,γ

′
y′

x′o1y′ x′,y′

由于变比齿条工件几何形状的限制，在同一刀

位点，刀杆矢量与刀位点法矢的夹角值不能任意设

定，为了实现刀触点的等线速度切削，需要基于生成

的变比齿廓点云，在螺母固联坐标系 内，

避免加工干涉的前提下，计算每个刀位点许用的刀

杆矢量与刀位点法矢的最小夹角 ，进而确定最小

夹角对应的刀杆矢量。刀杆矢量与坐标系

各坐标轴的夹角为 ， 为刀杆矢量在

平面内的投影与 轴的夹角，几何关系如图5
所示，满足方程（14）。

cos γx′ = sin γz′ cos γ′x′ ,
cos γy′ = sin γz′ cos γ′y′ ,
γ′x′ +γ

′
y′ = π/2

（14）
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刀位点许用的刀杆矢量与刀位点法矢最小夹角

计算时，首先计算当刀杆矢量为刀位点法矢时，对应

变比齿廓点云（对应的齿廓点云是指与此刀位点对

应的齿廓在同一齿槽，但不在此刀位点对应齿廓上

的齿廓点集）各个齿廓点到刀杆矢量的距离，计算公

式为（15），此时的刀杆矢量称为“初始刀杆矢量”，刀

位点法矢参照等残留刀具路径规划中的计算方法。
x′z− x′0
cos γx′

=
y′z− y′0
cos γy′

=
z′z− z′0
cos γz′

,(
x′c− x′z,y

′
c− y′z,z′c− z′z

) · (cos γx′ ,cos γy′ ,cos γz′
)
= 0,

|QiP| =
√(

x′c− x′z
)2
+

(
y′c− y′z

)2
+

(
z′c− z′z

)2

（15）(
x′0,y

′
0,z′0

) (
x′z,y

′
z,z′z

)(
γx′ ,γy′ ,γz′

)(
x′c,y

′
c,z′c

) |QiP|
Qi

式中， 为刀位点坐标， 为齿廓点到刀

位点法矢的垂足坐标，  为刀杆矢量与坐标

轴的夹角， 为齿廓点坐标， 为齿廓点

到刀杆矢量的距离。

计算对应变比齿廓点云中各个齿廓点到此刀位

点处初始刀杆矢量的距离后，分以下两种情况讨论：

1）如果变比齿廓点云中所有的齿廓点到初始刀

杆矢量的距离大于刀头半径，则此刀位点许用的刀

杆矢量与刀位点法矢的最小夹角为0度。

x′o1y′ x′ γ′x′

∆γ′x′ x′o1y′ x′

γ′x′ ±n ·∆γ′x′ (n = 1,2,3, · · · ,m) Πi

Πi z′

γz′ γz′ z′

Πi

∆γz′

Πi

2）如果变比齿廓点云中有部分齿廓点到刀杆矢

量的距离小于刀头半径，则将初始刀杆矢量在

平面内的投影与 轴的夹角 按照一定的步长

增加或减小，并构建垂直于 平面与 轴的夹

角为 的平面 ，如图6（a）
所示；在平面 内构建过此刀位点且与 轴夹角为

（此时 是指初始刀杆矢量与 轴的夹角）的直线

作为刀杆矢量的计算直线，在平面 内，按照一定的

步长，以此刀位点为转动中心转动计算直线，直

到对应变比齿廓点云中的所有齿廓点到该计算直线

的距离大于刀头半径，将此时的计算直线作为该平

面内的“平面初始刀杆矢量”，如图6（b）所示；完成

各个 平面的平面初始刀杆矢量的计算，选取计算

得到的与刀位点法矢夹角最小的平面初始刀杆矢量

为刀杆矢量初值。

采用刀杆矢量初值，及其对应的各个参数的初

值或区间，求解刀杆矢量与刀位点法矢夹角最小值

的数学模型（16），得到许用的与刀位点法矢夹角最

小的刀杆矢量的空间位置，及其最小夹角值。

max cos ψ =
cos γx′ cos ϕx′+cos γy′ cos ϕy′+cos γz′ cos ϕz′√

cos2γx′+cos2γy′+cos2γz′+
√

cos2ϕx′+cos2ϕy′+cos2ϕz′
,

s.t.



√(
x′ci
− x′zi

)2
+

(
y′ci
− y′zi

)2
+

(
z′ci
− z′zi

)2
≥ r f ;(

x′ci
−x′zi

,y′ci
−y′zi

,z′ci
−z′zi

)
· (cosγx′ ,cosγy′ ,cosγz′

)
=0;

x′zi
− x′0

cos γx′
=

y′zi
− y′0

cos γy′
=

z′zi
− z′0

cos γz′
;

cos γx′ = sin γz′ cos γ′x′ ;
cos γy′ = sin γz′ cos γ′y′ ;
γ′x′ +γ

′
y′ = π/2;

γz′min ≤ γz′ ≤ γz′max;
γ′x′min ≤ γ′x′ ≤ γ′x′max, i = 0,1,2, · · · ,n

（16）(
ϕx′ ,ϕy′ ,ϕz′

)

γ′x′、γ
′
y′

γz′

式中， 为刀位点法矢与各个坐标轴的夹

角。在全部刀位点计算得到的各个刀杆矢量与刀位

点法矢许用最小夹角中，选取最大值，作为加工时许

用的刀杆矢量与刀位点法矢夹角的最小值；实际加

工时，设定全部刀位点处的刀杆矢量与其法矢的夹

角为大于许用最小夹角的定值，实现刀触点的等线

速度切削。设置方法为：对单个刀位点，采用公式

（16）计算得到其刀杆矢量与刀位点法矢许用的最小

夹角后，如图5所示，不改变最小夹角对应的 的

值，按照一定步长逐步增加 ，根据公式（14）计算各

 

γz'

γ'x'
γ'y'

γx' γy'

x'

y'

z'

P

P⊥' 垂足

o
1

图 5　刀杆矢量几何关系图

Fig. 5　Diagram of vector geometrical relationship of cut-
ter bar

 

 

(a) 平面     的生成示意图

变比齿条变比齿廓

刀杆矢量1

刀杆矢量3

刀杆矢量2
刀位点

(b)     
i
 平面初始刀杆矢量计算图

图 6　刀杆矢量初值计算图

Fig. 6　Schematic of the calculation of initial value of cut-
ting bar vector
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步长下刀杆矢量与此刀位点法矢的夹角（直到加工

时设置的夹角），得到此时刀杆矢量的空间位置。

3   螺母齿条变比齿廓建模与加工方法验证

3.1   变比齿廓建模实例

Rb = 30.16 mm B = 48 mm
δ = 5◦

8.99 mm
15.74 mm 27.42 mm

6.67 mm
17.70 mm 26.43 mm

22 mm
8.14 mm 16.49 mm
27.03 mm R f = 27.31 mm

Ra = 46.02 mm

为验证前述变比齿廓建模与加工方法的正确

性，下面给出一个具体工程实例，某型循环球变比转

向器齿扇为3齿设计，各齿采用变厚设计，设计参数

为 ： 基 圆 ， 齿 宽 ， 锥 角 为

，过基圆柱轴线作一平面，中间齿大端渐开线起

点到此平面的距离为 ，两侧齿大端渐开线起

点到此平面的距离为 、 ，中间齿小

端渐开线起点到此平面的距离为 ，两侧齿小

端渐开线起点到此平面的距离为 、 ，

距大端 轴截面上，中间齿渐开线起点距此平面

，两侧齿渐开线起点距此平面 、

。齿扇大端齿根圆半径为 ，齿

顶圆半径为 。设计用循环球变比转向

器变比齿扇螺母副的变比曲线为：

i =
P

360

[
−1.5cos

(
φc

60
π
)
+16.75

]
, −47◦ ≤ φc ≤ 47◦

（17）

φc P P = 15 mm式中， 为齿扇转角， 为螺距，本实例中 。

0.2 mm
0.2 mm

∆φc = 0.02◦

将变厚齿扇离散成截交线集，轴向间距为 ，

在每条截交线所在平面内，以 间距生成此截

交线对应的计算直线集。计算变比齿廓点初值时的

计算步长为 ，生成的变比齿廓点云如图7
所示，曲面拟合后的变比齿廓实体模型如图8所示。

3.2   变比齿廓加工实例

G

rf = 1.5 mm

gc = 2ϑ
√

2r fδ

δ = 0.001 mm ϑ = 0.6

采用设计的变比齿廓实体模型，基于CAM系统，

实施数控端铣粗加工、半精加工仿真后，生成数控加

工 代码。变比齿廓精加工时，采用第4.1节生成的变

比齿廓点云计算许用最大刀头半径，选用

的球头刀；根据公式 设定计算直线的间

距，生成用于刀位点计算的变比齿廓点云，采用等残

留高度刀具路径规划，得到刀位点坐标，其中残留高

度 、调节系数 ，初值计算步长

∆φc = 0.01◦

12◦

。根据刀杆矢量计算结果，设置加工时各

个刀位点的刀杆矢量与刀位点法矢的夹角全部为

。编写数控加工代码，试制的此型循环球变比转向

器螺母齿条变比齿廓，如图9所示。

采用三坐标测量仪对试制的螺母齿条变比齿廓

进行了测量，并对加工误差进行了分析。计算了变比

齿廓最大加工误差和最小加工误差，结果如下：

emin = 0.003 1 mm, emax = 0.097 4 mm （18）

采用最小二乘法计算得到平均加工误差为：

e = 0.031 7 mm （19）

3.3   变比齿廓传动比及传动稳定性测试

变比齿廓最重要的设计参数是“变比曲线”，齿

廓变比传动的“传动稳定性”是其重要性能指标，表

征参数为：传动误差、传动速度和传动加速度。作者

试制了循环球变比转向器样件，基于汽车行业标准

“汽车转向器总成台架试验方法”QC/T29096—2014，
通过测试分析样件变比齿廓的传动比及传动稳定

性，验证设计与制造方法，测试如图10所示。

0.03◦

0.23◦

0.003◦

变比齿扇螺母副角传动误差测试结果如图11所
示，测试载荷下，最大瞬时误差为 ，误差百分比

最大值为8.08%，一个转向行程内，总误差为 ，

平均误差为 。
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图 7　变比齿廓点云图

Fig. 7　Schematic of variable ratio tooth profile point cloud
 

 

图 8　变比齿廓实体模型图

Fig. 8　Entity model schematic of variable ratio tooth profile
 

 

图 9　螺母齿条变比齿廓图

Fig. 9　Representation of nut rack variable ratio tooth profile
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变比齿扇螺母副角速度测试结果如图12所示。

角加速度测试结果如图13所示，测试载荷下，角

0.32◦/s

0.13◦/s

21.84◦/s2

3.99◦/s2

速度波动幅值为 ，角速度误差百分比最大值

为9.38%，角速度波动平均值为 ；测试载荷下，

角加速度波动幅值为 ，角加速度波动平均值

为 。

0.07 mm/(◦)

0.03 mm/(◦)

变比齿扇螺母副传动比测试结果如图14所示，

测试载荷下，波动幅值为 ，误差百分比最

大值为10.81%，波动平均值为 。

4   结　论

1）提出了一种面向端铣加工的循环球变比转向

器螺母齿条变比齿廓数值建模方法。将变比齿廓点

的求解转化为约束最优的数学问题，建立了变比齿

廓点求解数学模型。

2）开发了变比齿廓点云求解算法。采用遍历搜

索得到变比齿廓点的初值及其对应的模型参数取值

 

图 10　变比齿廓传动比及传动稳定性测试图

Fig. 10　Test on transmission ratio and stability of vari-
able ratio tooth profile
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图 11　变比齿扇螺母副角传动误差图

Fig. 11　Angle transmission error diagram of variable ra-
tio gear sector nut pair
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图 12　变比齿扇螺母副角速度图

Fig. 12　Angular velocity diagram of variable ratio gear
sector nut pair
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图 13　变比齿扇螺母副角加速度图

Fig. 13　Acceleration diagram of variable ratio gear sector
nut pair
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图 14　变比齿扇螺母副变比曲线图

Fig. 14　Curve of variable ratio of variable ratio gear sec-
tor nut pair
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域，采用非线性规划算法求解变比齿廓点计算数学

模型，得到了齿廓点最优解；通过定义计算直线集，

生成了可直接用于端铣等残留高度刀具路径规划的

变比齿廓点云。

3）提出了一种变比齿廓端铣加工方法。变比齿

廓的粗、半径加工基于CAM系统；在精加工阶段，采

用生成的变比齿廓点云实施刀具路径规划、刀头半

径计算及刀轴矢量计算，在各个刀触点实现了等线

速度切削。

4）提出了变比齿廓设计制造验证方法。将变比

曲线和传动稳定性(传动误差、传动速度、传动加速

度)作为验证目标，通过测试分析，验证了本文变比

齿廓设计与制造方法的正确性。
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