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1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"

·K

e¡�Ñ�
~^��êµ



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"

·K

e¡�Ñ�
~^��êµ

1 L (V) ´���ê¶



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"

·K

e¡�Ñ�
~^��êµ

1 L (V) ´���ê¶

2 Mn (K) ´���ê¶



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"

·K

e¡�Ñ�
~^��êµ

1 L (V) ´���ê¶

2 Mn (K) ´���ê¶

3 C [a, b] ´���ê¶



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N��$�

½Â

� A ´ê� K þ��5�m§�k¦{ · : A × A → A§÷vé?¿
� a, b, c ∈ A§k ∈ K§

1 ¦{(ÜÆµa · (b · c) = (a · b) · c¶

2 �3¦{ü � e ∈ Aµe · a = a = a · e¶

3 �m©�Æµa · (b + c) = a · b + a · c¶(a + b) · c = a · c + b · c¶

4 ·Ü¦{(ÜÆµ(ka) · b = k (a · b) = a · (kb)¶

K¡ A �¤ê� K þ����ê"

·K

e¡�Ñ�
~^��êµ

1 L (V) ´���ê¶

2 Mn (K) ´���ê¶

3 C [a, b] ´���ê¶

4 K [x] ´���ê"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�5C��Ý


�5C�´����Ä��Vg§?nå5Ø´é��"du§´�5�mm
�±$��N�§¤±�±^�5�m�Ä5“äN”z"ù�?Øå§�5�
5¬kéõ�B"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�5C��Ý


�5C�´����Ä��Vg§?nå5Ø´é��"du§´�5�mm
�±$��N�§¤±�±^�5�m�Ä5“äN”z"ù�?Øå§�5�
5¬kéõ�B"

½Â (�5N��Ý
)

� ϕ ∈ L(V, U)§� V ��|Ä e1, e2, · · · , en Ú U ��|Ä f1, f2, · · · , fm§P

ϕ(e1) = a11f1 + a21f2 + · · ·+ am1fm,

ϕ(e2) = a12f1 + a22f2 + · · ·+ am2fm,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ϕ(en) = a1nf1 + a2nf2 + · · ·+ amnfm.

§

¡Ý
 A =
(

aij

)

m×n
��5N� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en Ú f1, f2, · · · , fm e�Ý


"� U = V � ei = fi �§¡ A ��5C� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en e�Ý


"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�5C��Ý


�5C�´����Ä��Vg§?nå5Ø´é��"du§´�5�mm
�±$��N�§¤±�±^�5�m�Ä5“äN”z"ù�?Øå§�5�
5¬kéõ�B"

½Â (�5N��Ý
)

� ϕ ∈ L(V, U)§� V ��|Ä e1, e2, · · · , en Ú U ��|Ä f1, f2, · · · , fm§P

ϕ(e1) = a11f1 + a21f2 + · · ·+ am1fm,

ϕ(e2) = a12f1 + a22f2 + · · ·+ am2fm,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ϕ(en) = a1nf1 + a2nf2 + · · ·+ amnfm.

§

¡Ý
 A =
(

aij

)

m×n
��5N� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en Ú f1, f2, · · · , fm e�Ý


"� U = V � ei = fi �§¡ A ��5C� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en e�Ý


"

/ªþ�P

(ϕ(e1), ϕ(e2), · · · , ϕ(en)) = (f1, f2, · · · , fm)A"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�=

(ϕ(e1), ϕ(e2), · · · , ϕ(en)) = (f1, f2, · · · , fm)











a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

am1 am2 · · · amn











"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�þ�I��5C�e���I�m�'X"

½n

��5N� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en Ú f1, f2, · · · , fm e�Ý
�A§Ké
?¿� v ∈ V§k

[ϕ (v)]f ′s = A [v]e′s"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


�þ�I��5C�e���I�m�'X"

½n

��5N� ϕ 3Ä e1, e2, · · · , en Ú f1, f2, · · · , fm e�Ý
�A§Ké
?¿� v ∈ V§k

[ϕ (v)]f ′s = A [v]e′s"

½n

�kn��5�m W, V, U§¿
� e1, e2, · · · , el§f1, f2, · · · , fm Ú g1, g2, . . . , gn ©O´§��

Ä§W
ϕ

−→ V
ψ

−→ U ´�5N

�§W
ϕ

−→ V 3 e1, e2, · · · , el§f1, f2, · · · , fm e�Ý


� A§V
ψ

−→ U 3Ä f1, f2, · · · , fm Ú g1, g2, . . . , gn e�Ý
� B§K

EÜN� W
ψϕ
−→ U 3Ä e1, e2, · · · , el§g1, g2, . . . , gn e�Ý
� BA"

AO/§� W = V = U§� ei = fi = gi

(1 ≤ i ≤ n) �§ψϕ 3 e1, e2, · · · , el e�Ý
´ BA"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


Ï¥¤1

≥ 90 (10.8%)

≥ 80 (13.5%)

≥ 70 (30%)

≥ 60 (20.2%)

≥ 50 (14.9%)

< 50 (14.9%)



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


e¡2�Ä�5C���ØÓÄe�Ý
�Cz"

½n

��5C� ϕ ∈ L (V) 3Ä e1, e2, · · · , en e�Ý
� A§3Ä f1, f2, · · · , fn e
�Ý
�B§�lÄ e1, e2, · · · , en � f1, f2, · · · , fn �LÞÝ
� P§Kk

P−1AP = B"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


e¡2�Ä�5C���ØÓÄe�Ý
�Cz"

½n

��5C� ϕ ∈ L (V) 3Ä e1, e2, · · · , en e�Ý
� A§3Ä f1, f2, · · · , fn e
�Ý
�B§�lÄ e1, e2, · · · , en � f1, f2, · · · , fn �LÞÝ
� P§Kk

P−1AP = B"

y²µ �â½Â§P �1 i � Pj =
[

fj

]

e′s
§dþ�½n

£ [ϕ (v)]e′s = A [v]e′s ¤§LÞÝ
��IµP [x]f ′s = [x]e′s§A^� ϕ (v)

P [ϕ (v)]f ′s = [ϕ (v)]e′s = A [v]e′s = AP [x]f ′s

,��¡ B �5�µ[ϕ (v)]f ′s = B [v]f ′s§u´k P [ϕ (v)]f ′s = PB [x]f ′s§Ü¿

üª§k AP [x]f ′s = PB [x]f ′s§d x �?¿5§� AP = PB"

/ªþ§�Xeyµ(ϕ (f1) , . . . , ϕ (fn)) = (f1, . . . , fn)B§(ϕ (e1) , . . . , ϕ (en)) =
(e1, . . . , en)A§(f1, . . . , fn) = (e1, . . . , en) P§fj = ∑

n
i=1 pi jei§

(ϕ (f1) , . . . , ϕ (fn)) = (ϕ (e1) , . . . , ϕ (en)) P = (e1, . . . , en)AP

(ϕ (f1) , . . . , ϕ (fn)) = (f1, . . . , fn)B = (e1, . . . , en)PB

¤± PB = AP" �



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"

�q'X´���d'X"=µ



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"

�q'X´���d'X"=µ

1 g�5µA ∼ A¶



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"

�q'X´���d'X"=µ

1 g�5µA ∼ A¶

2 é¡5µe A ∼ B§K B ∼ A¶



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"

�q'X´���d'X"=µ

1 g�5µA ∼ A¶

2 é¡5µe A ∼ B§K B ∼ A¶

3 D45µe A ∼ B§� B ∼ C§K A ∼ C"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5C��Ý


½Â (Ý
��q)

� A Ú B Ñ´ n �Ý
"e�3���_ n �Ý
 P§¦�

P−1AP = B§

K¡Ý
 A �qu B £P� A ∼ B ¤"

�q'X´���d'X"=µ

1 g�5µA ∼ A¶

2 é¡5µe A ∼ B§K B ∼ A¶

3 D45µe A ∼ B§� B ∼ C§K A ∼ C"

���5�mþ��5C�3ØÓÄe�Ý
´�q�"eÆÏ¥§
·�ò¦^�½��Ì5`²éê� C þ��5�m��5C� ϕ§
�é�·��Ä§¦�Ù3ù|Äe�Ý
´��AÏ�þn�Ý

"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½Â

� ϕ : V → U ´�5�m�m��5N�"K ϕ �Ø£ kernel ¤½Â
� ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}¶ϕ ��£ image ¤½Â
� Im ϕ = {u ∈ U | v ∈ U, ¦� ϕ(v) = u}§�P� ϕ(U)"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½Â

� ϕ : V → U ´�5�m�m��5N�"K ϕ �Ø£ kernel ¤½Â
� ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}¶ϕ ��£ image ¤½Â
� Im ϕ = {u ∈ U | v ∈ U, ¦� ϕ(v) = u}§�P� ϕ(U)"

·K

ker ϕ Ú Im ϕ ©O´ V Ú U ��5f�m"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½Â

� ϕ : V → U ´�5�m�m��5N�"K ϕ �Ø£ kernel ¤½Â
� ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}¶ϕ ��£ image ¤½Â
� Im ϕ = {u ∈ U | v ∈ U, ¦� ϕ(v) = u}§�P� ϕ(U)"

·K

ker ϕ Ú Im ϕ ©O´ V Ú U ��5f�m"

íØ

ϕ : V → U ´÷�§��=� dim Im ϕ = dim U¶ϕ ´ü���=
� ker ϕ = {0}"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½Â

� ϕ : V → U ´�5�m�m��5N�"K ϕ �Ø£ kernel ¤½Â
� ker ϕ = {v ∈ V | ϕ(v) = 0}¶ϕ ��£ image ¤½Â
� Im ϕ = {u ∈ U | v ∈ U, ¦� ϕ(v) = u}§�P� ϕ(U)"

·K

ker ϕ Ú Im ϕ ©O´ V Ú U ��5f�m"

íØ

ϕ : V → U ´÷�§��=� dim Im ϕ = dim U¶ϕ ´ü���=
� ker ϕ = {0}"

½Â

é�5N� ϕ : V → U§dim Im ϕ = rank (ϕ) ¡� ϕ �
�§dim ker ϕ ¡� ϕ �"Ý"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½n

é�5N� ϕ : V → U§k

dim U = rank (ϕ) + dim ker ϕ"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½n

é�5N� ϕ : V → U§k

dim U = rank (ϕ) + dim ker ϕ"

~

� ϕ : V → V ´���5C�§÷v ϕ2 = ϕ"K V = Im ϕ ⊕ ker ϕ§
� ker ϕ = Im (I − ϕ)§ùp I ´ð�N�"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½n

é�5N� ϕ : V → U§k

dim U = rank (ϕ) + dim ker ϕ"

~

� ϕ : V → V ´���5C�§÷v ϕ2 = ϕ"K V = Im ϕ ⊕ ker ϕ§
� ker ϕ = Im (I − ϕ)§ùp I ´ð�N�"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

�5N����Ø

½n

é�5N� ϕ : V → U§k

dim U = rank (ϕ) + dim ker ϕ"

~

� ϕ : V → V ´���5C�§÷v ϕ2 = ϕ"K V = Im ϕ ⊕ ker ϕ§
� ker ϕ = Im (I − ϕ)§ùp I ´ð�N�"

y²µ Äk§� x ∈ Im ϕ ∩ ker ϕ§Kk y ∈ V§¦� x = ϕ (y)§�
du x ∈ ker ϕ§¤± 0 = ϕ (x) = ϕ (ϕ (y)) = ϕ2 (y) = ϕ (y) = x§u
´k Im ϕ ∩ ker ϕ = {0}¶Ùg§
é ∀x ∈ V§x = ϕ (x) + (x − ϕ (x))§ùp ϕ (x) ∈ Im ϕ �d
u ϕ (x − ϕ (x)) = ϕ (x)− ϕ2 (x) = ϕ (x)− ϕ (x) = 0§¤±
k x − ϕ (x) ∈ ker ϕ§u´k V = Im ϕ + ker ϕ§(Üc¡®y§k

V = Im ϕ ⊕ ker ϕ"

1n§c¡®y§(I − ϕ) (x) ∈ ker ϕ§u´k Im (I − ϕ) ⊆ ker ϕ§,
��¡§e y ∈ ker ϕ§K y = (I − ϕ) (y) ∈ Im (I − ϕ)" �



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

ØCf�m

ØCf�m

½Â (ØCf�m)

� ϕ ��5�m V þ��5C�§U ´ V ���f�m"X
J ϕ (U) = {ϕ (x) | x ∈ U} ⊆ U§K¡ U � V ��� ϕ-ØCf�m"
r ϕ �½Â���½� U§P�� ϕ|U§¡�� ϕ 3 U e���N�"



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

ØCf�m

ØCf�m

½Â (ØCf�m)

� ϕ ��5�m V þ��5C�§U ´ V ���f�m"X
J ϕ (U) = {ϕ (x) | x ∈ U} ⊆ U§K¡ U � V ��� ϕ-ØCf�m"
r ϕ �½Â���½� U§P�� ϕ|U§¡�� ϕ 3 U e���N�"

~

e��Ñ��m´~^�ØCf�mµ

y²µ �Iy²1�Ü©=�"�K�¤á§∀x ∈ Im ψ§K ∃y ∈ V§¦
� x = ψ (y)§u´k

ϕ (x) = ϕ (ψ (y)) = ϕψ (y) = ψϕ (y) = ψ (ϕ (y)) ∈ Im ψ¶

é ∀z ∈ ker ψ§
ψ (ϕ (z)) = ϕ (ψ (z)) = ϕ (0) = 0§



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

ØCf�m

ØCf�m

½Â (ØCf�m)

� ϕ ��5�m V þ��5C�§U ´ V ���f�m"X
J ϕ (U) = {ϕ (x) | x ∈ U} ⊆ U§K¡ U � V ��� ϕ-ØCf�m"
r ϕ �½Â���½� U§P�� ϕ|U§¡�� ϕ 3 U e���N�"

~

e��Ñ��m´~^�ØCf�mµ

1 � ϕ, ψ ∈ L (V)§� ϕψ = ψϕ§= ϕ � ψ ���§K Im ψ � ker ψ þ
´ ϕ �ØCf�m¶

y²µ �Iy²1�Ü©=�"�K�¤á§∀x ∈ Im ψ§K ∃y ∈ V§¦
� x = ψ (y)§u´k

ϕ (x) = ϕ (ψ (y)) = ϕψ (y) = ψϕ (y) = ψ (ϕ (y)) ∈ Im ψ¶

é ∀z ∈ ker ψ§
ψ (ϕ (z)) = ϕ (ψ (z)) = ϕ (0) = 0§



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

ØCf�m

ØCf�m

½Â (ØCf�m)

� ϕ ��5�m V þ��5C�§U ´ V ���f�m"X
J ϕ (U) = {ϕ (x) | x ∈ U} ⊆ U§K¡ U � V ��� ϕ-ØCf�m"
r ϕ �½Â���½� U§P�� ϕ|U§¡�� ϕ 3 U e���N�"

~

e��Ñ��m´~^�ØCf�mµ

1 � ϕ, ψ ∈ L (V)§� ϕψ = ψϕ§= ϕ � ψ ���§K Im ψ � ker ψ þ
´ ϕ �ØCf�m¶

2 � ϕ ∈ L (V)§K ϕ ���m�Ø�mþ� ϕ �ØCf�m"

y²µ �Iy²1�Ü©=�"�K�¤á§∀x ∈ Im ψ§K ∃y ∈ V§¦
� x = ψ (y)§u´k

ϕ (x) = ϕ (ψ (y)) = ϕψ (y) = ψϕ (y) = ψ (ϕ (y)) ∈ Im ψ¶

é ∀z ∈ ker ψ§
ψ (ϕ (z)) = ϕ (ψ (z)) = ϕ (0) = 0§



p��ê E��ÆµÁ��

�5N�

ØCf�m

½n

� ϕ ��5�m V þ��5C�§U ´ ϕ ���ØCf�m§
e v1, . . . , vm ´ U ��|Ä§v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn ´ V ��|

Ä§K3ù|Äe§ϕ ¤éA�Ý
�¬n�


(

A11 A12

0 A22

)

§Ù

¥ A11 ´ ϕ|U 3Ä v1, . . . , vm e�Ý
"e L (vm+1, . . . , vn) = V2 �
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