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修正的非线性水波方程的精确行波解
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摘　 要:利用动力系统分支方法研究修正的 Ｃａｍａｓｓａ￣Ｈｏｌｍ ｅｑｕａｔｉｏｎ(非线性水波方程

即 ＣＨ 方程)ꎬ分析了一些特殊的相轨道ꎬ这些相轨道既过鞍点也过奇直线ꎬ并且计算

出其所对应的精确行波解.
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０　 引　 言

１９９３ 年ꎬＣａｍａｓｓａ 和 Ｈｏｌｍ[１] 提出了非线性水

波方程:
ｕｔ ＋ ２ｋｕｘ － ｕｘｘｔ ＋ ３ｕｕｘ ＝ ２ｕｘｕｘｘ ＋ ｕｕｘｘｘ

即著名的 ＣＨ 方程.该方程也具有十分重要的物

理意义ꎬ它还可以由超弹力杆模型[２]演化而来.
本文研究修正的水波方程:

ｕｔ － ｕｘｘｘ ＋ ３ｕ２ｕｘ ＝ ２ｕｘｕｘｘ ＋ ｕｕｘｘｘ (１)
Ｃａｍａｓｓａ 和 Ｈｏｌｍ 证明了式(１)有尖波解[１]ꎻ

Ｗａｚｗａｚ[３￣４]用一些特殊函数获得了(１)的许多显

示孤立波解ꎻ刘正荣教授[５￣６] 证明了方程(１)同时

存在钟形孤立波和尖波ꎬ并且通过一些特殊相位

图得到了一些周期爆破解[７]ꎬ以及它们的极限形

式.本文用动力系统的分支方法[８￣１０]ꎬ对一些特殊

的相位轨道[１１]进行研究ꎬ即那些既过鞍点又过齐

直线的相曲线进行分析研究ꎬ发现这些相曲线随

着参数的变换有一定的变化规律ꎬ并求出了其对

应的精确行波解.



　 　 　 南华大学学报(自然科学版) ２０１８ 年 ２ 月

１　 行波系统的分支相位图

设

ｕ(ｘꎬｔ) ＝ φ(ξ)　 ξ ＝ ｘ － ｃｔ (２)
其中常数 ｃ 是行波的速度.

将式(２)代入方程(１)ꎬ并积分一次得到:

φ″(φ － ｃ) ＝ φ３ － ｃφ ＋ ｇ － １
２

(φ′) ２ (３)

　 　 令 ｙ ＝ φ′ ꎬ并将其代入式(３)ꎬ则建立以下的

平面系统:
ｄφ
ｄξ

＝ ｙ

ｄｙ
ｄξ

＝
φ３ － ｃφ ＋ ｇ － １

２
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(４)

作变量替换 ｄξ ＝ (φ － ｃ)ｄτ ꎬ平面系统(４)转化为

如下系统

ｄφ
ｄτ

＝ (φ － ｃ)ｙ

ｄｙ
ｄτ

＝ φ３ － ｃφ ＋ ｇ － １
２
ｙ２

ì
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ï
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(５)

　 　 平面系统(４)与(５)有相同首次积分

Ｈ(φꎬｙ) ＝ (φ － ｃ)ｙ２ － (φ
４

２
－ ｃφ２ ＋ ２ｇφ) ＝ ｈꎬ

　 　 根据定性理论进行分析ꎬ既过鞍点又过奇直

线的相曲线出现在以下两种情形:
(ａ)ｇ ＝ ｃ２ － ｃ３ꎻ

(ｂ) 当ｇ ＝ －φ０
３ ＋ ｃφ０ꎬφ０ ＝

－ ｃ ＋ － ２ｃ２ ＋ ６ｃ
３

并且分别得到相应分支相位图 １ 和图 ２.

图 １　 当 ｇ＝ｃ２－ｃ３ 时ꎬ系统(４)与(５)的分支相位图

Ｆｉｇ.１　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ
(４) ａｎｄ (５) ｗｈｅｎ ｇ＝ｃ２－ｃ３

图 ２　 当 ｇ＝－φ３
０＋ｃφ０ 时ꎬ系统(４)和(５)的分支相位图

Ｆｉｇ.２　 Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｐｏｒｔｒａｉｔｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ
(４) ａｎｄ (５) ｗｈｅｎ ｇ＝－φ３

０＋ｃφ０

２　 主要结果

定理 １　 当 ｇ ＝ ｃ２ － ｃ３ꎬ根据不同的参数区域

得到方程(１)如下形式的解:

１)当 ０ < ｃ < １
３

ꎬ方程(１)有周期波解:

φ１(ξ) ＝ ａ１ ＋ (ｃ － ａ１) ｓｎ２( ξ
２α

ꎬｋ)

其中 ａ１ ＝ － ｃ － ２ｃ － ２ｃ２ ꎬａ２ ＝ － ｃ ＋ ２ｃ － ２ｃ２ ꎬ

α ＝ ２
ａ２ － ａ１

ꎬ ｋ２ ＝
ｃ － ａ１

ａ２ － ａ１
.

　 　 ２)当 ｃ ＝ １
３

ꎬ方程(１)有孤立波解:

φ２(ξ) ＝ － １ ＋ ４
３

(ｅ
６
３ ξ － １

ｅ
６
３ ξ ＋ １

)
２

　 　 ３)当 １
３

< ｃ < ４
３

ꎬ方程(１)有周期爆破解

φ３(ξ) ＝ ａ３ ＋
ｃ － ａ３

ｓｎ( ξ
２α

ꎬｋ)

　 　 其 中 ａ３ ＝ － ｃ － ２ｃ － ２ｃ２ ꎬａ４ ＝ － ｃ ＋

２ｃ － ２ｃ２

α ＝ ２
ｃ － ａ３

ꎬｋ２ ＝
ａ４ － ａ３

ｃ － ａ３

　 　 ４)当 ｃ ＝ ４
３

ꎬ方程(１)有爆破解:

４６
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φ４(ξ) ＝
２ ２ ＋ ４

３
＋ ( ４

３
－ ２ ２ )ｃｎ( ξ

２α
ꎬｋ)

１ ＋ ｃｎ( ξ
２α

ꎬｋ)
ꎬ

其中 α ＝ ８ － １
４ ꎬｋ２ ＝ １

２
－ ２

３
.

定 理 ２ 　 当 ｇ ＝ － φ０
３ ＋ ｃφ０ꎬφ０ ＝

－ ｃ ＋ － ２ｃ２ ＋ ６ｃ
３

ꎬ方程(１)有如下形式的解:

５)当 ０ < ｃ < ３ꎬ方程(１)有孤立波解:

φ５(ξ) ＝ ａ５ ＋ (φ０ － ａ５)
ｅ

φ０－ａ５
２ ξ － １

ｅ
φ０－ａ５

２ ξ ＋ １

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

２

ꎬ

其中 ａ５ ＝ ７ｃ２ － ２４ｃ － ４ｃ － ２ｃ２ ＋ ６ｃ

３ｃ ＋ ６ － ２ｃ２ ＋ ６ｃ
.

６)当 ｃ ＝ ３ꎬ方程(１)有孤立波解:

φ６(ξ) ＝ － １ ＋ １
ξ

２ ２
＋ １

２
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

２ .

３　 主要结果的证明

１)曲线 Γ１ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ － ａ１)(ｃ － φ)(ａ２ － φ)ꎬ
ａ１ < φ < ｃ < ａ２ꎬ (６)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(６)并沿着曲线 Γ１ 积分得到

∫φ
ａ１

１
(φ － ａ１)(ｃ － φ)(ａ２ － φ)

ｄφ ＝ ξ
２

ꎬ

　 　 求解积分得到 φ１(ξ) .
２)曲线 Γ２ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ ＋ １) (φ － ｃ) ２ꎬ － １ < φ < ｃꎬ (７)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(７)并沿着曲线 Γ２ 积分得到

∫φ
－１

１

(φ ＋ １) (φ － ｃ) ２
ｄφ ＝ ξ

２
ꎬ

　 　 求解积分得到 φ２(ξ) .
３)曲线 Γ３ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ － ａ３)(φ － ａ４)(φ － ｃ)ꎬ
ａ３ < ａ４ < ｃ < φꎬ (８)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(８)并沿着曲线 Γ３ 积分得到

∫＋¥

φ

１
(φ － ａ３)(φ － ａ４)(φ － ｃ)

ｄφ ＝ ξ
２

ꎬ

　 　 求解积分得到 φ３(ξ) .
４)曲线 Γ４ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ － ｃ)(φ２ ＋ ｍφ ＋ ｎ)ꎬｃ < φꎬ (９)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(９)并沿着曲线 Γ４ 积分得到

∫φ
ｃ

１

(φ － ｃ)(φ２ ＋ ８
３
φ ＋ ８

３
)
ｄφ ＝ ξ

２
ꎬ

　 　 求解积分得到 φ４(ξ) .
５)曲线 Γ５ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ － ａ５) (φ０ － φ) ２ꎬａ５ < φ < φ０ꎬ
(１０)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(１０)并沿着曲线 Γ５ 积分

得到

∫φ
ａ５

１

(φ － ａ５) (φ０ － φ) ２
ｄφ ＝ ξ

２
ꎬ

　 　 求解积分得到 φ５(ξ) .
６)曲线 Γ６ 具有表达式

２ｙ２ ＝ (φ ＋ １) ３ꎬ － １ < φ < ３ꎬ (１１)

　 　 把 ｙ ＝ ｄφ
ｄξ

代入式(１１)并沿着曲线 Γ６ 积分

得到

∫３
φ

１

(φ ＋ １) ３
ｄφ ＝ ξ

２
ꎬ

　 　 求解积分得到 φ６(ξ) .

４　 结　 论

本文讨论了方程(１)的分支相位图中既过齐

直线又过鞍点的特殊相曲线及它所对应的解ꎬ得
出了以下结果:

１)无论波速 ｃ 怎样ꎬ这样的特殊相曲线总是

存在的ꎻ
２)当 ｇ＝ ｃ２－ｃ３ 时ꎬ随着波速 ｃ 的变化ꎬ此特殊

相曲线对应的解从周期波演变为孤立波ꎬ最后

爆破ꎻ
３)当 ｇ＝ －φ３＋ｃφ 时ꎬ随着波速 ｃ 的变化ꎬ此特

殊相曲线对应的解一直是孤立波.

参考文献:
[１] ＣＡＭＡＳＳＡ ＲꎬＨＯＬＭ ＤＤ.Ａｎ ｉｎｔｅｇｒａｂｌｅ ｓｈａｌｌｏｗ ｗａｔｅｒ ｅ￣

ｑｕａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐｅａｋｅｄ ｓｏｌｉｔｏｎｓ[Ｊ].Ｐｈｙｓｉｃａｌ ｒｅｖｉｅｗ ｌｅｔｔｅｒｓꎬ
１９９３ꎬ７１(１１):１６６１￣１６６４. (下转第 ９１ 页)

５６
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从应力云图可以得出结论ꎬ动鄂体所受到的

最大应力为 ５０.９７３ ＭＰａꎬ位置在肘板底座附近ꎬ
最大应力值远远小于材料 ＺＧ２７０￣５００ 的屈服极限

２７０ ＭＰａꎬ动鄂体上部的圆柱体和下端受到的应

力较小ꎬ基本接近于 ０ꎬ动鄂体应力分布不均ꎬ在
肘板底座和肋板与动鄂上部圆柱体连接处发生了

应力集中现象ꎬ这与破碎机实际工作状况相吻合ꎻ
从变形云图可以看出动鄂体最大变形量为

０.０６８ ｍｍꎬ位置发生在动鄂体齿面中部的边缘地

方ꎬ动鄂体头部圆柱体基本无变形.由有限元分析

结果可以得 ＰＥＸ１５０×７５０ 复摆鄂式破碎机知动鄂

体有足够的强度保证破碎机正常工作.

４　 结　 论

１)利用 ＡＤＡＭＳ 对动鄂运动轨迹ꎬ进料口、排
料口行程特征值的仿真分析可知ꎬ该型破碎机排

料通畅、结构合理ꎬ为进一步进行多目标优化设计

提供了参考依据.
２)利用 ＡＮＳＹＳ Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ 软件对动鄂体进

行有限元分析ꎬ由动鄂应力云图可知在肋板与动

鄂上部圆柱体连接处以及肘板底座产生应力集

中ꎬ应该增加肘板底座和肋板的厚度ꎬ增加肋板与

圆柱体的倒圆半径.
３)由动鄂变形云图可知动鄂最大变形量与

动鄂整体尺寸相比可以忽略不计ꎬ对破碎机正常

工作无影响.运动学仿真与有限元分析结果为

ＰＥＸ１５０×７５０ 细碎鄂式破碎机的优化与结构改进

奠定了基础.
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