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第三章 多维随机变量及其分布
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§3.1 多维随机变量及其联合分布

一、多维随机变量

二、联合分布函数

三、联合分布列

四、联合密度函数

五、常用多维分布
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一、多维随机变量

• 引例:

1.炮弹落点的位置必须用两个坐标X和Y来描述；

2. 在研究儿童的发育情况，考虑身高X、体重Y两
个随机变量 .

3.考察炼出钢的质量，要考虑硬度X，含硫量Y，
含碳量Z等随机变量.

特点: 试验结果需要用两个或两个以上的随机变量才
能描述 .
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一、多维随机变量

1 2( ), ( ), , ( )nX X X  

为n维(或者n元)随机变量或随机向量.

定义 若 是定义在同一个

样本空间 { }  上的n个随机变量，则称

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nX X X X    

对于多维的随机变量,我们主要讨论二维随机变量,
二维随机变量常记为(X,Y)

 X Y在几何上，二维随机变量 ， 可看作平面上

的随机点．
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二、联合分布函数

设(X, Y)是二维随机向量,对于任意实数x,y,二
元函数

F(x,y)=P{(X≤x)∩(Y≤y)}=P(X≤x,Y≤y)
称为二维随机向量(X, Y)的分布函数, 或称为随机
变量X和Y的联合分布函数.

同时发生的概率

个事件定义
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.),,,( 21 的联合分布函数维随机变量称为 nXXXn 
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定义 F(x, y) = P( X  x, Y  y)

为(X, Y) 的联合分布函数. 

对任对实数 x 和 y, 称

几何意义 F(x, y)为(X, Y)落在点(x, y)的左下区域的概率.

计算概率： 对于任意的x1＜x2，y1＜y2，

P(x1＜X≤x2，y1＜Y≤y2)

＝F（x2, y2）-F(x2,y1) -F(x1 ,y2)+F(x1 ,y1)

y

xo x1 x2

y1

y2
(X, Y )

(x2 , y2)

(x2 , y1)

(x1 , y2)

(x1 , y1)

y

o

(x, y)

(X, Y )
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联合分布函数的基本性质

(1) (单调性) F(x, y) 关于 x 和 y 分别单调不减.

(2) (有界性) 0  F(x, y)  1，且

F(, y) = F(x, ) =0， F(+, +) = 1.

(3) (右连续性) F(x, y) 关于 x 和 y 分别右连续.

(4) (非负性)当x 1<x 2, y 1<y 2时，有

);,(),(, 2121 yxFyxFxx  有时当

).,(),(, 2121 yxFyxFyy  有时当

2 2 2 1 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0F x y F x y F x y F x y   

),(),0( yxFyxF  ),()0,( yxFyxF 
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三、联合分布列

1.定义 若(X, Y) 的可能取值为有限对、或可列对，

则称(X, Y)为二维离散随机变量. 称

pij = P(X=xi, Y=yj)， i, j=1, 2, ..., 

为(X,Y) 的联合分布列，其表格形式如下:

Y
XX

y1 y2 … yj …

x1

x2

…
xi

…

p11 p12 … p1j …
p21 p22 … p2j …
… … … … …
pi1 pi2 … pi j …
… … … … …
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2. 联合分布列的基本性质

(1) (非负性) pij  0, i, j = 1, 2,…

(2) (正则性)  pij = 1.

3. 确定联合分布列的方法

(1) 确定随机变量 (X, Y) 的所有取值数对.

(2) 计算取每个数值对的概率.

(3) 写出概率分布列或列出概率分布表.
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例1 将两封信随意地投入3个空邮筒，设X、Y分别表
示第1、第2个邮筒中信的数量，求X与Y的联合概率分
布，并求出第3个邮筒里至少投入一封信的概率.

解 X、Y各自可能的取值均为0、1、2，由题设知，
取（1，2）、（2，1）、（2，2）均不可能. 取其他
值的概率可由古典概率计算. 

2

1 1
( 0 0)

3 9
P X Y   ， ， 2

2 2
( 0 1)

3 9
P X Y   ， ，

2
( 1 0) ,

9
P X Y  ，

1
( 0 2)

9
P X Y  ，

2
( 1 1) ,

9
P X Y  ， 1

( 2 0) ,
9

P X Y  ，
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Y      0          1           2
0           1/9       2/9       1/9
1           2/9       2/9       0
2           1/9        0          0

X

(X,Y)的联合概率分布表为

( 1)P X Y  

P(第三个邮筒里至少有一封信) 

=P(第一、第二个邮筒里 多只有一封信) 

=P(X=0,Y=0)+ P(X=0,Y=1)+ P(X=1，Y=0)=5/9

而 ( 1)P X Y 

即第三个邮筒里至少有一封信的概率为5/9 
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解 由题意知，(X=i，Y=j)的取值情况是：i=1,2,3,4，

且是等可能的；然后 j 取不大于 i 的正整数。由乘法公

式求得 ( X,Y ) 的分布律。

( , )P X i Y j 

例 2 设随机变量 X 在 1,2,3,4四个数中等可能地取值，

另一个随机变量 Y 在1~X 中等可能地取一整数值。试求

( X,Y ) 的分布律及P(X=Y).

1 1
( ) ( | ) , 1,2,3,4, .

4
P X i P Y j X i i j i

i
       其中
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(X,Y)的联合概率分布表为

Y
X 1          2            3            4

1

2

3

4

1

4
1

8
1

12
1

16

0

1

8
1

12
1

16

0

0

1

12
1

16

0

0

0

1

16

( )P X Y
( 1, 1)P X Y   ( 2, 2)P X Y   ( 3, 3)P X Y   ( 4, 4)P X Y  

1 1 1 1

4 8 1 2 1 6
    2 5

0 .5 2 0 8 .
4 8
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四、联合密度函数

1. 定义设二维随机变量(X, Y) 的分布函数为 F(x, y)，
若存在非负可积函数 p(x, y)，使得

则称 (X, Y) 为二维连续型随机变量.

- -
( ,  y) = ( , )

  
x y

F x p u v dvdu

称p(x, y) 为联合密度函数。
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2.性质

01 ( , ) 0 ;p x y 

02 ( , ) ( , ) 1;p x y dxdy F
 

 
    

0

2

3 ( , ) ( , )

( , )
( , ).

p x y x y

F x y
p x y

x y




 

若 在点 连续，则有

40 设 G 是平面上的一个区域，点 ( X,Y )落在

G 内 的概率为： (( , ) ) ( , ) .
G

P X Y G p x y dxdy  
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例3 已知二维连续型随机向量（X，Y）的联合概率

密度，
( ) , 0, 0

( , )
0,

x yke x y
p x y

   



当

其它

解 （1）因为 ( , ) 1p x y dxdy
 

 
 

所以
( )

0 0
1 x yke dxdy

     

求 (1)k ; (2)F(x,y);  (3)P(0<X<1,0<Y<1);(4) P(X+Y ≤1)

2
00 0

( | )x y xk e dx e dy k e k
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( , ) ( , )
x y

F x y p u v dudv
 

  
( )

0 0

x y u ve dudv   



 




其他,0

0,0,)1()1(
),(

yxee
yxF

yx

（3）记D = {（x , y）| 0＜x＜1,0＜y＜1}，则

( 0 1 , 0 1 )P X Y   

( , )
D

p x y d x d y  
1 1

0 0

x ye dx e dy   

当x>0,y>0 时

0 0

x yu ve du e dv    (1 )(1 )x ye e   

x y

D

e dxdy   
1 2(1 ) 0.3996e   
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（4）记D={（X，Y）| X+Y ≤ 1}，则有

{ 1} ( , )
D

P X Y p x y dxdy    

  
D

yx dxdye )(

 
 

1

0

1

0

)(x yx dyedx

dxee xx  
1

0

1 )1(

2642.0
2

1 
e

x+y=1
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例 4  
度函数为

的密，设二维随机变量 YX

 
2 1

0 1 0 2
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0

x xy x y
p x y

      


，
，

其它

( 1)P X Y 求
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练习 设二维随机变量（X，Y）的密度函数为 

4 0 1, 0 1
( , )

0

xy x y
p x y

   
 
 其它

 

求（1） 
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解：（1） 
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0 1

1
(x,y)

0 1

1
(x,y)

0 1

1 (x,y)

( , ) ( , )
x y

F x y p u v dudv
 

  
(1) 当0≤x≤1， 0≤y≤1时

 
x y
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0 0

4),(

 
x y

vdvudu
0 0

22

22 yx

(2) 当0≤x≤1， y>1时

 
x
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0
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0
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(3) 当x>1, 0≤y≤1 时

 
1

0 0
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y
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0 1

1
(x,y)

(4) 当x>1, y>1 时

14),(
1

0

1

0
   uvdudvyxF

(5) 其它时
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即：
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五、常见多维分布

1. 多项分布

若每次试验有r 种结果：A1, A2, ……, Ar

记 P(Ai) = pi , i = 1, 2, ……, r

记 Xi 为 n 次独立重复试验中 Ai 出现的次数.

则 (X1, X2, ……, Xr)的联合分布列为：

1 2
1 1 2 2 1 2

1 2 r

!
( ,  ,  ......, ) = 

! ! !
rn n n

r r r

n
P X n X n X n p p p

n n n
   



其中 0 ,in n  且
1

.
r

i
i

n n



这个联合分布列称为r项分布,记做 1( , , , ).rM n p p
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2.多维超几何分布

从中任取 n 只，

记 Xi 为取出的n 只球中，第i 种球的只数.

口袋中有 N 只球，分成 r 类 。

第 i 种球有 Ni 只， N1+N2+……+Nr = N.

则 (X1, X2, ……, Xr)的联合分布列为：

1 2

1 2
1 1 2 2( ,  ,  ......, ) = r

r r

N N N

n n n
P X n X n X n

N

n

  

    
    
    

 
 
 



.1 rnnn  其中
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3. 二维均匀分布

若二维连续随机变量 (X, Y) 的联合密度为：

1
, ( , )

( ,  )

0
D

x y D
Sp x y

  
 ， 其 它

则称 (X, Y) 服从 D 上的均匀分布，

记为 (X, Y)  U (D) .

其中SD为D的面积.
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4. 二维正态分布

若二维连续随机变量 (X, Y) 的联合密度为：

2

1 2

1
( , )

2 1

2 2( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 2exp 2
2 222(1 ) 1 21 2

p x y

x y x y

  

   


  


 
  
 
 
  




   
 



 
 
 
  

则称 (X, Y) 服从二维正态分布，

记为 (X, Y)  N ( ) .2 2
1 2 1 2,  ,  ,  ,      
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作业：p-150习题3.1

2,  5,  6, 10, 11,14
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§3.2边际分布与随机变量的独立性

一、边际分布函数

二、边际分布列

三、边际密度函数

四、随机变量间的独立性
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边际(缘)分布

设(X,Y)是二维随机变量, (X,Y)作为一个整体，

有其分布,我们称为X和Y的联合分布, 而X和Y都是

一维随机变量，它们也有自身的概率分布，分别称

为关于X和Y的边际(缘)分布.

在本节,我们主要讨论如何由联合分布来确定边

际(缘)分布.

更一般地, 设(X1, X2,…, Xn,)是n维随机变量, 关于

(X1, X2,…, Xn,)中部分分量的分布称为边际分布.
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一、边际分布函数
设(X, Y)的联合分布函数F(x, y)则 X 和 Y 的边缘分布

函数 FX(x)   , FY(y) 则

 xXPxFX )(

  YxXP ,

),(  xF

 yYPyFY )(
 yYXP  ,

),( yF 

x

y

x

x

y
y

),(lim yxF
y 



lim ( , )
x

F x y
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在三维随机变量(X, Y,Z)的联合分布函数F(x, y,z), 用
类似的方法可得到更多的边际分布函数.

( )XF x ( , , )F x  

( )YF y ( , , )F y  

( )ZF z ( , , )F z  

, ( , )X YF x y ( , , )F x y 

, ( , )X ZF x z ( , , )F x z 

, ( , )Y ZF y z ( , , )F y z 
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例1 已知随机向量(Ｘ,Ｙ)的联合分布函数为

求 (1)常数a，b，c；(2) 联合密度函数p(x,y)；
(3)X,Y的边缘分布函数．(4) P(X>2)

解：由F(-∞,0)=0, 
F(0,-∞)=0

F(+∞, +∞)=1 得：

( ) 0
2

( ) 0
2

( )( ) 1
2 2

a b c

ab c

a b c





 

  

  

   

解得

2
,

2
,

1
2




 cba

)arctan
2

)(arctan
2

(
1

),(
2

yxyxF 




(2) p(x,y)
yx

yxF





),(2

)1)(1(

1
222 yx 




)arctan)(arctan(),( ycxbayxF 
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例1 已知随机向量(Ｘ,Ｙ)的联合分布函数为

求 (1)常数a，b，c；(2) 联合密度函数p(x,y)；
(3)X,Y的边缘分布函数．(4) P(X>2)

)arctan)(arctan(),( ycxbayxF 

解得
2

,
2

,
1

2




 cba

)arctan
2

)(arctan
2

(
1

),(
2

yxyxF 




(2) p(x,y)
yx

yxF





),(2

)1)(1(

1
222 yx 




(3) ( ) ( )XF x P X x  ),(lim yxF
y 



)arctan
2

(
1

x



( ) ( ) lim ( , )Y

x
F y P Y y F x y


  

)arctan
2

(
1

y



(4) P(X>2)=1-FX(2)

)2arctan
2

(
1

1 




xarctan
1

2

1




yarctan
1

2

1




2arctan
1

2

1
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1p.1 p.2 … p.j …P{Y=yj}

p1.

p2.

pi.

p11 p12 … p1j …

p21 p22 … p2j …

pi1 pi2 … pij …

… …

x1

x2

xi

P{X=xi}y1 y2 … yj
…

X
Y











 

 



.
1

( ) ,i i ij
j

p P X x p




   .
1

( )j j ij
i

p P Y y p




  
( i = 1,2, …)                        ( j =1,2, …)

1. 1 1
1

( ) ,j
j

p P X x p




   .2 2 2
1

( ) i
i

p P Y y p




  例如

二、边际分布列
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.
1

( )i i i
j

p P X x p




   .
1

( )j j i
i

p P Y y p




  
( i =1,2, …)                               ( j = 1,2, …) 

设 (X, Y) 的联合分布列为 pij = P(X=xi ,Y=yj), 则 (X, Y) 

的边缘分布列为

即

P1. p2. ··· pi. ···pi.

x1 x2 ··· xi ···X

p.1 p.2 ··· p.j ···p.j

y1 y2 ··· yj ···Y

二、边际分布列
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你只要把每列的概率

相加放在该列的 下
面，就得到X的边际分布.
把每行的概率相加放在
该行的 右面，就得到
Y的概率分布.

例2 已知随机向量（X，Y）的联合分布如下表，求

关于X 和Y 的边际分布。

0. 100. 152

0. 10. 050. 31

00. 20. 10

20-1
Y

X

0. 20. 250. 55p.j

0. 3
0. 45
0. 25

0
0. 1
0. 1

0. 2
0. 05

0

0. 1
0. 3

0. 15

0
1
2

pi.20-1Y
X 把第一行和 后一行

出来就是X的分布；把第
列和 后一列拿出来就Y
的分布。
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例3 (X,Y)~ 1 2 3( , , , )M n p p p (三项分布),求X和Y边际分布.

解 X和Y联合分布为

1 2 1 2

!
( ,  ) = (1 )

! !( )!
i j n i jn

P X i Y j p p p p
i j n i j

    
 

, 0,1,2, , ,i j n i j n  

1

( ) ( ,  ) 
n i

j

P X i P X i Y j




    1 2 1 2
0

!
 (1 )  

! !( )!

n i
i j n i j

j

n
p p p p

i j n i j


 



  
 

2 2
1 1

0 1 1

! ( )!
(1 )  ( ) (1 )  

!( )! !( )! 1 1

n i
i n i j n i j

j

p pn n i
p p

i n i j n i j p p


  




  

    

2 2
1 1

1 1

!
(1 ) ( 1 )  

!( )! 1 1
i n i n ip pn

p p
i n i p p

    
  

1 1

!
(1 )

!( )!
i n in

p p
i n i

 

0,1,2, , .i n 
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例3 (X,Y)~ 1 2 3( , , , )M n p p p (三项分布),求X和Y边际分布.

解 X和Y联合分布为

1 2 1 2

!
( ,  ) = (1 )

! !( )!
i j n i jn

P X i Y j p p p p
i j n i j

    
 

, 0,1,2, , ,i j n i j n  

1

( ) ( ,  ) 
n i

j

P X i P X i Y j




    1 1

!
(1 )

!( )!
i n in

p p
i n i

 
 0,1,2, , .i n 

即 1~ ( , ).X B n p

类似可得
2~ ( , )Y B n p

多项分布的边际分布仍为多项分布
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三、边际密度函数

( ) ( ) ( , ) [ ( , ) ]
x

XF x P X x P X x Y p x y dy dx


 
        

( ) ( , )Xp x p x y dy



 

( ) ( , )Yp y p x y d x
 

 
 

由于

所以

类似可得

设连续型随机变量(X,Y)的联合概率密度函数为

p(x,y),其关于X和Y的边际密度函数,分别记为pX(x),pY(y).
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例3 设(X,Y)的概率密度是

1, 0 1,| | ;
( , )

0, .

x y x
p x y

  
 
 其他

求 (1)两个边际密度; （2）P(X<1/2)及P(Y>1/2)

解首先注意p(x,y)的非零区域,见下图.

o x

y
1

-1

(1) X的边缘密度函数

( ) ( )dXp x p x y y



  ，

当x≤0或x≥1时, ( ) 0Xp x 

当0<x<1时， ( ) 1d 2
x

X x
p x y x


 

故
2 0 1;

( )
0X

x x
p x

 
 


，

， 其他.
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例3 设(X,Y)的概率密度是

1, 0 1,| | ;
( , )

0, .

x y x
p x y

  
 
 其他

求 (1)两个边际密度; （2）P(X<1/2)及P(Y>1/2)

o x

y
1

-1

Y的边缘密度函数

( ) ( )dYp y p x y x



  ，

当y≤-1或y≥1时, ( ) 0Yp y 

当0≤y<1时，
1

( ) 1d 1 .Y y
p y y y  

故

1 , 1 0;

( ) 1 , 0 1;

0,
Y

y y

p y y y

   
   

 其他.

当-1<y<0时，
1

( ) 1d 1 .Y y
p y y y
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例3 设(X,Y)的概率密度是

1, 0 1,| | ;
( , )

0, .

x y x
p x y

  
 
 其他

求 (1)两个边际密度; （2）P(X<1/2)及P(Y>1/2)

1 , 1 0;

( ) 1 , 0 1;

0,
Y

y y

p y y y

   
   

 其他.

2 0 1;
( )

0X

x x
p x

 
 


，

， 其他.

(2) P(X<1/2)
1

2 ( )dXp x x


 
1

2

0
2 dx x 

1
.

4


P(Y>1/2) 1

2

( )dYp y y


 
1

1

2

(1-y)dy  1
.

8
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例4 设 (X, Y)服从区域 D={(x, y), x2+y2 <1}
上的均匀分布，求X 的边际密度p(x).

解由题意得
2 21

1
( , )

0

x y
p x y 






 


其 它

x

y

-1 1

2x1y 

当|x|>1时，p(x, y)=0，所以 pX(x)=0

当|x|≤1时,
2

2

1

1

1( )X

x

x
dyp x




 
  22

1 x


 

不是均匀分布

21y x 
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解 令 则有,,
2

2

1

1





 





y

v
x

u

2

2 2
2

1

1 1
( ) ( , ) exp{ ( 2 )}

2(1 )2 1
Xp x p x y dy u u v dv 

 

 

 
     


 

dv
uv

e
u

}
)1(2

)(
exp{

12

1

2

1
2

2

2

2

1

2




 





 






22 2 1
2
1

( )

22 2

1 1

1 1 1
( )

2 2 2

xu t

Xp x e e dt e



  


 


 

2
2
2
2

( )

2

2

1
( )

2

y

Yp y e










2
,

1

v u
t

p





令

类似地有

可见 X~ N(μ1,σ1
2 ) , Y~ N(μ2,σ2

2 ).

例5 设(X，Y)服从N(μ1,μ2 ,σ1
2,σ2

2,ρ)，求边缘密度.
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既若(X，Y)~N(μ1,μ2 ,σ1
2,σ2

2,ρ),则
X~ N(μ1,σ1

2 ) , Y~ N(μ2,σ2
2 ).且两个边际分布与第5

个参数无关, 由此得

正态分布的边际分布仍为正态分布

边际分布不能确定联合分布

联合分布比边际分布包含更多的信息

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

练习 设二维随机变量的概率密度为

, 0
( , )

0,

ye x y
p x y

  
 
 其它

求（１）求边缘概率密度; (2) ( 1).P X Y 

0
( ) , 0;

y y y
Yp y e dx y e y    

( ) 0, 0Yp y y 

( ) ( , )Xp x p x y dy



 (1)解

当x>0时 ( ) y
X x

p x e dy
   ;xe

当x≤0时 ( ) 0.Xp x 

( ) ( , )Yp y p x y dx
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(2) ( 1)P X Y 

(1/2,1/2)
1

( , )
x y

p x y dxdy
 

 

dyedx
x

x

y
 

1
2

1

0

2

1
1 21

  ee

练习 设二维随机变量的概率密度为

, 0
( , )

0,

ye x y
p x y

  
 
 其它

求（１）求边缘概率密度; (2) ( 1).P X Y 
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四、随机变量的独立性

定义 设两个随机变量X, Y, 若对任意的实数 x, y 有

F(x，y) = FX(x) FY(y)

P(X≤x, Y≤y) = P(X≤x) P{Y≤y)

则称随机变量X与Y是相互独立的。

1. (X, Y)是离散型

若(X,Y)的所有可能取值为(xi, yj) (i, j=1, 2, …), 则X与

Y相互独立的充分必要条件是对一切 i, j=1, 2,… , 有

P(X = xi，Y= yj)= P(X= xi)· P(Y= yi) 

即
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若(X, Y)的 p(x,y)处处连续，则X和Y相互独立的充
分必要条件是

p(x,y)  = pX(x)· pY (y) 

( , ) ( , ) ( ) ( )
x y x y

X YF x y p u v dudy p u p v dudv
   

    
( ) ( ) ( ) ( )

x y

X Y X Yp u du p v dv F x F y
 

   

( , )
x y

p u v dudv
  

( ) ( ) ( ) ( )
x y x y

X Y X Yp u du p v dv p u p v dudv
   

    

2. (X, Y)是连续型

证明 充分性：若 p (x,y)  = pX(x)· pY (y)，

则

必要性：若X、Y互相独立，则F(x,y)= FX(x)· FY(y)，

故 p (x,y)  = pX(x)· pY (y)

即
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(1) X 与Y是独立的其本质是：注

      ,   P a X b c Y d P a X b P c Y d        

任对实数a, b, c, d，有

(3) X 与Y 是独立的，则g(X)与h(Y)也是独立的.

(2) 在X 与Y独立的前提下,边际分布可以

确定联合分布：

(4) 类似可定义n个随机变量X1, X2,…, Xn的独立性
.
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例6 如果二维随机变量的概率分布用下列表格给出

那么当 , 取什么值时，X与Y才能相互独立？

P

(2,3)(2,2)(2,1)(1,3)(1,2)(1,1)(X,Y)

1/18+1/9+1/2p.j

1/3++1/32

1/31/181/91/61

pi.321Y
X

6

1

9

1

18

1

3

1  

解 先写出联合分布的表格形式，并计算边缘分布．
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( 1 2)P X Y ，
1 1

( 1) ( 2)
3 9

P X P Y       
  9

1


( 1 3)P X Y ，
1 1

( 1) ( 3)
3 18

P X P Y       
 

1

18


9

1

9

2
  ，联立以上两式求得

若与相互独立， 则对于所有的i, j，都有

pij = pi. p.j

因此
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例7.已知随机变量X和Y的概率分布为

1 0 1
~ 1 1 1

4 2 4

X
 
 
 
 

0 1
~ 1 1

2 2

Y
 
 
 
 

( 0) 1P XY  且

(1)求X与Y的联合分布；(2）X和Y是否独立，为什么？

 Y
X

 
 0 1 Pi.

-1 1/4

0 1/2

1 1/4

p.j 1/2 1/2

解（１）由P(XY=0)=1，得

P(XY≠0)=0
0=P(X=-1,Y=1)+ P(X=1,Y=1)

得：

P(X=-1,Y=1)=0,P(X=1,Y=1)=0

所以

0

0

1/4

1/4
0 1/2

2) 由于 0=P(X=1,Y=1)≠ P(X=1)P(Y=1)=(1/2)(1/4)
所以Ｘ和Ｙ不独立
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例8．设随机变量X与Y相互独立，下表列出了二维随机
变量(X,Y)的联合分布及关于X和Y的边缘分布中的部

分数据，请补充下表：

：   

 Y 

X 

y1 y2 y3 P{X=xI}=pi

 

x1 

 1/8   

 

x2 

1/8    

P{Y=yI} 

 

1/6   1 

 

1/24 1/4

3/4

1/12

1/31/2

3/8 1/4
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例9 设(X,Y)的概率密度为

( ) , 0, 0
( , )

0,

x yxe x y
p x y

   
 
 其他

问X和Y是否独立？

解
( )

0
( ) x y

Xp x xe dy
   

( )

0
( ) x y

Yp y xe dx
   

,xxe

,ye

x>0 

即：
, 0;

( )
0,

x

X

xe x
p x

 
 
 其他.

, 0;
( )

0,

y

Y

e y
p y

 
 
 其他.

( , ) ( ) ( )X Yp x y p x p y

y >0

故X,Y 独立
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若(X,Y)的概率密度为

2, 0 ,0 1
( , )

0,

x y y
p x y

   
 
 其它

情况又怎样？

解
1

( ) 2 2(1 ),X x
p x dy x  

0
( ) 2 2 ,

y

Yp y dx y 

0<x<1 

0<y<1 

由于存在面积不为0的区域，

( , ) ( ) ( )X Yp x y p x p y

故X和Y不独立 .

x

y

1
y=x
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例10 设随机变量Ｘ和Ｙ相互独立且均在[0,1]上均匀分布，

求方程 02  YXtt 有实根的概率．

解 由于Ｘ和Ｙ均在[0，1]

上均匀分布，所以

1, 0 1;
( )

0,X

x
p x

 
 
 其他.

1, 0 1;
( )

0,y

y
p y

 
 
 其他.

由于Ｘ和Ｙ相互独立，所以

( , ) ( ) ( )X Yp x y p x p y



 


其它0

10,101 yx

要使方程 02  YXtt

有实根，须 YX 42 
2( 4 )P X Y

21
( )

4
P Y X 

21

4

( , )
y x

p x y dxdy


 

12

1
1

2

4

1

0

1

0
  dydx

x

P{有实根的}=
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2
1 2

2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 1 2 2

1
( , )

2 1

( ) ( )( ) ( )1
exp 2

2(1 )

p x y

x x y y

  

   
    




            






xexp
x

X

2
1

2
1

2

)(

12

1
)( 










yeyp
y

Y

2
2

2
2

2

)(

22

1
)( 





例11 设(X,Y)~N(μ1,μ2,σ1
2,σ2

2,ρ), 求证X和Y相
互独立的充要条件为参数ρ=0.

证明 因为X,Y的联合分布概率密度为

又因为关于X,Y的边缘概率密度函数分别为
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2
2

2
2

2
1

2
1

21

)()(

2

1
exp

2

1
)()(








yx

ypxp YX

所以

因此

(1)若ρ=0 ,则对于所有的x,y,有
p(x,y)= pX(x)pY(y)

即X和Y相互独立.

(2)如果X和Y相互独立, 则对于所有的x,y有
p(x,y)= pX(x)pY(y)

从而ρ=0.
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注 (1) (X, Y) 服从矩形上的均匀分布，则X与Y 独立.

(2) 联合密度 p(x, y) 的表达式中，若 x 的取值与 y

的取值有关系，则 X与Y 不独立.

(3) 若联合密度 p(x, y) 可分离变量，即

p(x, y) = g(x)h(y)

则 X与Y 独立。(习题3.2  16题)

(4) 若 (X, Y) 服从二元正态 N (μ1,μ2,σ1
2,σ2

2,ρ )

则 X与Y 独立的充要条件是  = 0.
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定义 设 F(x1, x2,…, xn)及Fi (xi)分别为(X1, X2,…, Xn)

和Xi的分布函数,对于任意n个实数x1, x2,…, xn,有

F(x1, x2,…, xn) =F1 (x1) F2 (x2) ...Fn (xn)

则称X1, X2,…, Xn是相互独立的.

n个随机变量的独立性

若(X1, X2,…, Xn)是n维连续型随机变量, 则X1, X2,…, Xn

相互独立的充要条件是
p( x1, x2,…, xn)= p1(x1) p2(x2)... pn(xn) 

几乎处处成立.

若(X1, X2,…, Xn)是n维离散随机变量, 则X1, X2,…, Xn

相互独立的充要条件
P( X1=x1,…, Xn=xn)= P(X1=x1) ... P(Xn=xn) 

对任意x1, x2,…, xn成立.
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重要结论

(1 ) 设X1, X2,…, Xn相互独立,则其中任意

k(2≤k≤n)个随机变量Xi1, Xi1,…, Xik也是相互

独立的.

(2) 若X1, …,Xn相互独立,而 Y1=f1(X1),…, Yn=fn (Xn)

则Y1,…,Yn相互独立. 

(3) 若X1, …,Xn相互独立,而

Y1=g1(X1, …,Xm), Y2=g2 (Xm+1, …,Xn)

则Y1与Y2独立 .
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作业：p-159 习题3.2

1, 2, 4, 5(1)(2), 7(第一次)

8, 10, 11, 13, 16(第二次)
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§3.3多维随机变量函数的分布

一、多维离散随机变量函数的分布

二、 大值与 小值分布

三、连续型随机向量函数的分布

问题：巳知二维随机变量 (X, Y) 的分布，

如何求出 Z=g (X, Y)的分布？
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一、多维离散随机变量函数的分布

(1) 设(X1, X2, ……, Xn) 是n维离散随机变量，
则 Z = g(X1, ……, Xn) 是一维离散随机变量.

(2) 多维离散随机变量函数的分布是容易求的：
i) 对(X1, X2, ……, Xn)的各种可能取值对，

写出 Z 相应的取值.

ii) 对Z 相同的取值，合并其对应的概率.
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例1 已知(X,Y )的联合分布律

-1,  0,  2,  3,   5, 且

求（1） Z = X+Y的概率分布

（2）Z = X2 - Y的概率分布

解 (1) Z = X +Y 的所有可能取值为：

P(Z= -1)=P(X+Y= -1)=P(X= -1,Y=0)=1/10

P(Z= 0)=P(X+Y=0)=P(X= -1,Y=1)=2/10

P(Z= 2)=P(X+Y=2)=P(X= -1,Y=3)+P(X=2,Y=0)= 3/10

pk 1/10   2/10    3/10      0     4/10
Z -1        0         2         3          5 

1/10   2/10      0

3/10     0    4/10

-1

2

0         1         3X Y

P(Z= 3)=P(X+Y=3)=P(X= 2,Y=1)=0
P(Z= 5)=P(X+Y=5)=P(X= 2,Y=3)=4/10
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离散型卷积公式

若X、Y独立，P(X=k)=ak , k=0,1,2,…, P(Y=k)=bk , 
k=0,1,2,… ,求Z=X+Y的概率分布.

)()( rYXPrZP 





r

i

irYPiXP
0

)()(

=a0br+a1br-1+…+arb0





r

i

irYiXP
0

),( 由独立性

r=0,1,2, …

此即离散

卷积公式
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1 2~ ( ), ~ ( ),X P Y P 

证明 ( ) ( )P Z k P X Y k   
0

( ) ( )
k

i

P X i P Y k i


  独立

1 21 2

0 ! ( )!

i k ik

i

e e
i k i

   
 



  
     


1 2~ ( )Z X Y P    

且X和Y相互独立.例2 设

证明 (即泊松分布具有可加性).
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例3 设 X  B(n1, p)，Y  B(n2, p)，

注：若 Xi  B(1, p)，且独立，则

Z = X1 + X2 + …… + Xn  B(n, p).

且X和Y相互独立，

则 Z = X+ Y  B(n1+n2, p). (即二项分布具有可加性).

同样，Y是在n2次独立重复试验中事件A出现的次

数,每次试验中A出现的概率为p.

直观解释: 若X~ B(n1,p),则X是在n1次独立重复试验中

事件A出现的次数,每次试验中A出现的概率都为p.

故Z=X+Y 是在n1+n2次独立重复试验中事件A出现

的次数，每次试验中A出现的概率为p，于是Z是以

n1+n2，p为参数的二项随机变量，即Z ~ B(n1+n2, p).
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( ) ( )P Z k P X Y k   

0

( ) ( )
k

i

P X i P Y k i


   
1 2

1 2
0

k
n i n k ii i k i k i

n n
i

C p q C p q   



 
1 2

1 2
0

k
n n kk i k i

n n
i

p q C C  



  1 2

1 2

n n kk k
n nC p q  


1 2

1 2

0

k
i k i
n n

i

k
n n

C C

C









例3 设 X  B(n1, p)，Y  B(n2, p)，

注：若 Xi  B(1, p)，且独立，则

Z = X1 + X2 + …… + Xn  B(n, p).

则 Z = X+ Y  B(n1+n2, p). (即二项分布具有可加性).

证明

所以 Z = X+ Y  B(n1+n2, p).
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例4 ( 大值分布)设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Y =max (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Y的分布.
(1) 若Xi~ Fi (x) ,i=1,2, …n.

二、 大值与 小值的分布

(2) 若Xi 同分布且Xi~ F (x) ,i=1,2, …n.

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为p (x) ,i=1,2, …n.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) 1 2( ) ( ) (max( , , ) )Y nF y P Y y P X X X y   

1 2( , , )nP X y X y X y   

1 2( ) ( ) ( )nP X y P X y P X y   

1 2( ) ( ) ( ).nF y F y F y 
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例4 ( 大值分布) 设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Y =max (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Y的分布.
(1) 若Xi~ Fi (x) ,i=1,2, …n.

(2) 若Xi 同分布且Xi~ FX (x) ,i=1,2, …n.

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为pX (x) ,i=1,2, …n.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) ( )YF y
1 2( ) ( ) ( ).nF y F y F y 

(2)若Xi 同分布且Xi~ FX (x) ,则 ( )YF y ( ).n
XF y

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为

p (x) ,i=1,2, …n. 对上式求导数得

( ) ( )Y Yp y F y 1( ) ( ).n
X XnF y p y
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例4 ( 大值分布) 设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Y =max (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Y的分布.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) ( )YF y
1 2( ) ( ) ( ).nF y F y F y 

(2)若Xi 同分布且Xi~ F (x) ,则 ( )YF y ( ).n
XF y

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为p (x),则
( )Yp y 1( ) ( ).n

X XnF y p y

(4) 将Exp(λ) 的分布函数和密度函数代入(2)(3)得

[1 ] , 0;
( )

0 0.

y n

Y

e y
F y

y

  
 


1[1 ] , 0;

( )
0 0.

y n y

Y

n e e y
p y

y
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例5 ( 小值分布)设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Z =min (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Z的分布.
(1) 若Xi~ Fi (x) ,i=1,2, …n.

(2) 若Xi 同分布且Xi~ FX (x) ,i=1,2, …n.

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为pX (x) ,i=1,2, …n.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) 1 2( ) ( ) (min( , , ) )Z nF z P Z z P X X X z   

1 21 ( , , )nP X z X z X z    

1 21 (1 ( ))(1 ( )) (1 ( )).nF z F z F z    

1 21 (min( , , ) )nP X X X z  

1 21 ( ) ( ) ( )nP X z P X z P X z    
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例5 ( 小值分布)设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Z =min (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Z的分布.
(1) 若Xi~ Fi (x) ,i=1,2, …n.

(2) 若Xi 同分布且Xi~ FX (x) ,i=1,2, …n.

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为p X(x) ,i=1,2, …n.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) ( )ZF z 1 21 (1 ( ))(1 ( )) (1 ( ).nF z F z F z    

(2)若Xi 同分布且Xi~ F (x) ,则 1 [1 ( )] .n
XF z  

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为

p (x) ,i=1,2, …n. 对上式求导数得

1[1 ( )] ( ).n
X Xn F z p z 

( )ZF z

( ) ( )Z Zp z F z
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例5 ( 小值分布)设 X1, X2, …… Xn独立, 若记

Z =min (X1, X2, …… Xn),在以下情况求Z的分布.

(4) 若Xi ~Exp(λ) ,i=1,2, …n.

解 (1) ( )ZF z 1 21 (1 ( ))(1 ( )) (1 ( ).nF z F z F z    
(2)若Xi 同分布且Xi~ F (x) ,则 1 [1 ( )] .n

XF z  

(3) 若Xi 是连续型且同分布其密度函数为p (x)
1[1 ( )] ( ).n

X Xn F z p z 

( )ZF z

( )Zp z

(4) 将Exp(λ) 的分布函数和密度函数代入(2)(3)得
1 , 0;

( )
0 0.

n y

Z

e z
F z

z

  
 


, 0;

( )
0, 0.

n z

Z

n e z
p z

z

  
 



即Z~Exp(n) 
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三、连续型随机向量函数的分布

已知(X,Y)的 p(x,y),求Z=f(X,Y)的概率密度pZ(z)

1、分布函数法

( ) ( )ZF z P Z z 

)()( zFzp ZZ 

其中D={(x,y)|f(x,y)≤z},且在p(x,y)的连续点处, 一

维连续型随机变量Z=f(X,Y)的概率密度为

( , )
D

p x y dxdy 

( ( , ) )P f X Y z 

( , )

( , )
f x y z

p x y dxdy
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例6.设随机变量Ｘ和Ｙ相互独立且均服从Ｎ(0,1),求

2 2Z X Y  的概率密度.

解：由于Ｘ和Ｙ独立且都服从Ｎ(0,1)，所以(Ｘ,Ｙ)的联

合密度为：

( ) ( )ZF z P Z z 若z>0
2 2

( , )
x y z

p x y dxdy
 

 
rdred

r
z

2

0

2

0

2

2

1 

 



2

2

1
z

e




所以，

2

2 , 0;( ) ( )
0 0

z

Z Z
ze zp z F z

z

   
 

( , ) ( ) ( )X Yp x y p x p y 2

22

2

1 yx

e






设 分布函数为FZ(z).2 2Z X Y 

( ) ( )ZF z P Z z 若z≤0 2 2( ) 0.P X Y z   

2 2( )P X Y z  
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例7.设二维随机变量(X,Y)的概率密度为

1, 0 1,0 2 ;
( , )

0,

x y x
p x y

   

 其他.

求随机变量Z=2X-Y的密度函数.

解 设Z=2X-Y分布函数为FZ(z).

1

2

xO

y

( ) ( )ZF z P Z z  (2 )P X Y z  

2x-y=0
2x-y=z

2x-y=2

当z≤0时, FZ(z)=0. 当z≥2时, FZ(z)=1.

当0<z<2时, 
( ) ( )ZF z P Z z 

(2 )P X Y z  

1 (2 )P X Y z   
1 2

0
2

1 1
x z

z dx dy


   
2

.
4

z
z 

z/2
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例7.设二维随机变量(X,Y)的概率密度为

1, 0 1,0 2 ;
( , )

0,

x y x
p x y

   

 其他.

求随机变量Z=2X-Y的密度函数.

解 设Z=2X-Y分布函数为FZ(z).

( ) ( )ZF z P Z z  (2 )P X Y z  

当z≤0时, FZ(z)=0. 当z≥2时, FZ(z)=1.

当0<z<2时, 
( ) ( )ZF z P Z z 

(2 )P X Y z  

1 (2 )P X Y z   
1 2

0
2

1 1
x z

z dx dy


   
2

.
4

z
z 

所以得

( ) ( )Z Zp z F z
1 , 0 2;

2
0,

z
z   

 其他.
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例8设随机向量(Ｘ,Ｙ)在矩形Ｇ={(x,y)| 0≤x≤2,0≤y≤1}
上均匀分布，试求边长Ｘ和Ｙ的矩形面积Ｓ的概率分布.

解设面积Ｓ的分布函数为FS(s), 则
FS(s)＝P(S≤s)= P(XY≤s)

2 1 1
1

2
s

s
x

dx dy   
2 1

1 (1 )
2s

s
dx

x
   1 1 1

ln2 ln
2 2 2

s s s s  

s≤ 0,则 FS(s)=P(S≤s)=0
s≥2,则 FS(s) =P(S≤s)=1

2

1

xO

y
xy=s

xy=2

若 0<s<2,则

FS(s)=P(S≤s) = P(XY≤s) =1- P(XY>s)

所以 ( ) ( )p s F s
1

(ln 2 ln ) 0 2
2

0

s s
    
 其它

s
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例9. 设(X,Y)在正方形G={(x,y):1≤x≤3,1≤y≤3}上的

均匀分布，试求 随机变量Z=|X-Y|的概率密度.

解：由条件知X和Y的联合密度为
1

, 1 3,1 3;
( , ) 4

0,

x y
p x y

    
 其他.

3

1

xO

y

3

1

x-y=-z

x-y=z

设Z的分布函数为FZ(z), 则
FZ(z)＝P(Z≤z)= P(|X-Y|≤z)

z≤ 0,则 FZ(z)＝P(Z≤z)= 0; z≥2,则 FZ(z)＝P(Z≤z)=1; 

若 0<z<2,则 ( , )
x y z

p x y dxdy
 

 FZ(z)= P(|X-Y|≤z)

1

4G

dxdy 

G

1

4 GS 2 21 1
[4 (2 ) ] 1 (2 ) .

4 4
z z     
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例9. 设(X,Y)在正方形G={(x,y):1≤x≤3,1≤y≤3}上的

均匀分布，试求 随机变量Z=|X-Y|的概率密度.

解：由条件知X和Y的联合密度为
1

, 1 3,1 3;
( , ) 4

0,

x y
p x y

    
 其他.

3

1

xO

y

3

1

x-y=-z

x-y=z

设Z的分布函数为FZ(z), 则
FZ(z)＝P(Z≤z)= P(|X-Y|≤z)

z≤ 0,则 FZ(z)＝P(Z≤z)= 0; z≥2,则 FZ(z)＝P(Z≤z)=1; 

若 0<z<2,则 FZ(z)= P(|X-Y|≤z)

G

21
1 (2 ) .

4
z  

所以 ( ) ( )Z Zp z F z
1

(2 ), 0 2
;2

0,

z z
    
 其它.
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例10 设随机变量X与Y独立，其中X的概率分布为









7.03.0

21
~X 而Y的概率密度为f(y),求随机变量U=X+Y的

概率密度g(u). 

解：设F(y)是Y的分布函数，则由全概率公式，知

U=X+Y的分布函数为

( ) ( )G u P X Y u   0.3 ( 1} 0.7 ( 2)P X Y u X P X Y u X       

0.3 ( 1 1} 0.7 { 2 2).P Y u X P Y u X       
由于X和Y独立，可见

( ) 0.3 ( 1) 0.7 ( 2) 0.3 ( 1) 0.7 ( 2).G u P Y u P Y u F u F u         

由此得U的密度函数

)()( uGug 
).2(7.0)1(3.0  ufuf

)2(7.0)1(3.0  uFuF
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2、卷积公式
已知（X,Y）的联合概率密度 p(x,y)，求Z =X+Y 的

密度函数.

x+y=z

y

x0

根据分布函数定义有

( ) ( ) ( ) ( , )z

D

F z P Z z P X Y z p x y dxdy       
( , )

x y z

p x y dxy
 

 
xyu 令

[ ( , ) ]
z x

p x y dy dx
 

 
  

( , )
z

dx p x u x du


 
  ( , )

z
p x u x dx du



 

     
对z求导，得Z的概率密度fZ(z)为 ( ) ( , )zp z p x z x dx




 

( ) ( , )zp z p z y y dy



 由对称性可得
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卷积公式：若X，Y相互独立，则 p(x,y) =pX(x) ·pY(y),

代入上式, 可得

( ) ( ) ( )z X Yp z p x p z x dx



  ( ) ( ) ( )z X Yp z p z y p y dy




 

例11 设X和Y是两个互相独立的随机变量，且
X~N(0,1)，Y ～N(0,1)，求Z = X +Y 的概率密度.

解 由于X、Y互相独立, 由卷积公式

( ) ( ) ( )z x yp z p x p z x dx
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正态分布的可加性

（2）如果Xi(i=1,2,…,n)为 n 个互相独立的随机变量，
且 Xi ~ N( μi，σi

2)，则

（1）若 2
1 1~ ( , )X N   2

2 2~ ( , )Y N  

2 2
1 2 1 2~ ( , )X Y N      

且X、Y相互独立，则有

2 2

1 11
 ,  ~  

n n

i i i i
i i

n

i i
i

a aa X N  
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1, [0,1]
( )

0,X

x
p x


 
 其它

1, [0,1]
( )

0,Y

y
p y


 
 其它

解 (方法一) (变量替换) X 、Y 的概率密度分别为

1

0
( ) ( ) ( ) ( )Z X Y Yp z p x p z x dx p z x dx




    

xzu  1

1
( ) ( )

z z

Y Yz z
p u du p u du




  

0
1

z
du z

1

1
1 2

z
du z


 

当0≤z≤1时，pZ(z) =

当1＜z＜2时 pZ(z) =
, 0 1

( ) 2 , 1 2

0 ,
z

z z

p z z z

 
   



当

当

其 它
所以

例12 设X、Y的相互独立, 且都在[0,1]上服从均匀分布,
求Z=X+Y的分布。

z-1      0     z       1      2       u

0    z-1    1      z       2   u
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解法二（图形定限法）

( ) ( ) ( )Z X Yp z p x p z x dx



 

1, 0 1, 1
( ) ( )

0,X Y

x x z x
p x p z x

    
 

 其他

z

1

z = x

,20,0  zz 或

,10,1
0

 zdx
z

,21,1
1

1
 

zdx
z

z =  
x+

1

x

2

1

0, 0 2

( ) , 0 1

2 , 1 2
Z

z z

p z z z

z z

 
  
   

或

( )Zp z 
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例13 设 X 与 Y 独立，X～U(0, 1), Y～Exp(1). 
试求 Z = X+Y 的密度函数.

解:方法一 1,  0 1
~ ( )

0,  X

x
X p x

 

 其 它

,  0
~ ( )

 0, 0

y

Y

e y
Y p y

y

 



( ) ( ) ( )Z X Yp z p x p z x dx




 用卷积公式：

1

0
( )Yp z x dx 

xzu  1

1
( ) ( )

z z

Y Yz z
p u du p u du




  

z-1      0     z       1                u
0

z ue du当0<z<1时，pZ(z) =

1 .ze 

1

z u

z
e du

当1 ≤ z时 pZ(z) = ( 1).ze e 

当z<0时，pZ(z) =0
0, 0;

( ) 1 , 0 1;

( 1). 1.

z
Z

z

z

p z e z

e e z
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解:
1,  0 1

~ ( )
0,  X

x
X p x

 
 
 其 它

,  0
~ ( )

 0, 0

y

Y

e y
Y p y

y

 
 


( ) ( ) ( )Z X Yp z p x p z x dx




 用卷积公式：

x

z

1

z = x

1

因此有

(1)   z < 0 时 pZ(z) = 0 ;

(2)  0 <z < 1 时 ( )

0

z z xe dx pZ(z) =

(3) z> 1 时 pZ(z) =
1 ( )

0

z xe dx 
1 .ze 

( 1).ze e 

1, 0 1,
( ) ( )

0,X Y

x x z
p x p z x

  
 

 其他
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(伽玛分布的可加性)

例14 若 X  Ga(1, )，Y  Ga(2, ) ，且独立，

则 Z = X + Y  Ga(1+2,  ).

解 设Z的密度函数为pZ(z), 则当z≤0, pZ(z)=0, 
当z>0, 用卷积公式,使pX(x) pY(z-x)>0的积分限,为0<x<z.

1 2

1 21 1 ( )

0
1 2

( ) ( )
( ) ( )

z x z x
Zp z x e z x e dx

 
  

 


    

  
1 2

1 21 1

0
1 2

( )
( ) ( )

z
ze

x z x dx
  

 
 

 
  

  
x

t
z

 1 2

1 2 1 2
11 1 1

0
1 2

(1 )
( ) ( )

ze
z t t dt

  
   

 

 
   

  
1 2

1 2 1 1 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

ze
z

  
   

   

 
   


   

即Z = X + Y  Ga(1+2,  ).
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2 1
( ) ( , ).

2 2

n
n Ga 

~ exp( ), 1, 2, , ,iX i m  

).,(~
1

mGaX i

m

i



2~ ( ), 1,2, , ,i iX n i m  

)(~ 21
2

1
mi

m

i

nnnX 




exp( ) (1, ),Ga 由于

(1) 若 且相互独立,则

(2) 若 且相互独立,则

2 2 2 2
1 2 ~ ( ).nY X X X n   

解 当 ~ (0,1),iX N 2 2 2
1 2, , , nX X X且

2 2 2 2
1 2 ~ ( ).nY X X X n   

~ (0,1), 1, 2, , .iX N i n 例14 若 且相互独立,则

2 2~ (1).iX 有 且独立

故
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3、变量替换法

有连续偏导、存在反函数

则 (U, V) 的联合密度为

若
1

2

( , )

( , )

u g x y

v g x y


 

( , )

( , )

x x u v

y y u v


 

( , ) ( ( , ), ( , )) | |UV XYp u v p x u v y u v J

其中J为变换的雅可比行列式：

1
( , ) ( , )

( , ) ( , )

x y u v
J

u v x y


  

     

0

x y

u u
x y

v v

 
  
 
 

( , )

( , )

x y
J

u v
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例15 设X和Y独立同分布，都服从正态分布
记 U= X+Y， U= X-Y，试求（U，V）的联合密度函

数，问U和V是否独立.

2( , )N  

解 因为u= x+y, v= x-y，则反函数为

,
2

u v
x


 ,

2

u v
y




x y

u uJ
x y

v v

 
 
 
 

1/ 2 1/ 2
1/ 2 0

1/ 2 1/ 2
   



( , ) ( ( , ), ( , )) | |UV XYp u v p x u v y u v J
1

2 2 2
( , )XY
u v u v

p
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( , ) ( ( , ), ( , )) | |UV XYp u v p x u v y u v J 1

2 2 2
( ) ( )X Y
u v u v

p p
 

2

2

( )
2
21

2 2

u v

e





 







2

2

( )
2
21

2

u v

e





 







2 2

2

( 2 )

4
1

4

u v

e





 




即
2 2( , ) ~ (2 , 0, 2 , 2 , 0)U V N   

由于 0.  所以U和V相互独立.
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增补变量法

可增补一个变量V = g2(X, Y) ，

若要求 U = g1(X, Y) 的密度 pU(u) ，

先用变量变换法求出 (U, V)的联合密度pUV(u, v)，

用此方法可以求出卷积公式、积的公式、商的公式

然后再由联合密度pUV(u, v)，去求出边际密度pU(u)
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例15 已知 ( X ,Y )的联合密度函数为

3 , 0 1, 0
( , )

0,

x x y x
p x y

   
 
 其他

U = 3 X – 2 Y ,求 p U (u)

解 令
3 2u x y

v y

 
 

1
( 2 )

3
x u v

y v

  

 

1 3 0 1

2 / 3 1 3
J  

其反函数为

1 1
( , ) ( 2 ),

3 3UVp u v p u v v
    
 

1 1 1
( 2 ), 0 ( 2 ) 1,0 ( 2 )

3 3 3
0,

u v u v v u v
       
 其他
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( , )UVp u v
1 1 1

( 2 ), 0 ( 2 ) 1,0 ( 2 )
3 3 3

0,

u v u v v u v
       
 其他

u

v

u+2v=0

u+2v=3

v=u1
( 2 ), 3 2 ,0 1

3
0,

z u v u v v      
 其他

( ) ( , )U UVp u p u v dv





=  
3

22

0

1 1
( 2 ) 9 , 1 3

3 12

u

u vdv u u


    

31O
2

0

1 2
( 2 ) , 0 1

3 3

u
u vdv u u   

0, 0 3u u 或
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例16  (积的公式)设X和Y相互独立,其密度函数

分别为pX(x)和pY(y), 则U=XY的概率密度为

得(U,V)联合密度为
1

( , )
| |

u
p v

v v

1
( ) ( ) ( )

| |U X Y

u
p u p p v dv

v v




 

解 令V=Y, 则
u xy

v y


 

u
x

v
y v

 

 

其反函数为

2

1 0 1

1

v
J

u v v
 


1

( ) ( )
| |X Y

u
p p v

v v


所以U的密度为
1

( ) ( ) ( )
| |U X Y

u
p u p p v dv

v v
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练习 (商的公式)设X和Y相互独立,其密度函数

分别为pX(x)和pY(y), 则U=X/Y的概率密度为

得(U,V)联合密度为 ( , ) | |p uv v v

( ) ( ) ( ) | |U X Yp u p uv p v v dv



 

解 令V=Y, 则
/u x y

v y


 

x uv

y v


 

其反函数为

0

1

v
J v

u
 

( ) ( ) | |X Yp uv p v v

所以U的密度为 ( ) ( ) ( ) | |U X Yp u p uv p v v dv
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例17 已知( X, Y ) 的联合分布函数为



 




其他,0

0,0,1
),(

)( yxeee
yxF

yxyx

求U = X / Y 的概率密度函数

解
( ) , 0, 0

( , )
0,

x ye x y
p x y

   

 其他

( ) ( , ) | |Zp u p uv v v dv



 

( ), 0, 0
( , )

0,

uv ve u v
p uv v

   

 其他

=

( 1)

0

u ve vdv
   2

1
, 0

( 1)
u

u
 



0, u ≤0.
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作业：p-171 习题3.3

1, 3, 6, 7,13(第一次)

8, 9, 10(1),14, 16 (第二次)
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§3.4多维随机变量的特征数

一、多维随机变量函数的数学期望

二、数学期望和方差的运算性质

三、协方差

四、相关系数

五、随机向量的数学期望与协方差阵
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一、多维离散随机变量函数的数学期望
1. 如果(X,Y)为离散型随机向量，其联合概率分布为

P(X=xi Y=yj) = pij k =1,2,3,…,

则Z=g (X,Y)的数学期望为

ijj
i j

i pyxgYXgEZE ),()],([)( 

2.设二维随机向量（X, Y）的联合概率密度为p(x,y)，
则Z=g (X,Y)的数学期望为：

( ) [ ( , )] ( , ) ( , )E Z E g X Y g x y p x y dxdy
 

 
   

特别地 ( ) ( , )E X xp x y dxdy
 

 
  

( ) ( , )E Y yp x y dxdy
 

 
  

( )Xxp x dx
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例1 设二维随机向量（X，Y）的概率密度为

试求 E(X)及E(XY).

解 ( ) ( , )E X xp x y dxdy
 

 
  

( ) ( , )E XY xyp x y dxdy
 

 
  

6 , 0 1,0 2(1 )
( , )

0

xy x y x
p x y

    
 
 其它

1 2(1 )

0 0

2
6

5

x
dx x xydy


   

1 2(1 )

0 0

4
6 .

15

x
dx xy xydy


   

2

y=2(1-x)

1o x

y
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例2 在长为 a 的线段上任取两点 X 与 Y，求两点间

的平均长度.

解：由于X和Y独立,且在(0,a)上均匀分布,所以(X,Y)的
联合密度为

2

1
, 0 ,0 ;

( , )
0,

x a y a
p x y a

    
 其他.

a

a

xO

y

(| |) | | ( , )E X Y x y p x y dxdy
 

 
   

y=x

20 0

1
( )

a x
dx x y dy

a
   20

1
( )

a a

x
dx y x dy

a
  

.
3

a
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二、数学期望和方差的性质

1.数学期望的性质

(1) E (C ) = C (2) E (aX ) = a E (X ) 

(3) E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ) 
1 1

( )
n n

i i i i
i i

E a X a E X
 

   
 
 

(4) 当X ,Y 独立时，E (X Y ) = E (X )E (Y ) .

证明 (3) 不妨设(X,Y)是连续型随机变量

( ) ( ) ( , )E X Y x y p x y dxdy
 

 
   

( , ) ( , )xp x y dxdy yp x y dxdy
   

   
    

)()( YEXE 

若X1 ,X2 ,…Xn独立，则 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nE X X X E X E X E X 
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二、数学期望和方差的性质

1.数学期望的性质

(1) E (C ) = C (2) E (aX ) = a E (X ) 

(3) E (X + Y ) = E (X ) + E (Y ), 
1 1

( )
n n

i i i i
i i

E a X a E X
 

   
 
 

(4) 当X ,Y 独立时，E (X Y ) = E (X )E (Y ) .

证明 (4) 不妨设(X,Y)是连续型随机变量

( ) ( , )E XY xyp x y dxdy
 

 
  

( ) ( )X Yxp x dx yp y dy
 

 
  

( ) ( )x Yxyp x p y dxdy
 

 
  

( ) ( ).E X E y 

若X1 ,X2 ,…Xn独立，则 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )n nE X X X E X E X E X 
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2.方差的性质
(1) Var(c)=0. (2) Var(aX+b) = a2 Var(X). 

(3) 当X与Y独立时， Var(X Y) = Var(X)+ Var (Y) .

而 E(X-E(X))(Y-E(Y))

= E(XY)-E(X)E(Y)-E(X)E(Y)+E(X)E(Y)

= E(XY)- E(X)E(Y)
由于 X,Y相互独立，故有 E(XY)= E(X)E(Y) 

从而有 E(X—E(X))(Y—E(Y))= 0 

证明 (3)Var(X+Y) = E (X+Y)-E(X+Y))2

于是 Var(X  Y)= Var(X)+Var(Y)．

= E((X-E(X))+ (Y-E(Y))2

= Var(X)+Var(Y) + 2E(X-E(X))(Y-E(Y))
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例3．设 X ~B( n ,p) ，求E(X)，Var(X) ．

Var(X)=Var(X1+X2+…+Xn)






Ai

Ai
X i

次试验不出现第

次试验出现第

0

,1
令 i=1,2,…,n

显然 Xi 均服从（0-1）分布, 
从而 E(Xi)= p, Var(Xi) = pq, （i =1，2，…，n）

且 X1，X2，…，Xn相互独立。

于是 E(X)= E(X1+X2+…+Xn) 

= E(X1)+E(X2)+…+E(Xn)= np

=Var(X1)+Var(X2)+…+Var(Xn)= npq

解：

则 X= X1+X2+…+Xn
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例4 将n个球放入M个盒子中,设每个球落入各个盒子
是等可能的,求有球的盒子数X的期望.

解 引入随机变量

由于 X=X1+X2+…+XM ,于是

E(X)=E(X1)+E(X2)+ …+E(XM).

1,

0,
i

i
X

i


 


第个盒子有球;

第 个盒子无球.
i=1,2,…,M

1
( 0) (1 ) ,n

iP X
M

  
1

( 1) 1 (1 )n
iP X

M
   

1
( ) 1 (1 ) ,n

iE X
M

  得 i=1,2,…,M

1
[1 (1 ) ]nM

M
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例5 在区间(0,1)随机取n个点,求相距 远的两点间的
距离的数学期望.

解 设第i个点坐标为 iX (i=1,2,…,n)

在(0,1)内均匀分布.其密度函数为

由题意知 iX

1, 0 1,
( )

0,

x
p x

 

 其他.

则相距 远的两点间的距离为

max (X1, X2, …… Xn) min (X1, X2, …… Xn)

而Y=max (X1, X2, … Xn)和min (X1, X2, …Xn)的分布

密度分别为
1( ) ( ) ( )n

Yp y nF y p y
1, 0 1,

0,

nny y  
 
 其他.

1( ) (1 ( )) ( )n
Zp z n F z p z 

1(1 ) , 0 1,

0,

nn z z   

 其他.
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例5 在区间(0,1)随机取n个点,求相距 远的两点间的
距离的数学期望.

相距 远的两点间的距离为

max (X1, X2, …… Xn) min (X1, X2, …… Xn)

而Y=max (X1, X2, … Xn)和min (X1, X2, …Xn)的分布

密度分别为
1( ) ( ) ( )n

Yp y nF y p y
1, 0 1,

0,

nny y  

 其他.

1( ) (1 ( )) ( )n
Zp z n F z p z 

1(1 ) , 0 1,

0,

nn z z   

 其他.

E(max (X1, X2, …… Xn)- min (X1, X2, …… Xn))=E(Y-Z)

=E(Y)-E(Z)
1 1 1

0 0
(1 )n nny dy nz z dz   

1

1 1

n

n n
 

 
1

.
1

n

n
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三、协方差
对于二维随机向量(X,Y)来说,数学期望E(X)、E(Y)

只反映了X与Y各自的平均值,方差只反映了X与Y各自

离开均值的偏离程度,它们对X与Y之间相互关系不提供

任何信息.
二维随机向量(X,Y)的联合分布全面的地描述了(X,Y)

的统计规律,也包含有X与Y之间关系的信息.我们希望有

一个数字特征能够在一定程度上反映这种联系.

注意到 如果X和Y独立 则

E(X-E(X))(Y-E(Y))=0

如果E(X-E(X))(Y-E(Y))≠0, 说明X和Y不独立,从而具

有一定的关系.
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1.定义 若E(X-E(X))(Y-E(Y))存在，则称其为随机

变量X与Y的协方差. 记为Cov(X,Y)即

Cov(X,Y) = E(X-E(X))(Y-E(Y))

三、协方差

 Cov(X,Y)>0, 称X和Y正相关, 表示X和Y同时增
加或减少.

 Cov(X,Y)<0, 称X和Y负相关, 表示X增大而Y减
少,或Y增大而X减少.

 Cov(X,Y)=0, 称X和Y不相关.

协方差常用计算公式

Cov(X,Y)=E(XY )－E(X)E(Y)

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

例5 设二维(X,Y)随机变量的密度函数为
3 0 ;

( , )
0

x y x
p x y

 
 


，

， 其它.

( )E XY

cov( , ) ( ) - ( ) ( )X Y E XY E X E Y

ov( , )C X Y求

解 因为

1

0 0
3 d

x
dx x x y  

( )E Y

( ) ( , )E X xp x y dxdy
 

 
  

1 3

0

3
3 .

4
x dx 

1

0 0
3 d

x
dx y x y  

3
1

0

3 3
.

2 8

x
dx 

1

0 0
3 d

x
dx xy x y  

4
1

0

3 3
.

2 10

x
dx 

3 3 3 3

10 4 8 160
   

o x

y y=x

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

2. 协方差的性质

(1) Cov(X, Y) = Cov(Y, X).

(5) 若 X 与 Y 独立，则Cov(X, Y) = 0. 

(3) Cov(aX, bY) = abCov(X, Y) . 

(6) Var(XY) = Var(X)+ Var (Y)  2 Cov(X, Y) 

(2) Cov(X, a) = 0.

(4) Cov(X+Y, Z) = Cov(X, Z) + Cov(Y, Z). 

一般地

1 1 1

( ) ( ) 2 cov( , )
n n

i i i j
i i i j n

Var X Var X X X
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解：

1

,
n

i
i

X X


 

例6 (配对问题)n 个人、n 件礼物，任意取. X 为拿对自
已礼物的人数，求 E(X), Var(X) 

则

因为Xi ~B(1,1/n) E(Xi) = 1/n, Var(Xi) = (1/n)(1-1/n), 

又因为
1 1

( ) ( ,) 2 ( ,  )
n

i
i

i j
i j n

Var X Var X Cov X X
   

  

1,

0,i

i
X

i


 


第 个人拿对自己的礼物;

第 个人未拿对自己的礼物.

1

( ) ( )
n

i
i

E X E X


 所以
1

( ) 1.
n

i
i

E X


 



山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

所以 E(XiXj) = 1/n(n1),

XiXj

P

0                      1

11/n(n1)        1/n(n1)

由此得

2(
1 1

,  )
( 1)i jCov X X

n n n
 


2

1

( 1)n n




所以先计算 E(XiXj), XiXj的分布列为

1 1

( ) ( ) 2 ( ,  )
n

i
i

i j
i j n

Var X Var X Cov X X
   

  

2
2

1 1
2

( 1)n

n
C

n n n


 


1 1

1
n

n n


  

所以

2 2
1

1 1
2

( 1)i j n

n
n

n n n  
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四、相关系数
协方差的数值在一定程度上反映了X与Y相互间

的联系,但它要受到X与Y量纲的影响.取不同的量纲,

会得到不同的协方差. 令X*=kX,Y*=kY,这时X*与Y*

Cov(X*,Y*)=k2Cov(X,Y)

为了克服这一缺点,在计算X与Y的协方差之前,先

对X与Y进行标准化,以便消除量纲的影响.

)(

)(

)(

)(

YD

YEY
Y

XD

XEX
X





 

再来计算X*和Y*的协方差，这样就引进了相关系
数的概念.
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1.相关系数的定义

对于随机变量X和Y,若Var(X)≠０, Var(Y) ≠０则称

Corr(X, Y)
( , )

( ) ( )

Cov X Y

Var X Var Y


为随机变量X和Y的相关系数（标准协方差）.

2.相关系数的性质

(1) 1  Corr(X, Y)  1. 

(2) Corr(X, Y) = 1 X 与 Y 几乎处处有线性关系。

(性质3.4.11)



(性质3.4.12) P(Y=aX+b)=1

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

引理 ( 柯西--许瓦兹不等式) 若X和Y的方差存在,则

[Cov(X, Y) ]2  Var(X)Var(Y).

于是，判别式
△= ４[Cov(X,Y)]2 –４Var(X)·Var（Y）≤0

2( ) [( ( )) ( ( )]q t E X E X t Y E Y   

2[ ( , )] ( ) ( ).Cov X Y Var X Var Y 

证明：若Var(X)=0, 显然成立; 若Var(X)≠0考虑实变
量t的二次函数

因 q（t）≥0，Var(X)>0，
即方程 q(t)= 0 或者没有实根或者有重根，

2 2 2[ ( )] 2 [ ( )] [ ( )] [ ( )]E X E X t E X E X Y E Y t E Y E Y       
2( ) 2 ( , ) ( )Var X t Cov X Y t Var Y   

即

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

2.相关系数的性质

(1) 1  Corr(X, Y)  1. 

证明：由柯西--许瓦兹不等式得.

[Corr(X, Y)]2
2[ ( , )]

( ) ( )
1.

Cov X Y

Var X Var Y
  所以 1  Corr(X, Y)  1. 

(2) Corr(X, Y) = 1 X 与 Y 几乎处处有线性关系。
P(Y=aX+b)=1

证明：充分性.若Y=aX+b (X=cY+d也一样), 则
2( ) ( ) var( ),Var Y Var aX b a X  

( , )Cov X Y [ ( )][ ( )]E X E X aX b E aX b     ( ).aVar X

( , )
( , )

( ) ( )

Cov X Y
Corr X Y

Var X Var Y
 ( )

| | ( )

aVar X

a Var X


1, 0
.

1 0

a

a
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证明：必要性.记 ( ), ( )X YVar X Var Y  

因为 ( )
X Y

X Y
Var

 
 2[1 ( , )],Covv X Y 

所以当Corr(X,Y)=1时, ( ) 0
X Y

X Y
Var

 
 

由此得 ( ) 1,
X Y

X Y
P c
 

  

或 ( ) 1.Y
Y

X

P Y X c
 


  

即Corr(X,Y)=1时, Y与X几乎处处正相关.

所以当Corr(X,Y)=-1时, ( ) 0
X Y

X Y
Var

 
 

由此得 ( ) 1,
X Y

X Y
P c
 

   或 ( ) 1.Y
Y

X

P Y X c
 


   

即Corr(X,Y)=-1时, Y与X几乎处处负相关.
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相关系数Corr(X,Y)刻划了随机变量X和Y的线性相

关程度.所以也称为线性相关系数.

当Corr(X,Y) = 0时 , 称X与Y不相关.不相关指的是
没有线性关系,也可能有其他的函数关系.

当Corr(X,Y) = 1时 , 称X与Y完全正相关.当
Corr(X,Y) = -1时 , 称X与Y完全负相关

当0<|Corr(X,Y)|<1时 , 称X与Y有“一定程度”的线
性关系.当|Corr(X,Y) |越接近与1时 , 称X与Y线性程
度越高,反之越弱.

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

o x

y

o

o

o

x

x x

y

y

y

0<ρ<1 -1<ρ<0

ρ =1 ρ =-1

相关情况示意图
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例7．设（X,Y）服从二维正态分布，求X,Y的相关系数.

2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 21 2

( ) ( )( ) ( )1
[ 2

2(1 )

2
1 2

1
( , )

2 1

x x y y

p x y e
   

   

  

   
  




2
1
2
1

( )

2

1

1
( ) ,

2

x

Xp x e








 
2

2
2
2

( )

2

2

1
( ) ,

2

y

Yp y e








 

解：X，Y的联合密度f(x,y)及边缘密度 pX(x), pY(y) 如下：

1 2( , ) ( )( ) ( , )Cov X Y x y p x y dxdy 
 

 
    21

1 2

1 2

( , )
( , )

( ) ( )

Cov X Y
Corr X Y

D X D Y

  
 

  


从而说明二维正态分布随机变量X、Y相互独立当且

仅当ρ=0，即X、Y相互独立与不相关是等价的.
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例8 设 (X, Y) 的联合分
列为

X

-1

0

1

Y 1       0       1

1/8 1/8 1/8

1/8     0      1/8

1/8 1/8 1/8

求 X, Y 的相关系数.

解: ( ) i ij
i j

E X x p 

( ) i j ij
i j

E XY x y p 

= 0

同理

2 2( ) i ij
i j

E X x p  = 3/4

E(Y) = E(X) = 0

另一方面

= 1/81/81/8+1/8 = 0

所以 Cov(X, Y)

即 Corr(X, Y) = 0

E(Y2) = E(X2) = 3/4

= E(XY)E(X)E(Y) = 0

X,Y不相关,但也不独立.

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

例9 设二维(X,Y)随机变量的密度函数为

8
0 0.5, 0 , 1;

( , ) 3
0

x y x y
p x y

      


，

， 其它.

2 2( ) ( ) - ( )Var X E X E X

o ( , )C rr X Y求

解 因为

0.5

0 0

8
d

3

x
dx x y  

( ) ( , )E X xp x y dxdy
 

 
  

231 11 37
( )

72 18 648
  

o x

y y=x

y=x-5

0.5 1

1

0.5 0.5

8
d

3

x

x
dx x y


  

11
,

18


2( )E X
0.5 2

0 0

8
d

3

x
dx x y  

1 2

0.5 0.5

8
d

3

x

x
dx x y


   31

,
72



类似可得 7 37
( ) , ( )

18 648
E Y Var Y 
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例9 设二维(X,Y)随机变量的密度函数为

8
0 0.5, 0 , 1;

( , ) 3
0

x y x y
p x y

      


，

， 其它.

o ( , )C rr X Y求

0.5

0 0

8
d

3

x
dx xy y  

( ) ( , )E XY xyp x y dxdy
 

 
  

41 11 7

144 18 18
  

o x

y y=x

y=x-5

0.5 1

1

0.5 0.5

8
d

3

x

x
dx xy y


  

41
,

144


( , ) ( ) - ( ) ( )Cov X Y E XY E X E Y
37

0.0471.
648

 

( , )

( ) ( )
( , )

Cov X Y

Var X Var Y
Corr X Y  61

0.8243.
74

 

后得协方差和相关系数为

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

1.将一枚不均匀硬币投掷n次，以Ｘ和Ｙ分别表示出现正

面和反面的次数，则Ｘ和Ｙ的相关系数为

（Ａ）－１; （Ｂ）０; （Ｃ） ½ ;       (D)   1 .
2.设随机变量Ｘ和Ｙ独立同分布，记U=X+Y, V=X-Y,则

Ｕ和Ｖ

（Ａ）不独立； （Ｂ）独立；

（Ｃ）相关系数为０； （D）相关系数不为０。

3.设随机变量Ｘ的概率密度为

求Ｘ与|X|的协方差，问Ｘ和|X|是否不相关，是否相互

独立．

1
( )

2
xp x e )(  x

练 习 题
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五、随机向量的数学期望与协方差阵

定义 记n维随机向量

称

1 2( ,  ,  ,  ) 'nX X X X


 ，则

1 2( ) ( ( ),  ( ),  ,  ( )) 'nE X E X E X E X




1 1 2 1

2 1 2 2

1 2

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

( , ) ( , ) ( )

n

n

n n n

Var X Cov X X Cov X X

Cov X X Var X Cov X X

Cov X X Cov X X Var X

 
 
 
 
 
 





   



为 X

的协方差阵，记为 ( ),  Cov X


或 

为n维随机向量 X


的数学期望.

称
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协方差矩阵的性质

协方差阵是对称、非负定矩阵.

2
1 1 2

2
1 2 2

C
  

  
 

  
 

例10: 设(X,Y)~N(μ1,μ2,σ1
2,σ2

2,ρ),求X和Y的
协方差矩阵.

解 因为
2 2

11 1 2 2 2( ) , ( )c V ar X c V ar Y    

所以X和Y的协方差矩阵为

12 2 1 1 2( , )c c C ov X Y    
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n维正态分布

定义:设n维随机变量(X1,X2,…,Xn),其协方差矩
阵C和向量X与μ分别为
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若(X1,X2,…,Xn)的密度函数为

)()(
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2

1

2
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XCX

nn

T

e

C
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则称(X1,X2,…,Xn)是n维正态的随机向量,或服从n
维正态分布,记为N(μ,C).
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作业：p-189 习题3.4

2, 6, 7, 10, 11(第一次)

17, 19, 24,27, 29,31,41 (第二次)

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

§3.5条件分布与条件数学期望

一、条件分布

二、条件数学期望

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

一、条件分布

条件分布是条件概率的推广.

二维随机变量(X,Y)之间主要表现为独立与相依两

类关系.

许多问题中有关的随机变量取值是相互影响的.

如X表示人的身高,Y表示人的体重,则X和Y一般有相

依关系

条件分布是研究随机变量的相依关系的一个有力工

具. 
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1.离散型随机向量(X, Y)的条件分布

| ( | )i j i jp P X x Y y  

称为在Y=yi的条件下，X的条件分布.

(1)定义 设离散型随机向量(X, Y)的联合分布列为

在已知Y=yj的条件下(P(Y=yj)＞0)，X的条件概率

pij=p(X=xi , Y=yj)   (i, j=1, 2, …)

条件概率公式：P(B | A)=P(AB)/P(A)，P(A)＞0

|
.

( | ) ( 1, 2, )ij
j i j i

i

p
p P Y y X x j

p
     

类似地，当P(X=xi)＞0时,在X=xi的条件下，Y的条件

分布为

.

( , )
( 1, 2 )

( )
i j ij

j j

P X x Y y p
i

P Y y p
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1.离散型随机向量(X, Y)的条件分布

( | ) ( | )
i

j i j
x x

F x y P X x Y y


  

(2)条件分布函数

在Y=yj的条件下, X的条件分布函数为

| ,
i

i j
x x

p


 

在X=xi的条件下, Y的条件分布函数为

( | ) ( | )
j

i j i
y y

F y x P Y y Y x


   | ,
j

j i
y y

p


 

(3) 条件分布的性质

（1）P(X=xi | Y=yj)≥0

（2）
1

( | ) 1.i j
i

P X x Y y
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例1 设二维离散型随机变量(X, Y)的概率分布如下表. 

求Y在X=0和X=1条件下的条件概率分布. 

解 先计算 (X, Y)关于X的边缘概率分布

P(X=xi)

0.10.20.11
0.30.10.20

321Y
X

得在X=0条件下Y的条件概率分布为：

由公式    1,2,i j
j i

i

p
P Y y X x j

p 

    

0.6
0.4

Y|X=0

|j ip

321

3

1

6

1
2

1
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例1 设二维离散型随机变量(X, Y)的概率分布如下表. 

求Y在X=0和X=1条件下的条件概率分布. 

解先计算 (X, Y)关于X的边缘概率分布

P(X=xi)

0.10.20.11
0.30.10.20

321Y
X

得在X=1条件下Y的条件概率分布为：

由公式    1,2,i j
j i

i

p
P Y y X x j

p 

    

0.6
0.4

Y|X=1

|j ip

321

1

4

1

2

1

4
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例2 设随机变量X和 Y相互独立,且X~P(1), Y~P(2), 

求在X+Y=n的条件X的条件分布. 

解 由于泊松分布具有可加性, 得X+Y~P(1+2), 所以

)|( nYXkXP 
)(

),(

nYXP

nYXkXP





)(

)()(

nYXP

knYPkXP
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21

21
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1 2

1 2 1 2

,

k n k

k
nC

 
   


   

        
（i =0, 1，2，…，n）

1 1 2| ~ ( , /( ))X X Y n B n     即
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例3 设某班车起点站上客人数Ｘ服从参数为λ

的泊松分布，每位乘客在中途下车的概率为p，且中途

下车与否相互独立。以Ｙ表示在中途下车的人数。求

（１）在发车时有n个乘客的条件下，中途有m人下车

的概率。

（２）随机向量（Ｘ,Ｙ）的联合分布.

解：(1) P(Y=m|X=n)

(1 ) , 0 , 0,1,2m m n m
nC p p m n n     

(2) P(X=n, Y=m) = P(X=n) P(Y=m|X=n)

3,2,1,0,0,)1(
!

 


nnmppC
n

e mnmm
n

n
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2.连续型随机向量(X, Y)的条件分布
(1) 条件分布函数和分布密度

设对于任意小的Δx>0，有 P(x < X < x + Δx)>0

0
lim ( | )
x

P Y y x X x x
 

    若

存在, 则称此极限为X=x的条件下Y的条件分布函数。

且有
|

( , )
( | )

( )

y

Y X
X

p x v dv
F y x

p x
 

P(Y≤y |X=x) 或 FY |X(y|x)记作

0

( , )
lim

( )x

P Y y x X x x

P x X x x 
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事实上，若p(x, y)在点( x, y) 处连续，px(x)连续，且

px(x)>0, 则有

|
0

( , )
( | ) lim

( )Y X
x

P x X x x Y y
F y x

P x X x x 

    


   

xxFxxF

xyxFyxxF

XX
x 




 /)]()([

/),(),([
lim

0

xxFxxF

xyxFyxxF

XX
x

x










/)]()([lim

/)],(),([lim

0

0

( , ) ( )( )( , )
/ /

x y x

X
X

p u v dvdu p u duF xF x y

x x x x
  

 
 

   
  

( , )

( )

y

X

p x v dv

p x
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对y求导，得到在条件X=x下Y的条件概率密度

|

( , )
( | )

( )Y X
X

p x y
p y x

p x


类似地，在条件Y=y下，X的条件分布函数及条件概
率密度为

|

( , )
( | )

( )

x

X Y
Y

p u y du
F x y

p y
 

/

( , )
( | )

( )X Y
Y

p x y
p x y

p y
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例4 已知  2 2
1 2 1 2( , ) ~ , , , ,X Y N      求条件分布

解 ( )X Yp x y
( , )

( )Y

p x y

p y


2 2
1 1 2 2

2 2 2
1 21 2

2
2
2
2

( ) ( )( ) ( )1
2

2(1 )

2
1 2

( )

2

2

1

2 1

1

2

x x y y

y

e

e

   
   




  



    
   

   







1
1 22 2

21

1
( ( ))

2 (1 )

2
1

1

2 1

x y

e
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例4 已知  2 2
1 2 1 2( , ) ~ , , , ,X Y N      求条件分布

即









 )1(),(~ 22

12
2

1
1 


 yN|X Y y

类似可得，









 )1(),(~ 22

21
1

2
2 


 xN|Y X x

所以 二维正态分布的条件分布仍然服从正态分布.
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例5 已知(X,Y )服从圆域 x2 + y2  r2 上的均匀分布,求
( ).Y Xp y x

r

解 2 2 2
2

1
,

( , )
0,

x y r
p x y r

   
 其他

( ) ( , )Xp x p x y dy



 

rxrdy
r

xr

xr





,

122

22 2

22 xr  

22 xr 


x











其他,0

,
2

2

22

rxr
r

xr


-r

其他,0
=

边缘分布不是均匀分布！
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( , )

( )X

p x y

p x
( )Y Xp y x

当 – r < x < r 时，

2 2 2 2

2 2

1
,

2
0,

r x y r x
r x

      
 其他

— 这里 x 是常数，当X = x 时，

 2 2 2 2| ~ ,Y X x U r x r x   

22 xr  

22 xr 


x

例5 已知(X,Y )服从圆域 x2 + y2  r2 上的均匀分布,求
( ).Y Xp y x

2 2

2

2
,( )

0,
X

r x
r x rp x r

     

 其他

条件分布是均匀分布!
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例6 设
8 , 0 ,0 1;

( , )
0,

xy x y y
p x y

   

 其他.

求 ( ),X Yp x y ( )Y Xp y x

解
y = x

1

1

1
8 , 0 1

( )
0,

x
X

xydy x
p x

   



其他



 


其他,0

10),1(4 2 xxx
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y = x
1

1

0
8 , 0 1;

( )
0,

y

Y

xydx y
p y

   



其他.



 


其他,0

10,4 3 yy

当0 < y < 1 时，

( )X Yp x y ( , )

( )Y

p x y

p y


y





 


其他,0

0,
2

2
yx

y
x

当0 < x < 1 时，

y = x
1

1x

( , )

( )X

p x y

p x
( )Y Xp y x





 


其他,0

1,
1

2
2

yx
x
y
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2.连续型随机向量(X, Y)的条件分布
(2) 连续场合的全概率公式和贝叶斯公式

|( , ) ( ) ( | )X Y Xp x y p x p y x

|( ) ( ) ( | )Y X Y Xp y p x p y x dx



 

全概率公式

|( , ) ( ) ( | )Y X Yp x y p y p x y

|( ) ( ) ( | )X Y X Yp x p y p x y dy



 

由边际分布无法得到联合分布,但由边际分布和条
件分布就可得到联合分布.
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|
|

|

( ) ( | )
( | )

( ) ( | )

X Y X
X Y

X Y X

p x p y x
p x y

p x p y x dx







贝叶斯公式

|
|

|

( ) ( | )
( | )

( ) ( | )

Y X Y
Y X

Y X Y

p y p x y
p y x

p y p x y dy
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例7 已知X~U(0,1),已知当X=x时, Y~U(0,x), 其中0<x<1,
求(X,Y)的联合分布密度

解：由于X~U(0,1),所以
1, 0 1;

( )
0,X

x
p x

 
 
 其他.

当0<x<1时， |

1/ , 0 ;
( | )

0,Y X

x y x
p y x

 
 
 其他.

由 |( , ) ( ) ( | )X Y Xp x y p x p y x 得

1/ , 0 1,0 ;
( , )

0,

x x y x
p x y

   
 
 其他.
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例8 对于随机向量(X,Y)已知
2 3

|

3 / 0
( | ) ,

0
X Y

x y x y
p x y

  
 
 其它

45 0 1
( ) ,

0
Y

y y
p y

  
 
 其它

求边缘密度函数 ( )Xp x 及P(X>1/2)

解： |( , ) ( ) ( | )y X Yp x y p y p x y
215 , 0 ,0 1;

0,

x y x y y    
 
 其他.

( ) ( , )Xp x p x y dy



 

1 2 2 215
15 (1 ) 0 1

,2
0

x
x udy x x x     




其他.

1

2

1

2 XP X p x dx


 
＋

( ＞ ) （ ） 2 2
1

2

15 47
(1 )

64
x x dx  

１

２

o x

y y=x
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练习对于随机向量(X,Y)已知

2

2
, 1

( ) 1
0,

Y X

y
x y

p y x x
   
 其他

24 (1 ), 0 1
( )

0,
X

x x x
p x

   
 
 其他

求P(X+Y≥1), P(Y<0.5), 
2 1

3 2
P Y X
 

  
 

提示
|( , ) ( ) ( | )y X Yp x y p y p x y

8 , 0 1;

0,

xy x y  
 
 其他. o x

y y=x

1

0.5 1
8

y

y
dy xydx


   6

5( 1)P X Y 

0.5

x+y=1
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提示 |( , ) ( ) ( | )y X Yp x y p y p x y

8 , 0 1

0,

xy x y  
 
 其他

o x

y y=x

1

0.5 1
8

y

y
dy xydx


  

5
.

6
( 1)P X Y 

o x

y y=x
( 0.5)P Y 

1 2

0 0
8

y
dy xydx  

1
.

16


2 1
( )

3 2
P Y X 

2 3 1
( | )

2Y Xp y dy


 
2

2
, 1

( ) 1
0,

Y X

y
x y

p y x x
   
 其他 

2 3

21 2

2

1 0.5

y
dy


2 3

1 2

8

3

y
dy 27

7


0.5
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二、条件数学期望
定义 条件分布的数学期望(若存在)称为条件数学

期望, 其定义如下

E(X|Y=y)=
1

( | ),i i
i

x P X x Y y




  (X,Y)是离散型;

E(Y| X=x)=

| ( | ) ,X Yxp x y dx


 (X,Y)是连续型.

1

( | ),j j
i

y P Y y X x




  (X,Y)是离散型;

| ( | ) ,Y Xyp y x dx


 (X,Y)是连续型.
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例9 设(X,Y)~N(μ1,μ2,σ1
2,σ2

2,ρ),如果已知Y=y,
试求E(X|Y=y).

解: 已知
1

1 22 2
21

1
( ( ))

2 (1 )
| 2

1

1
( | )

2 1

x y

X Yp x y e


  
 

 

 
    

  


即









 )1(),(~ 22

12
2

1
1 


 yN|X Y y

所以 ( | )E X Y y 1
1 2

2

( )y
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条件期望是条件分布的数学期望,所以其具有数学期

望的一切性质.如

1 2( | )E aX bX Y y  1 2( | ) ( | )aE X Y y bE X Y y   

|( ( ) | ) ( ) ( | )X YE f X Y y f x p x y dx



  

E(X| Y=y) 是 y 的函数.所以记 g(y) = E(X| Y=y).

进一步记 g(Y) = E(X| Y).
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重期望公式设(X,Y)是二维随机变量,若E(X)存在,则

E(E(X|Y))=E(X).

(2)设(X,Y)为二维连续型随机变量,则

( ( | )) ( | ) ( )YE E X Y E X Y y p y dy



 

证明

dyypdxyxpx YYX 







 )())|(( |

dyypdx
yp

yxp
x Y

Y
 







 )()

)(

),(
(

)(),( XEdydxyxpx   
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例10 一矿工被困有三个门的矿井.沿第一个门经一坑
道3小时到达安全区,沿第二个门经一坑道5小时回到原
处.沿第三个门经一坑道7小时回到原处.假设总是等可
在三个门中选一个, 求他平均用多少时间到达安全区.

解 设矿工需要X小时到达安全区,直接求X的分布是困

难的.考虑用条件分布的期望来计算.为此记Y表示第一

次所选的门.由题意

( 1) ( 2) ( 3) 1/ 3P Y P Y P Y     
3)1|( YXE )(5)2|( XEYXE 

)(7)3|( XEYXE 

( ) ( ( | ))E X E E X Y 1
[3 (5 ( )) (7 ( ))]

3
E X E X     )(

3

2
5 XE

所以 ( ) 15.E X 
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例11 口袋有编号1,2,3, …,n的n个球,从中任取1球,若取
到1号球,则得1分,且停止摸球;若取到i号球(i≥2),则得i分,
且将此球放回,重新摸球,如此下去,求得到的平均总分数.

解设X为得到的总分数,Y表示第一次取到的球的号码.
则

( 1) ( 2) ( ) 1/ .P Y P Y P Y n n      
( | 1) 1,E X Y  

( | ) ( ).E X Y i i E X  

( ) ( ( | ))E X E E X Y
1

[1 2 ( 1) ( ))]n n E X
n

    

又因为

( 1)
( ) .

2

n n
E X




当i≥2时,

所以,
1

( | ) ( )
n

i

E X Y i P Y i


  

由上式解得,
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例12 电力公式月供电X~U(10,30)(104kw),某工厂月需
要电Y~U(10,20).若工厂得到足够电力,则每104kw创30万
元利润,若得不到足够电力,不足部分有其他途径获得,这
时104kw只能创10万元利润.求该厂的月平均利润.

解由题意月供电X~U(10,30),工厂实际需求Y~U(10,20).
设Z表示工厂的月利润.由题意可得

30 , ;

30 10( ), .

Y Y X
Z

X Y X Y X


 

  

当

当

在X=x给定时候, Z仅是Y的函数,当10≤x<20时,

( | )E Z X x
10

30 ( )
x

Yyp y dy 
20

(10 20 ) ( )Yx
y x p y dy 

10

1
30

10

x
y dy 

20 1
(10 20 )

10x
y x dy  
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在X=x给定时候, Z仅是Y的函数,当10≤x<20时,

( | )E Z X x 24050 xx 

当20≤x ≤ 30时,
20

10
( | ) 30 ( )YE Z X x yp y dy  

20

10

1
30

10
y dy  450.

然后用X的分布对条件期望E(Z|X=x)再做一次平均,得

( ) ( ( | ))E Z E E Z X
20

10
( | ) ( )XE Z X x p x dx 

30

20
( | ) ( )XE Z X x p x dx 

20 2

10

1
(50 40 )

20
x x dx  

30

20

1
450

20
dx 

433225
6

700
30025 
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例13 随机个随机变量和的数学期望 设X1, X2, …
为一列独立同分布随机变量,随机变量N只取正整数,且N
与{Xn}独立,证明

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N




1 1

( ) [ ( | )]
N N

i i
i i

E X E E X N
 

 证明

1 1

( | ) ( )
N

i
n i

E X N n P N n


 

   

1 1

( ) ( )
n

i
n i

E X P N n


 

  

 1
1

( )
n

nE X P N n




 
 1

1

( )
n

E X nP N n




    )(1 NEXE
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例13 随机个随机变量和的数学期望 设X1, X2, …
为一列独立同分布随机变量,随机变量N只取正整数,且N
与{Xn}独立,证明

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N



利用此题的结论,可以解决许多实际问题,如

(1)设一天内到达某商场的顾客数N是仅取非负整数值

的随机变量,且E(N)=35000.又设进入此商场的第i个顾客

的购物金额为Xi,可以认为诸Xi相互独立同分布,且

E(Xi)=82(元).假设N与Xi独立是合理的,所以该商场一天的

平均营业额为

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N


 82 35000  =287(万元)

其中X0=0.
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例13 随机个随机变量和的数学期望 设X1, X2, …
为一列独立同分布随机变量,随机变量N只取正整数,且N
与{Xn}独立,证明

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N



利用此题的结论,可以解决许多实际问题,如

(2)一只昆虫一次产卵N服从参数为的泊松分布每个

卵成活的概率为p,可设Xi服从0-1分布, {Xi=1}表示第i个卵

成活,则一只昆虫产卵后平均的成活卵数为

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N


 .p
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作业：p-205 习题3.5

2, 3, 5,  7,   8, 10,12
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第三章习题课

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

一、离散型随机向量及其分布

例1.５个球分别编号①～⑤，任取３球，以Ｘ和Ｙ分别表示其中的
小号码和 大号码，求（1）（Ｘ，Ｙ）的概率分布．（2）边缘

分布.（3）在X=1的条件下，Y的条件分布列.

解：（Ｘ，Ｙ）可取

(1,3), (1,4), (1,5), (2,4),
(2,5), (3,5),且

P(X=1,Y=3)=1/10, 
P(X=1,Y=4)=2/10, 
P(X=1,Y=5)=3/10

P(X=2,Y=4)=1/10, 
P(X=2,Y=5)=2/10, 
P(X=3,Y=5)=1/10 

6/103/101/10p.j

1/101/10003

3/102/101/1002

6/103/102/101/101
pi.543X   Y

3/62/61/6p
543Y|X=1
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例2．设随机变量Ｙ服从参数为１的指数分布，定义随机变量

0

1k

Y k
X

Y k


  

1, 2 )k （ 求 随机变量Ｘ１和Ｘ２的联合分布

解： （X1,X2）可取(0,0), (0,1), (1,0), (1,1), 

注意到Ｙ服从参数为１的指数分布，其分布函数为

1 , 0
( )

0, 0

ye y
F y

y

  
 



所以： P(X1=0, X2 =0)=P(Y≤1,Y≤2)= P(Y≤1)
=F(1) 11  e

P(X1=0, X2 =1)=P(Y≤1,Y>2)= P{φ}＝０

P(X1=１, X2 =０)=P(Y＞1,Y≤2)= P(1<Y≤2)= F(2)-F(1)
21   ee

P(X1=１, X2 =1)=P(Y＞1,Y>2)= P(Y>2)= 1-F(2)
2 e
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例3 设随机变量的联合概率分布为 Y
X

1 2

0 0.1 0.2

2 a b

已知 E(Y)=1.6, (1)求常数a,b的值；

(2)求关于t的一元二次方程

02  YXtt 无实根的概率

解(1)由概率分布的性质可得 7.0 ba
利用得E(Y)=1.6得 6.1)2.0(2)1.0(1  ba

即 1.12  ba 得方程组







1.12

7.0

ba

ba 解得 4.0,3.0  ba

(2)要使 02  YXtt 无实根,须 042  YX 即 .42 YX 

所以 P(无实根)＝ 2( 4 )P X Y
( 0, 1) ( 0, 2) ( 2, 2)P X Y P X Y P X Y        

7.04.02.01.0 
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例4 设 4321 ,,, XXXX

,6.0)0( iXP 4.0)1( iXP )4,3,2,1( i

43

21

XX

XX
X 求行列式

解 令 独立同分布, ,411 XXY  322 XXY  21 ,YY

)1,1()1( 41  XXPYP i 16.0)1()1( 41  XPXP

)2,1( i.84.016.01)0( iYP

21 YYX  可能取值为则-1, 0,1

独立同分布, 且已知

的概率分布.

则

)1,0()1( 21  YYPXP

.7312.01344.021)0( XP

,1344.016.084.0 

)0,1()1( 21  YYPXP ,1344.084.016.0 
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例5.设X,Y是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知X
的分布律为：P(X=i)=1/3(i=1,2,3),又设Z1=max{X,Y}, Z1=min{X,Y},
试求(1)(Z1,Z2)的联合分布;(2) Z1的边缘分布.

解 (1) 根据X与Y的取值，可

以看出Z1和Z2也只能取1，2，3
三个值. (Z1,Z2)取值为(1,1),(2,1),
(3,1),(2,2),(3,2),(3,3),逐点分析它

们的取值，可以得出

1 2( 1 1) ( 1, 1)P Z Z P X Y    ，
1

( 1) ( 1) ;
9

P X P Y   
类似地，

1 2 1 2( 2, 2) ( 3, 3) 1/9;P Z Z P Z Z     

1 2 1 2( 1, 2) ( 1, 3)P Z Z P Z Z    

1 2( 2, 3) ( ) 0;P Z Z P     

1 2( 2, 1)P Z Z 

( 1, 2) ( 2, 1) 2 / 9;P X Y P X Y      

类似地, 
1 2 1 2( 3, 1) ( 3, 2) 2/9.P Z Z P Z Z     

5/91/92/92/93

1/301/92/92

1/9001/91

pi.321Z2

Z1

其联合分布表为
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例6.设随机变量U服从二项分布B(2,1/2).随机变量 1, 0,

1, 0

U
X

U

 
 



若

若 ;
1, 2,

1, 2.

U
Y

U

 
 



若

若
求随机变量X-Y与X+Y的方差和X与Y的协方差.

解法一 先求出X与Y的概率分布及XY
的概率分布.即

1 3
{ 1} { 0} { 0} , { 1} ,

4 4
P X P U P U P X        

3 1
{ 1} { 2} 1 { 2} , { 1} ,

4 4
P Y P U P U P Y         

1
{ 1} { 1, 1} { 1, 1} ,

2
P XY P X Y P X Y          

1
{ 1} 1 { 1} .

2
P XY P XY     

其次计算E(X),E(Y),D(X),D(Y)与E(XY).

即
1 3 1 1

( ) { 1} { 1} , ,
4 4 2 2

E X P X P X EY       

2 1 3 3 3
( ) 1, ( ) , ( ) ,

4 4 4 4
E X D X D Y    

( ) { 1} { 1} 0E XY P XY P XY    

后应用公式可得

1
( , ) ( ) ( ) ( ) ,

4
Cov X Y E XY E X E Y  

( )

2 ( , ) 2,

D X Y

DX Cov X Y DY


   

( )

2 ( , ) 1.

D X Y

DX Cov X Y DY
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例6.设随机变量U服从二项分布B(2,1/2).随机变量
1, 0,

1,

U
X

 
 


若

若U>0;
1, 2,

1, 2.

U
Y

U

 
 



若

若
求随机变量X-Y与X+Y的方差和X与Y的协方差.

解二 先求出X±Y的概率分布.即

{ 2} { 1, 1}P X Y P X Y       

1 1
{ 0} , { 2} ,

2 4
P X Y P X Y     

1
{ 0, 2} { 0} ,

4
P U U P U     

{ 0} { 1, 1} { 1, 1}P X Y P X Y P X Y         
1

{ 0} { 2} ,
2

P U P U    

1
{ 2} .

2
P X Y  

其次，计算E(X±Y),D(X±Y)即
2( ) 0, ( ) ( ) 2,E X Y D X Y E X Y     

2( ) 1, ( ) 2, ( ) 1.E X Y E X Y D X Y     

后计算Cov(X,Y).解方程组

( ) 2 ( , ) ,

( ) 2 ( , ) ,

D X Y DX Cov X Y DY

D X Y DX Cov X Y DY

   
    

可得

1
( , ) [ ( ) ( )]

4
Cov X Y D X Y D X Y   

1
.

4
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发生

发生

B

B
Y

,0

,1

例7 设A ,B 为随机试验 E 的两个事件，0 < P (A) < 1, 0 < P (B) < 1, 

证明: 若 XY = 0, 则随机变量 X ,Y 相互独立.

证 由  XY = 0 

)()( APXE  )()( BPYE 而






发生

发生

A

A
X

,0

,1
令

0),( YXCOV

)()()( YEXEXYE 






不同时发生

同时发生

BA

BA
XY

,,0

,,1

)()()( BPAPABP 

)()( ABPXYE 
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例8 设某班车起点站上客人数Ｘ服从参数为λ的泊松分，

每位乘客在中途下车的概率为p，且中途下车与否相互独立。

Ｙ表示在中途下车的人数。求

（１）在发车时有n个乘客的条件下，中途有m人下车的概率。

（２）随机向量（Ｘ,Ｙ）的联合分布.

解：(1) P(Y=m|X=n)

(1 ) , 0 , 0,1,2m m n m
nC p p m n n     

(2) P(X=n, Y=m) = P(X=n) P(Y=m|X=n)

3,2,1,0,0,)1(
!

 


nnmppC
n

e mnmm
n

n
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例1 已知随机向量(Ｘ,Ｙ)的联合分布函数为

求 (1)常数a，b，c；(2) 联合密度函数p(x,y)；
(3)X,Y的边缘分布函数．(4) P(X>2)

解：由F(-∞,0)=0, 
F(0,-∞)=0

F(+∞, +∞)=1 得：

( ) 0
2

( ) 0
2

( )( ) 1
2 2

a b c

ab c

a b c





 

  

  

   

解得

2
,

2
,

1
2




 cba

)arctan
2

)(arctan
2

(
1

),(
2

yxyxF 




(2) p(x,y)
yx

yxF





),(2

)1)(1(

1
222 yx 




)arctan)(arctan(),( ycxbayxF 

二、连续型随机向量及其分布
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例1 已知随机向量(Ｘ,Ｙ)的联合分布函数为

求 (1)常数a，b，c；(2) 联合密度函数p(x,y)；
(3)X,Y的边缘分布函数．(4) P(X>2)

)arctan)(arctan(),( ycxbayxF 

解得
2

,
2

,
1

2




 cba

)arctan
2

)(arctan
2

(
1

),(
2

yxyxF 




(2) p(x,y)
yx

yxF





),(2

)1)(1(

1
222 yx 




(3) ( ) ( )XF x P X x  ),(lim yxF
y 



)arctan
2

(
1

x



( ) ( ) lim ( , )Y

x
F y P Y y F x y


  

)arctan
2

(
1

y



(4) P(X>2)=1-FX(2)

)2arctan
2

(
1

1 




xarctan
1

2

1




yarctan
1

2

1




2arctan
1

2

1
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例2 设 随机变量( X ,Y ) 的联合 密度 为

, 0 ,0 1,
( , )

0,

kxy x y y
p x y

   

 其他

求(1)常数 k ;     (2) P ( X + Y  1) ,     (3) 联合分布函数 F (x,y); 

解 (1)由

得

1

0 0

y
dy kxydx  1 ( , )p x y dxdy

 

 
  

o x

y y=x
2

1

0 2 8

y k
k y dy 
8.k 

o x

y y=x(2) )1( YXP   
1

5.0 1
8

y

y
xydxdy

5
.

6


0.5

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

o x

y y=x

当0 x< 1, 0 y< x 时，

(3)  ( , ) , ( , )
x y

F x y P X x Y y p u v dvdu
 

     
当x<0 或 y<0 时, 

4

0 0
8 yuvdudv

y v
  

当0 x<1, x y<1时，

0
( , ) 8

x y

u
F x y du uvdv  

),( yxF 1

F(x,y) = 0.

2 2 42x y x 

当x  1, 0  y < 1时，

4

0 0
8 yuvdudv

y v
  ),( yxF

当0  x <1, y  1时，

 
x

u
uvdvduyxF

0

1
8),(

422 xx  当 x  1, y  1 时，

1),( yxF
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例3 设(X ,Y ) ~ G 上的均匀分布,  10,0),(  xxyyxG
求(1) p ( x, y ); (2) P ( Y > X 2 ); ( X ,Y ) 在平面上的落点到 y 轴距

离小于0.3的概率.

解 (1) 区域G的面积是1/2,所以

2, 0 ,0 1;
( , )

0,

y x x
p x y

   

 其他. G

y = x2

y=x
1

0
x

y

1(2)  
1

0 2
2

x

x
dydx

1
.

3
)( 2XYP 

y = 
x1

0 x

y

10.3

P X 

09.0)3.0(
2
1

2 2 

(3) ( 0.3 0.3)P X   
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例4 设二维随机变量的概率密度为

, 0
( , )

0,

ye x y
p x y

  
 
 其它

求(1)求边缘概率密度并判断X与Y是否独立;

0
( )

y y y
Yp y e dx y e   

( ) 0, 0Yp y y 

( ) ( , )Xp x p x y dy



 (1)解

当x>0时 ( ) y
X x

p x e dy
   ;xe

当x≤0时 ( ) 0.Xp x 

( ) ( , )Yp y p x y dx



 

(2)条件概率密度

o x

y

y=x

当y>0时

当y≤0时

由于p(x,y)≠pX(x) pY(y)，

所以Ｘ，Ｙ不独立
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例4 设二维随机变量的概率密度为

, 0
( , )

0,

ye x y
p x y

  
 
 其它

求(1)求边缘概率密度并判断X与Y是否独立;

(1)

(2)条件概率密度

o x

y

y=x

, 0;
( )

0 0.

x

X

e x
p x

x

 
 


, 0;

( )
0 0.

y

Y

ye y
p y

y

 
 



(2)当y>0时， |

( , )
( | )

( )X Y
Y

p x y
p x y

p y






 


其它0

0
1

yx
y

当x>0时， |

( , )
( | )

( )Y X
X

p x y
p y x

p x




 




其它0

xye yx
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例5 对于随即向量(X,Y)已知
2 3

|

3 / 0
( | ) ,

0
X Y

x y x y
p x y

  
 
 其它

45 0 1
( ) ,

0
Y

y y
p y

  
 
 其它

求边缘密度函数 ( )Xp x 及P(X>1/2)

解： |( , ) ( ) ( | )y X Yp x y p y p x y
215 , 0 ,0 1;

0,

x y x y y    
 
 其他.

( ) ( , )Xp x p x y dy



 

1 2 2 215
15 (1 ) 0 1

,2
0

x
x udy x x x     




其他.

1

2

1

2 XP X p x dx


 
＋

( ＞ ) （ ） 2 2
1

2

15 47
(1 )

64
x x dx  

１

２

o x

y y=x
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例6.设随机变量X,Y相互独立，其概率密度函数分别为
1, 0 1,

( )
0,X

x
p x

 
 
 其他，

0
( )

0, 0

y

Y

e y
p y

y

 
 



求随机变量Z=2X+Y的概率密度.

解法一：由于X与Y独立，因此X和Y的联合概率密度为

0 1, 0,
( , ) ( ) ( )

0,

y

x Y

e x y
p x y p x p y

   
  

 其他。

o x

y

12x+y=2
2x+y=0

2x+y=z

2x+y=z

随机变量Z的分布函数为

2

( ) (2 ) ( , )Z

x y z

F z P X Y z p x y dxdy
 

    

1 2

0 0
, 2

z x ydx e dy z
   

=
2

2

0 0
, 0 2

z
z x ydx e dy z
    

0, 0z 

2

0 0,

1 1
, 0 2,

2 2 2
1

1 ( 1) , 2.
2

z

z

z

z
e z

e e z
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例6.设随机变量X,Y相互独立，其概率密度函数分别为
1, 0 1,

( )
0,X

x
p x

 
 
 其他，

0
( )

0, 0

y

Y

e y
p y

y

 
 



求随机变量Z=2X+Y的概率密度.

解法一：随机变量Z的分布函数为

( ) ( )ZF z P Z z 

2

0 0,

1 1
, 0 2,

2 2 2
1

1 ( 1) , 2.
2

z

z

z

z
e z

e e z






 

    

   

随机变量的概率密度为

( ) ( )Z Zp z F z

2

0 0,

1 1
, 0 2,

2 2
1

( 1) , 2.
2

z

z

z

e z

e e z
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解法二：由于X与Y相互独立，因此2X与Y也是相互独立，

且2X的概率密度为
2

1/ 2, 0 2;
( )

0,x

x
p x

 
 
 其他.

根据独立随机变量和的卷积公式

2( ) ( ) ( )z x Yp z p x p z x dx



 

2

0

1
( )

2 Yp z x dx 
xzu  2

2

1 1
( ) ( )

2 2

z z

Y Yz z
p u du p u du




  

0

1

2

z ue du 当0<z<2时，pZ(z)
1

(1 ).
2

ze 

当2 ≤ z时 pZ(z) 21
( 1) .

2
ze e 

当z<0时， pZ(z) =0

2

1

2

z u

z
e du
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例7设随机向量(Ｘ,Ｙ)在矩形Ｇ={(x,y)| -1≤x≤1,-1≤y≤1}上均

匀分布，试求Z=XY的概率分布.

解一 设Z=XY的分布函数为FZ(z), 则
FZ(z)＝P(Z≤z)= P(XY≤z)

1

1

1

4

z

z

x

dx dy


  
1

( 1 ln | |)
2

z z z  

z <-1,则 FZ(z)=P(Z≤z)=0

x1

1

O

y

xy=-1

xy=-1

xy=z

xy=z

-1 ≤ z<0,则 FZ(z)= ( , )
xy z

p x y dxdy



1

1

1

4

z

x

z
dx dy

 
 

xy=1

xy=1

xy=z

xy=z

0<z ≤ 1,则 FZ(z)= ( , )
xy z

p x y dxdy

 1 ( , )

xy z

p x y dxdy


  
1 1

1 1

1 1
1

2 2

z
z

x
z

z
x

dx dy dx dy


 
      1

( ln )
2

z z z 
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例7设随机向量(Ｘ,Ｙ)在矩形Ｇ={(x,y)| -1≤x≤1,-1≤y≤1}上均

匀分布，试求Z=XY的概率分布.

解一 设Z=XY的分布函数为FZ(z), 则
FZ(z)＝P(Z≤z)= P(XY≤z)

1
( 1 ln | |)

2
z z z  

z< -1,则 FZ(z)=P(Z≤z)=0

x1

1

O

y

xy=-1

xy=-1

xy=z

xy=z

-1 ≤ z<0,则 FZ(z)

xy=1

xy=1

xy=z

xy=z
0<z ≤ 1,则 FZ(z)

1
( ln )

2
z z z 

z>1,则 FZ(z)=1

( ) ( )Z Zp z F z

1
ln | | 1 0,

2
1

ln , 0 1,
2
0, .

z z

z z

   

   




其他
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(积的公式)设X和Y相互独立,其密度函数, 分别为pX(x)和pY(y), 则

U=XY的概率密度为
1

( ) ( ) ( )
| |U X Y

u
p u p p v dv

v v




 

1
( ) ( ) ( )

| |Z X Y

z
p z p p v dv

v v




 

其中
1/(4 ) 1 / 1, 1 0;

1
( ) ( ) 1/(4 ), 1 / 1,0 1;

| |
0, .

X Y

v z v v
z

p p v v z v v
v v

      
     

 其他

1/(4 ) , 1 0;

1/(4 ), ,0 1;

0, .

v v z v v

v v z v v

      
     

 其他

解二
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1
( ) ( ) ( )

| |Z X Y

z
p z p p v dv

v v




 

其中
1

( ) ( )
| |X Y

z
p p v

v v

1/(4 ) , 1 0;

1/(4 ), ,0 1;

0, .

v v z v v

v v z v v

      
     

 其他

解二

v

z=vz=-v

O

z

1-1

当-1<z<0
1

( ) ( ) ( )
| |Z X Y

z
p z p p v dv

v v




 

1

1

1 1

4 4

z

z
dv dv

v v 
   

1
ln | |

2
z 

当0<z ≤ 1 ( )Zp z
1

1

1 1

4 4

z

z
dv dv

v v




   

1
ln

2
z 

当|z| > 1时, ( ) 0Zp z 
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例8. 设随机变量X与Y的联合分布在以点(0,1), (1,0),(1,1)为顶点的

三角形区域上服从均匀分布, 试求随机变量Z=X+Y的方差.
解一 三角形区域为

随机变量X和Y的联合密度为

 ( , ) : 0 1,1 1 ,D x y x x y     

2, ( , ) ,
( , )

0, ( , ) .

x y D
p x y

x y D


  

( ) ( ) ( , )EZ E X Y x y p x y dxdy
 

 
    

1 1 1
2

0 1 0

4
2( ) ( 2 ) ,

3y
dy x y dx y y dy


      

2 2 2( Y ) ( +  ) ( , )EZ E X x y p x y dxdy
 

 
    

1 1 2 2

0 1
2( 2 )

y
dy x xy y dx


   

1 2 3

0

2 1
(2 2 ) ,

3 16
y y y dy   
2 2 11 16 1

( ) .
6 9 18

DZ EZ EZ    

解二 随机变量X的边缘概率为
1

1
2 2 0 1

( ) ( , ) .
0

x
X

dy x x
p x p x y dy






     



其他

1 2

0

2
( ) 2 ,

3XEX xp x dx x dx



   

12 3 2 2

0

1 1
2 , ( ) .

2 18
EX x dx DX EX EX    
同理可得E(Y)=2/3, D(Y)=1/18

1 1 1 2 3

0 1 0

5
(XY)= 2 2 (2 ) .

12y
D

E xydxdy dy xydy y y dy


      

.
36

1

9

4

12

5
),(  EXEYEXYYXCov

( , ) 2 ( , )DZ D X Y DX DY Cov X Y   
1 1 2 1

.
18 18 36 18
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例9.已知随机变量(X,Y)服从二维正态分布，且X与Y分别服从正

态分布N(1,32)与N(0,42),它们的相关系数
1

2XY   .
3 2

X Y
Z  令

(1)求Z的数学期望E(Z)与方差D(Z)；(2)求X与Y的相关系数pXZ.

解(1)因X~N(1,32),Y~N(0,42),
1

2XY   .
3 2

X Y
Z  

1 1 1
( ) ( ) ( )

3 2 3
E Z E X E Y  

( , )Cov X Y XYDX DY 

1
3 4 ( ) 6

2
     

( ) ( )
3 2

X Y
D Z D 

1 1 1 1
2 ( , )

9 3 2 4
DX Cov X Y DY    

2 23 1 4
2 ( 6) 3.

9 6 4
      

(2)   ( , )Cov X Y ( , )
3 2

X Y
Cov X 

1 1
( , )

3 2
DX Cov X Y 

23 1
( 6) 0.

3 2
    

0.XZ 

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

例10.将一颗骰子重复投掷n次，X表示出现点数小于3的次数，

Y表示出现点数不小于3的次数．求证：(1)X与Y一定不独立,(2)求
证：X+Y与X-Y一定不相关；(3)求3X+Y与X-3Y的相关系数．

证明 依题意，X服从二项分布，

参数为掷一颗骰子出现点数小于

3的概率，即p=1/3 ．因此有

1 2
( , ), , ;

3 3 9

n n
X B n EX DX 

2 2 2
( , ), , .

3 3 9

n n
Y n X B n EY DY   

(1) ( , ) ( , )Cov X Y Cov X n X 
2

0,
9

DX n    
因此X与Y一定不独立．

(2) ( , )Cov X Y X Y 
( , ) ( , )Cov X X Cov Y Y 

0.DX DY  

(3) (3 ) 9 6 ( , )D X Y DX Cov X Y DY   

( 3 ) 6 ( , ) 9D X Y DX Cov X Y DY   

8
4 ,

9

n
DX 

(3 , 3 )Cov X Y X Y 

32
16 ,

9

n
DX 

3 8 ( , ) 3DX Cov X Y DY  
16

8 .
9

n
DX 

(3 , 3 )

(3 ) ( 3 )

Cov X Y X Y

D X Y D X Y
  


 

16

9 1.
8 32

9 9

n

n n
 

(3)另解：3X+Y = 3X+n-X=2X+n, 
X-3Y=4X-3n,得 X-3Y= 2(3X+Y)-5n
由于 X-3Y 是 3X+Y的线性函数，

因此他们的相关系数为1. 
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例11.一商店经销某种商品，每周进货的数量X与需求量Y是相

互独立，且在区间[10，20]上服从均匀分布.商店每售出一个单位

该商品可得利润1000元，若需求量超过进货量，商店可以从其它

商店调剂供应，这时每单位商品可获利500元；若进货量多于需求

量则须处理，每处理一单位商品亏损200元试计算此商品店经销该

商品每周所得期望值

解 设Z表示商店每周所得利润

的期望值，则
1000 200( ), ,

1000 500( ) ,

Y X Y Y X
Z

X Y X Y X

  
    

 

，

1200 200 , ,

500( ) ,

Y X Y X

Y X Y X

 
   

 

，

由于X与Y的联合密度函数为
1

,10 20,10 20,
( , ) 100

0 ,

x y
f x y

     
 其他.

1 2

1 1
(1200 200 ) 500( )

100 100D D

EZ y xdxdy x y dxdy     

20
2

10

20 2

10

(4 20 600)

3
5( 10 50)

2

x x dx

y y dy

  

  





20 20

10 10 10 10
(12 2 ) 5( )

x y
dx y x dy dy x y dx      

19000
7500 13833.33(

3
   元）.

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

例12 一矿工被困有三个门的矿井.沿第一个门经一坑道3小时
到达安全区,沿第二个门经一坑道5小时回到原处.沿第三个门经
一坑道7小时回到原处.假设总是等可在三个门中选一个, 求他平
均用多少时间到达安全区.

解 设矿工需要X小时到达安全区,直接求X的分布是困难的.考虑

用条件分布的期望来计算.为此记Y表示第一次所选的门.由题意

( 1) ( 2) ( 3) 1/ 3P Y P Y P Y     

3)1|( YXE )(5)2|( XEYXE 
)(7)3|( XEYXE 

( ) ( ( | ))E X E E X Y
1

[3 (5 ( )) (7 ( ))]
3

E X E X     )(
3

2
5 XE

所以 ( ) 15.E X 

山东农业大学 概率论与数理统计教程 主讲人： 苏本堂

例13 随机个随机变量和的数学期望 设X1, X2, …
为一列独立同分布随机变量,随机变量N只取正整数,且N
与{Xn}独立,证明

1
1

( ) ( ) ( )
N

i
i

E X E X E N




1 1

( ) [ ( | )]
N N

i i
i i

E X E E X N
 

 证明
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E X N n P N n
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