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ｎ次积分 Ｃ－余弦算子函数拓扑

毕　伟
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摘　要：利用ｎ次积分Ｃ－余弦算子函数的概念，提出一个新的局部凸向量拓扑，并对其基本性质
进行研究。
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１　预备知识

设（Ｘ，‖·‖）为 Ｂａｎａｃｈ空间，Ｂ（Ｘ）表示 Ｘ
上的有界线性算子的全体，Ａ是 Ｘ中的线性算子，
Ｄ（Ａ），Ｒ（λ２，Ａ），ρ（Ａ）分别表示 Ａ的定义域、预解
式以及预解集。

定义１１［１］　设ｎ∈Ｎ，Ｃ∈Ｂ（Ｘ）是一个单射，称
强连续算子族｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝Ｂ（Ｘ）是（Ｘ，‖·‖）上
的ｎ次积分Ｃ－余弦算子函数，如果

（１）ＣＳ（ｔ）＝Ｓ（ｔ）Ｃ，ｔ≥０；Ｓ（０）＝０；

（２）２Ｓ（ｔ）Ｓ（ｓ）ｘ＝ １
（ｎ－１）！｛（－１）

ｎ｜ｔ－ｓ｜０ （｜ｔ－ｓ｜

－ｒ）ｎ－１Ｓ（ｒ）Ｃｘｄｒ＋
（ｔ＋ｓ０ －

ｔ
０－

ｓ
０）（ｔ＋ｓ－ｒ）

ｎ－１Ｓ（ｒ）Ｃｘｄｒ＋

ｔ０（ｓ－ｔ＋ｒ）
ｎ－１Ｓ（ｒ）Ｃｘｄｒ＋

ｓ０（ｔ－ｓ＋ｒ）
ｎ－１Ｓ（ｒ）Ｃｘｄｒ｝。

又称｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝是非退化的，如果 Ｓ（ｔ）ｘ＝０
（ｔ≥０）蕴涵ｘ＝０。

非退化的ｎ次积分 Ｃ－余弦算子函数｛Ｓ（ｔ），ｔ
≥０｝的无穷小生成元Ａ定义如下：

Ｄ（Ａ）＝｛ｘ∈Ｘ：ｙ∈Ｘ，满足Ｓ（ｔ）ｘ－ｔ
ｎ

ｎ！Ｃｘ＝

ｔ０（ｔ－ｓ）Ｓ（ｓ）ｙｄｓ，ｔ≥０｝，Ａｘ＝ｙ，

如果Ｓ（ｔ）ｘ－ｔ
ｎ

ｎ！Ｃｘ＝
ｔ
０（ｔ－ｓ）Ｓ（ｓ）ｙｄｓ，ｔ≥０。

Ａ的Ｃ预解式满足下面关系：
λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ＝λ１－ｎ（λ２Ｉ－Ａ）－１Ｃｘ＝
∞０ｅ

－λｔＳ（ｔ）ｘｄｔ，ｘ∈Ｘ，λ２∈ρｃ（Ａ），
其中ρｃ（Ａ）＝｛λ

２：λ２Ｉ－Ａ为单射且 Ｒ（Ｃ）Ｒ（λ２Ｉ
－Ａ）｝，Ｉ是Ｘ上的单位算子。

２　主要结果

λ＞ω（常数ω≥０），令Ｐλ（ｘ）＝‖λ
１－ｎＲ（λ２，

Ａ）Ｃｘ‖，ｘ∈Ｘ，则利用 ｎ次积分 Ｃ－余弦算子函数
预解式的定义，ｘ，ｙ∈Ｘ及λ＞ω有

（１）Ｐλ（ｘ）≥０；
（２）Ｐλ（ｘ＋ｙ）≤Ｐλ（ｘ）＋Ｐλ（ｙ）；
（３）Ｐλ（αｘ）＝αＰλ（ｘ），α≥０。
事实上，Ｐλ（ｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖≥０；
Ｐλ（ｘ＋ｙ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃ（ｘ＋ｙ）‖＝

‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ＋λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｙ‖≤
‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖＋‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｙ‖＝
Ｐλ（ｘ）＋Ｐλ（ｙ）；
Ｐλ（αｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃ（αｘ）‖＝

‖αλ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖＝
α‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖＝
αＰλ（ｘ）。
即Ｐλ（ｘ）是Ｘ上的一个半范数，从而由半范数
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族Ｓ＝｛Ｐλ：λ＞ω｝可以诱导出一个局部凸向量拓
扑，记为τ。

定义２１　由上述半范数族 Ｓ＝｛Ｐλ：λ＞ω｝诱
导出的Ｘ上的局部凸向量拓扑，称为 ｎ次积分 Ｃ－
余弦算子函数拓扑，相应的局部凸线性拓扑空间记

为（Ｘ，τ）。
引理２１［２］　设 Ｅ是线性空间，Ａ１，Ｂ１是 Ｅ上

的两族半范数，那么由 Ａ１确定的拓扑弱于由 Ｂ１确
定的拓扑的充要条件是：对于每个 ｑ∈Ａ１，必存在
ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ∈Ｂ１以及正数 ｃ１，ｃ２，…，ｃｍ，使得对一
切ｘ∈Ｅ下式成立：

ｑ（ｘ）≤ｃ１ｐ１（ｘ）＋ｃ２ｐ２（ｘ）＋…＋ｃｍｐｍ（ｘ）。
定理２１　Ｘ上的 ｎ次积分 Ｃ－余弦算子函数

拓扑弱于由范数所诱导的局部凸向量拓扑。

证明　因为λ＞ω及ｘ∈Ｘ，有：
Ｐλ（ｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖≤

‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃ‖·‖ｘ‖，
再根据引理２１，得证。

定义２２　在一个局部凸线性拓扑空间 Ｘ中，
如果对任意的 Ｃａｕｃｈｙ序列｛ｘｎ｝，｛λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）
Ｃｘｎ｝（λ＞ω）都收敛，则称Ｘ是ｎ次积分Ｃ－余弦算
子函数完备的。

定理２２　局部凸线性拓扑空间（Ｘ，τ）是 ｎ次
积分Ｃ－余弦算子函数完备的。

证明　设｛ｘｎ｝是（Ｘ，τ）中的任意 Ｃａｕｃｈｙ序列，
那么对于任意连续半范数 ｑ（ｘ）及 ε＞０，集合 Ｕ＝
｛ｘ：ｑ（ｘ）＜ε｝构成零的一个邻域，从而必存在自然
数Ｎ，使得当 ｎ，ｍ＞Ｎ时，有（ｘｎ－ｘｍ）∈Ｕ，即 ｑ（ｘｎ
－ｘｍ）＜ε，特别地，Ｐλ（ｘ）∈Ｓ有：

Ｐλ（ｘｎ－ｘｍ）＝‖λ
１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃ（ｘｎ－ｘｍ）‖＝

‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘｎ－λ
１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘｍ‖＝

‖∞０ｅ
－λｔＳ（ｔ）ｘｎｄｔ－

∞
０ｅ

－λｔＳ（ｔ）ｘｍｄｔ‖＜ε。

可知｛λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘｎ｝（λ＞ω）是 Ｂａｎａｃｈ空

间（Ｘ，‖·‖）中的 Ｃａｕｃｈｙ序列，从而｛λ１－ｎＲ（λ２，
Ａ）Ｃｘｎ｝（λ＞ω）必收敛。再由定理２１可得｛λ

１－ｎＲ

（λ２，Ａ）Ｃｘｎ｝（λ＞ω）也是（Ｘ，τ）中的收敛列，即（Ｘ，
τ）是ｎ次积分Ｃ－余弦算子函数完备的。

定理２３　设｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝是非退化的 ｎ次积
分Ｃ－余弦算子函数，则｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝诱导出的ｎ次
积分Ｃ－余弦算子函数拓扑τ是分离的。

证明　因为｛Ｓ（ｔ），ｔ≥０｝是非退化的，即若ｔ
有Ｓ（ｔ）ｘ＝０，那么必有ｘ＝０，所以ｘ≠０有：

ｓｕｐ
α＞ω
Ｐα（ｘ）＝ｓｕｐα＞ω‖λ

１－ｎＲ（α２，Ａ）Ｃｘ‖＞０。

从而ｘ≠ｙ，即 ｘ－ｙ≠０，必存在一个 α∈（ω，
＋∞）使得Ｐα（ｘ）＝３ｄ＞０，令 Ｖ＝｛ｘ：Ｐα（ｘ）≤１｝，
则ｘ的邻域ｘ＋ｄＶ与 ｙ的邻域 ｙ＋ｄＶ互不相交，即
ｎ次积分Ｃ－余弦算子函数拓扑τ是分离的。

定理２４　设λ，μ＞ω且λ２，μ２∈ρ（Ａ），则由半
范数Ｐλ（ｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖诱导出的 ｎ次积
分Ｃ－余弦算子函数拓扑与由半范数 Ｐμ（ｘ）＝‖

λ１－ｎＲ（μ２，Ａ）Ｃｘ‖诱导出的 ｎ次积分 Ｃ－余弦算子
函数拓扑等价。

证明　因为根据预解方程的定义，λ２，μ２∈
ρ（Ａ）有：

Ｒ（μ２，Ａ）－Ｒ（λ２，Ａ）＝
（λ２－μ２）Ｒ（μ２，Ａ）Ｒ（λ２，Ａ）。
则ｘ∈Ｘ有：
Ｐλ（ｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖＝

‖λ１－ｎＲ（μ２，Ａ）［Ｉ－
（μ２－λ２）Ｒ（μ２，Ａ）］－１Ｃｘ‖≤
‖［Ｉ－（μ２－λ２）Ｒ（μ２，Ａ）］－１‖·
‖λ１－ｎＲ（μ２，Ａ）Ｃｘ‖＝
‖［Ｉ－（μ２－λ２）Ｒ（μ２，Ａ）］－１‖·Ｐμ（ｘ）。

同理，根据预解方程，λ２，μ２∈ρ（Ａ）有：
Ｒ（λ２，Ａ）－Ｒ（μ２，Ａ）＝
（μ２－λ２）Ｒ（λ２，Ａ）Ｒ（μ２，Ａ）。
则ｘ∈Ｘ有：
Ｐμ（ｘ）＝‖λ

１－ｎＲ（μ２，Ａ）Ｃｘ‖＝

‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）［Ｉ－
（λ２－μ２）Ｒ（λ２，Ａ）］－１Ｃｘ‖≤
‖［Ｉ－（λ２－μ２）Ｒ（λ２，Ａ）］－１‖·
‖λ１－ｎＲ（λ２，Ａ）Ｃｘ‖＝
‖［Ｉ－（λ２－μ２）Ｒ（λ２，Ａ）］－１‖·Ｐλ（ｘ）。
再根据引理２１，定理得证。
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