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摘  要：动态有限差分法作为解决冲击动力学问题的有效方法而被广泛应用。但目前还鲜有学者给出该方法实现细节中的积分路径的形状和网格单元类型对计算结果影响效应的系统研究。针对这一问题，本文基于拉格朗日动态有限差分法求解框架，使用JAVA语言编写计算程序，模拟了应力波在长柱模型中的传播，利用理论解，对比了多种积分路径下模拟结果。然后模拟了应力波在无限大介质中的传播，从能量误差的角度，指出了四边形网格的沙漏效应缺陷。最后得出结论：对于常应力单元，由积分路径围成的控制体集合必须完全覆盖计算区域，才能得到正确的解。并且三角形网格能够避免四边形网格因为沙漏变形效应引起的能量误差而产生的计算错误。
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EFFECT OF INTEGRAL PATHS ON THE ACCURACY OF FINITE DIFFERENCE METHOD 
WANG Xiong, ZHU Zheming*, WANG Xiaomeng, ZHOU Lei
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Abstract: Dynamic finite-difference scheme was widely used in dynamics simulations. However, there are few reports about the effect of integral paths and element types on the calculation accuracy of such algorithm. For such problem, A finite-difference scheme based on Lagrangian solver was developed by using arbitrary elements. The wave propagation in a thin rod model was simulated using a dynamics code developed by JAVA, and a comparison of several types of integration paths was carried out. And the wave propagation in infinite medium was also simulated. From the point of energy error, the weakness of quadrilateral meshes results from Hourglass mode was revealed. The results showed that the computational domain must be completely covered by the control volume, and the triangular meshes are more applicable as compared to quadrilateral meshes because they can avoid the energy error induced by Hourglass mode.
Key words: dynamic finite-difference scheme; different integration path; hourglass mode; energy error; calculation accuracy 

岩石动态数值模拟是岩石力学研究中一项关键的技术，特别是对于动态冲击问题，应用数值模拟技术对实验进行优化设计，或者对实验结果进行佐证，甚至代替成本高昂的实验，已成为相当普遍的研究方法。而在诸多动态数值算法中，有限差分法因其原理简单，易于编程实现的优点而被广泛使用，尤其是在其基础之上建立的控制体有限体积法[1]，算法推导的公式具有明确的物理意义，易于理解，并能够有效地求解动力学问题，而被现代力学通用软件广泛集成。

本文所研究的动态有限差分法，或者称为控制体有限体积法，在Wilkins[2]关于弹塑性流动计算的论文中被首次提出，现在经过发展改进已被广泛应用于岩石岩土力学分析。其基本思想是将计算区域离散成有限个单元，然后以每个节点为中心定义控制体，再在控制体上对动量方程进行积分，利用高斯散度定理，将体积分化为对边界的积分，利用边界上应力的变化关系，从而得到一组离散方程，其中的未知数是节点上的力分量，之后在每个时间步上迭代计算，最终得到动态问题的解（具体的算法描述详见后文）。上述算法及其改进方法已被许多动力学计算软件所采用，例如FLAC3D[3]、AUTODYN[4]以及LS-dyna[5]。关于动态有限差分法在力学问题中的应用在国内外有大量研究。在国内，杜修力等[6]研究了阻尼弹性结构的动力学计算显式差分格式。王周等[7]应用研究了求解弹性波有限差分法中的自由边界处理问题。为了提高求解静态问题的效率，刘建华[8]提出了所谓静态拉格朗日方法，该方法在较小规模的计算问题中具有更快的计算速度。另外，为了求解更大规模的岩土与水利工程问题，戴荣等[9]研究了并行的拉格朗日有限差分法，结果表明在超算机群上，该方法能取得较高的并行效率。国外方面，Luccioni et al[10]应用AUTODYN的拉格朗日求解器研究了由爆炸荷载引发的钢混建筑结构失效问题。Hernandez et al[11]使用AUTODYN软件研究了不锈钢子弹撞击不同金属材料靶板的问题，其中拉格朗日求解器被用于靶板的计算，并与实验结果进行了对比。Ma et al[12]利用一种分段线性Drucker-Prager强度准则以及一种各向同性连续破坏模型，研究了地下爆破过程中的应力波传播问题。Zhu et al[13-16]研究了由爆破引起的岩石破坏规律，其中空气耦合部分使用拉格朗日型求解算法。
在固体力学数值模拟中，材料中质点都在小范围内移动，因此这一过程特别适用于拉格朗日描述，从而可以得到一种基于拉格朗日描述的动态有限差分法假设，即网格节点坐标随着材料变形而移动，使得每个网格单元的质量在计算过程中保持不变。对于控制体有限体积法这类算法来说，一个很重要
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(a)中心-中点路径         (b)中心-中心路径         (c)n/4边点-n/4边点路径
[image: image56.emf]
(d)中心-中点路径         (e)中心-中心路径         (f)n/4边点-n/4边点路径
图1 三角形与四边形网格的多种积分路径
Fig.1 The multiple integral paths of triangular and quadrilateral mesh
的任务是确定积分体积的形状，虽然有许多文章阐述了他们使用的积分策略[17-20]，但是目前还没有关于究竟何种积分路径能取得最优求解效果的研究，本文将考虑如图1所示的多种积分路径，通过对计算结果的比较来研究积分路径或者控制体的一般选取原则。图1中(a)(e)可以看作是一类积分路径，它由节点O周围单元的中心和节点相关联边的中点连接而成。在这里作者需要解释本文对“中心”的定义——对于三角形“中心”即形心，对于四边形，“中心”则是其两对边中点连线的交点，如图2所示。
而图1中(b)(e)又是另一类积分路径，由节点O周围单元的中心连线构成。上述两类路径的共同点在于其控制体集合刚好完全覆盖了整个计算域。与之不同的是图1中(c)(f)这类积分路径，其构成是通过连接与节点相关联边上的点实现的，不同位置的点形成了不同的积分路径，本图中选取了4个点，距节点分别为1/4、2/4、3/4、4/4边长。可以发现1/4边点-1/4边点路径和2/4边点-2/4边点路径的特点是其控制体之间存在间隙，没有完全覆盖计算域。而3/4边点-3/4边点路径和4/4边点-4/4边点路径则存在重复覆盖计算域的情况。后面人们将会看到，对于本文讨论的动态有限差分法，是否完全覆盖计算域对算法的准确性有极大的影响。
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图2 单元中心定义
Fig.2 The definition of element center
另外，四边形单元或者六面体单元在动态有限差分法中的沙漏变形缺陷已被广泛认识和讨论[21-24]，本文将从能量误差的角度，指出通常对沙漏变形的解决方案在模型受到集中冲击荷载的情况下将导致错误。并分析三角形单元在此类问题中相较四边形单元的优越性。
1 拉格朗日求解计算过程
本节主要描述拉格朗日求解过程，这一过程将控制体的质量、加速度、速度、受力等量都集中到其包含的节点上，而应力、应变、应变率、内能等量则位于网格单元中，即所谓的常应力单元。利用这一假设，可以在每一时间步上依次计算节点量和单元量。
1.1 节点量更新
根据连续介质力学的理论，动量方程的微分形式如下 
              
[image: image66.emf]           (1) 
选择上述作为控制方程，在控制体上对其进行积分得

[image: image2.wmf]V

V

V

d

d

d

ò

ò

ò

W

W

W

=

+

Ñ

×

u

g

T

&

&

r

r


其中
[image: image3.wmf]T

为应力张量，
[image: image4.wmf]r

为局部密度，
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为加速度，
[image: image6.wmf]W

是控制体。为了简便起见，这里以二维情况作为推导基础，将上式写成分量形式，即得
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其中f​x为节点在x方向上的受力。应用格林公式，可得
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      (2)
其中∂Ω是Ω的边界。一般情况下，选取控制体为多边形，假设所有的边构成集合ζ，那么就有

[image: image9.wmf]x

xy

x

x

)

d

d

(

g

m

x

y

f

a

a

a

+

-

=

ò

ò

å

Î

t

s

z


再假设每条边都完全位于一个单元内，并且单元内各处应力为常数，则
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    (3)
其中Δxa, Δya分别表示线段a两端点横坐标之差和纵坐标之差。对于y方向，同理有
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    (4)
由式(3)和(4)表示的量确切地说只是节点内力，若节点位于边界，并且有外力作用，那么还应叠加上外力。事实上，一般材料内部存在阻尼作用，若要考虑阻尼力，根据文献[25]，在节点力上还要加上下述修正量
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其中
[image: image13.wmf]x

为比例阻尼，K为刚度。
最终的节点力应该是节点内力、节点外力、阻尼力、沙漏修正力[4](仅针对四边形单元)以及高速冲击情况中的人工粘性力[4]之和。
在得到节点力后，除以控制体的质量即可得到节点的加速度，再利用差分法可以得到节点的速度和位移。之后进入单元量的更新。
1.2 单元量更新
利用应变率张量与速度梯度张量的关系
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在单元内对上式积分（仍然只考虑二维情况）
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写成分量形式(x方向)即为
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根据常应变单元假设，上式的第一个等式左端的应变率可以提出积分符号，即
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其中AD是单元面积。∂D是单元边界，由于采用多边形单元，可以假设单元各边构成集合ζ，于是
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对于积分
[image: image19.wmf] dy

b

u

ò

&

，根据积分中值定理，有
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其中
[image: image21.wmf]b

u

ˆ

&

为边b上某一点的速度值。再利用连续函数的概念，当边b的长度足够小时，
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将以任意程度接近b中点的速度
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，即b两端点的平均速度（因为单元边上的速度分布是线性的）。于是可以使用
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而保持误差可控，再结合式(7-10)即可得应变率的离散公式
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同理y方向应变率为
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剪应变率为

[image: image28.wmf])

(

2

1

b

b

b

b

b

b

D

xy

å

å

Î

Î

D

+

D

=

z

z

e

x

u

y

v

A

&

&

&

       (13)
对应力张量进行如下分解
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其中P=-(σx+σy+σz)/3表示静水压力项，前面的负号表示压缩为正，拉伸为负，与应力的符号相反。s表示应力偏量，可由下述公式计算得到
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         (15)
其中e=εx+εy+εz为体积应变。由于前面只计算了应变率，所以还应把上式改写成离散形式，即
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其中n表示当前迭代步数，Δtn表示当前时间步长。至于压力项P，由于需要通过其来算下一迭代步的应力，所以不能直接使用公式P=-(σx+σy+σz)/3来计算，而应使用状态方程，对于线弹性小变形材料，一般使用线性状态方程即可得到较好的结果[4]
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其中K=E/(3(1-2ν))表示体积模量，ρ表示当前单元密度，ρ0表示初始密度。
在计算得到新的应力之后，便可重新开始应用节点力公式进行下一迭代步的计算，循环这一过程直到总时间抵达用户设置的时间长度。上述便是拉格朗日型有限差分法的全部过程。
2 一维带阻尼应力传播模型
本节给出一维情况下，考虑阻尼的应力传播模型理论解，以便作为后文数值解的参考。其中应力加载情况如图3所示。
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图3 一维应力加载模型
Fig.3 One-dimension loading model
假设受力模型的弹性模量E，泊松比ν，密度ρ，在左端施加应力作用f(t)。利用一维波动方程及其边界条件，可以建立描述上述情况中应力波的传播模型。即
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注意到
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，又可将上述方程改写成
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            (18)
其中
[image: image37.wmf]r
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，表示应力传播速度。根据数学物理方程的相关理论[26]，上述方程有解
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在实际情况中，应力一般会随着传播距离的增加而衰减，这是由于材料内部的阻尼作用的缘故。为了考虑阻尼的作用，需要在波动方程中添加阻3尼项。设材料的阻尼比为ξ，固有频率为ω。根据振动力学的相关理论，阻尼对加速度的修正公式为
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其中a0为不考虑阻尼时的加速度，利用公式
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。由此可得考虑阻尼修正之后的波动方程为
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边界条件不变，此时方程的解为
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3 数值模拟
本文使用数值解与理论解对比来验证算法的准确性，以及比较不同积分路径对算法的影响。
3.1 不同积分路径对模拟结果的影响
采用如图3所示的加载方式，设材料的弹性模量E=37.27GPa，泊松比ν=0.24，密度ρ=2490Kg/m3，材料固有频率ω=1000Hz并且外力作用函数为
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在设定阻尼比ξ分别为0、0.1的情况下，四边形网格和三角形网格的不同积分路径计算结果如图4所示，这里考虑的监测点距离左端20m。
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(a) ξ=0三角形网格                                                 (b) ξ=0四边形网格[image: image59.emf]理论解形心中点形心形心
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   (c)ξ=0.1三角形网格                                             (d) ξ=0.1四边形网格
图4 阻尼比分别为0、0.1情况下四边形和三角形网格各积分路径解的时间应力曲线
Fig.4 The solutions of the problem using varieties integral paths when the damping ratio is 0 and 0.1 respectively

从图中的结果可以看到，无论是四边形网格还是三角形网格，在各阻尼情况下，唯有所谓中心-中点路径和中心-中心路径能得到与理论解最为接近的结果，其他路径得到的解都与理论解产生了明显的差异。而且可以发现，对于n/4边-n/4边路径，不同的覆盖率造成了不同的结果差异。为了解释造成这一情况的内在原因，作者使用如图5所示的简单网格进行分析。
为了简化分析，图5中的网格单元都为正方形，积分路径与λ相关。当λ=1时，点1、3、5、7都是对应单元的中心，点2、4、6、8都是对应边的中点，其积分路径对应于前文的中心-中点路径，这时控制体集合对计算域的覆盖率为100%。随着λ的变化，覆盖率也会变化，并且不难验证实际上λ就是覆盖率的值，由此可以定量地分析覆盖率变化对计算细节的影响。

[image: image62.emf]理论解四边形网格有沙漏阻尼四边形网格无沙漏阻尼三角形网格
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图5 可变覆盖率的积分路径
Fig.5 Integral paths with different coverage ratio
利用图5所示的网格，以及公式(3)，可以得到节点O在某一时步上的节点内力(x方向)
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其中σ是节点周围单元应力的算术组合。另一方面，控制体的质量为
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其中ρ是节点周围单元密度的算术组合。从而可以得到节点的加速度
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从上式可以发现，节点的加速度与λ相关，即与覆盖率相关。显然，实际情况下特定时步上某一节点的加速度只能有一个值，这就意味着如果某积分路径与另一积分路径形成的控制体覆盖率不同，那么其中必然有一个是不合适的。从图4的结果分析看来，具有100%覆盖率的积分路径是符合算法要求的。
覆盖率对计算结果的影响还可以从另一方面来解释，即对于非完全覆盖的积分路径，在计算过程中始终有一部分质量游离于计算之外，从而造成了计算上的失真。而对于重复覆盖的积分路径，计算域中的某些质量被考虑的多次，也会造成计算失真。
3.2 四边形网格与三角形网格的对比
前面一节对比了不同积分路径造成的结果差异，就图4来说，四边形网格与三角形网格在中心-中点路径的计算结果与理论解的接近程度是相近的。但实际上，四边形单元由于存在沙漏效应[4]缺陷，其计算准确性是不如三角形网格的，尤其是在外加荷载接近于集中力的情况下。这在后文将会看到。
从技术上来讲，修正四边形单元沙漏效应效应的有效方法是在节点力中添加修正项，如图6所示，即所谓的沙漏阻尼，根据[4]，这一量被表示为式(26-27)。其中的m是单元质量，Δt为时间步长，h为沙漏系数，用于控制沙漏的修正强度。
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[image: image50.wmf]
图6 沙漏阻尼添加方式
Fig.6 The way to add hourglass damping

[image: image51.wmf]
图7 受分布力作用的矩形模型
Fig.7 The model suffer from distributed force

尽管沙漏阻尼能够有效地防止沙漏变形，但是，从能量的角度来看，沙漏修正力向系统中引入了额外的能量，这就导致计算不可避免的会出现误差。显然，从沙漏阻尼的公式(26)来说，其大小与单元的变形方式有关，即是说，沙漏修正力的大小是不受人为控制的。这就让沙漏阻尼成了计算中间的潜藏隐患，会在不经意间造成过大的计算错误。为了说明这一点，考虑如图7所示的加载模型。模型材料常数与上一节的材料一致。模型尺寸为80m×80m，加载宽度L=4m。 令沙漏系数为0时的能量误差率为0，调整h的值，得到的能量误差率与沙漏系数的关系如图8所示（这里的计算采用前面提到的所谓中心-中点路径）。从图8中可以看到，沙漏阻尼确实会造成系统能量与实际外力做功不符，并且强度越高的修正造成了越高的能量误差。
[image: image52.emf]四边形网格
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图8 沙漏系数h与能量误差率的关系
Fig.8 The relationship between hourglass factor h and energy error rate
图9 均质无限大介质受到点源冲击力作用[image: image63.emf]理论解四边形网格有沙漏阻尼四边形网格无沙漏阻尼三角形网格
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Fig.9 Infinite media suffered from point force
由于四边形单元存在这一缺陷，使得其在计算集中荷载作用下的问题时，效果会大打折扣。而三角形网格则不存在这一问题。下面使用实例来说明这一点。

考虑均质无限大介质中，点源力冲击问题，如图9所示，模型材料常数同上。其中虚线部分采用传输边界条件，能够有效模拟无限大介质。根据Pliant[27]的研究，上述问题存在理论解如下
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[image: image54.wmf]t

t

t

pr

q

q

t

t

t

pr

q

t

t

t

pr

q

q

t

t

t

pr

q

d

)

/

(

)

(

)

(

2

cos

sin

d

)

/

(

)

(

)

(

2

sin

d

)

/

(

)

(

)

(

2

sin

cos

d

)

/

(

)

(

)

(

2

cos

)

,

,

(

s

s

p

p

2

s

2

s

2

2

2

2

s

2

s

2

2

2

p

2

p

2

2

2

2

p

2

p

2

p

2

ò

ò

ò

ò

-

-

-

-

+

-

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

-

=

t

v

r

t

v

r

s

t

v

r

t

v

r

v

r

t

f

v

r

t

H

r

v

r

t

f

v

r

t

H

v

v

r

t

f

v

r

t

H

r

v

r

t

f

v

r

t

H

v

t

y

x

v

 (29)

其中H为Heavisible阶跃函数， 
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，θ=arctan(x/y)，v​p ,v​s分别是P波和S波波速。f(t)为加载函数。图10显示的是四边形单元分别在开启和关闭沙漏阻尼情况下，监测点处的位移解与三角形网格解和理论解的对比。

[image: image64.emf]
(a)
[image: image65.emf]
(b)
图10 均质无限大介质受点源力作用下，监测点(10m,16m)处的位移解
Fig.10 The displacement of the gauge point at (10m, 16m) when the point force act on the model at (0, 0)

从图10中可以看到，三角形网格给出了与理论解最为接近的结果。对于四边形网格，如果开启沙漏阻尼，则由于引入了额外的能量，其解已经有一定程度的失真，而如果关闭沙漏阻尼，则由于四边形单元的沙漏变形效应，得到的解已经完全错误了。
4  结论
为了研究四边形网格和三角形网格在何种积分路径下能取得最优的效果，以及两种单元间更好的单元类型。本文使用动态有限差分法进行了数值解与理论解的对比研究，得出以下结论：
（1）对于两种单元来说，采用所谓的中心-中点路径或者中心-中心路径具有最优的计算结果，并且从对不同覆盖率积分路径的分析来看，只有100%覆盖率的积分路径才是适合在计算中使用的。
（2）四边形单元由于其特有的沙漏变形模式，使得其在计算中具有明显的缺陷，即开启沙漏阻尼会有不可控制的能量误差，影响计算精度，而如果关闭沙漏阻尼修正，又会因为沙漏变形效应导致计算结果与实际完全不符。
（3）三角形网格在面对集中力荷载作用时，有比四边形网格更好的计算精度，是在此类计算中推荐使用的网格类型。
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