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摘要：泥沙起动是泥沙运动理论基本的问题之一，也是研究泥沙输移及局部冲刷时必需解决的问题。泥沙起动问题研究对于水利工程建设有重要现实意义。在起动切应力的研究中，希尔兹曲线得到学者的广泛使用。但由于希尔兹曲线纵横坐标中皆含有待求变量，工程上使用起来很不方便。为了工程应用方便，Vanoni以
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为参数，在希尔兹曲线上添加了一系列的辅助线，但对辅助线的来源并未作系统的阐述。本文从希尔兹曲线表达式出发，对辅助线做出一些解释。通过对Vanoni辅助线系统的研究，发现辅助线参数X其实就是无因次粒径d*的函数。为了构造辅助线，还需要构造θ-X过渡线，这个过渡线，其实就是θ-d*曲线的变异。拟合了辅助线方程，数学上证明了其斜率为2。同时发现辅助线直线方程的另一系数就是辅助线与直线Re*=1的交点处的lgθ值。进一步完善了Vanoni辅助线，将其扩展到了0.01≤Re*≤1000的区域内。在Re*<1区域内，辅助线转到了θ=0.1轴线的上方，不过其斜率与形状并没有发生改变。通过进行数学模型概化，解释了辅助线的构造机理，并将辅助线构造区域进行了进一步的扩展。
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Revised Vanoni Auxiliary Line Method for Shields Diagram
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Abstract: As one of the basic problems in the sediment movement theory,the mechanism of the sediment incipience is also needed to be understood for the study of sediment transport and local scouring process.The study of the sediment incipience motion has important pratical significance. In the study of shear stress, shields curve was widespread used by many scholars.The drawback of Shields diagram is that the unknown variables appear in both ordinate and bscissa parameters. For the convenience of practical use, Vanoni build auxiliary lines using a third parameter X, the use of this auxiliary lines enables to determine its intersection with the Shields diagram and its corresponding values of shear stress. Systematic expatiation is not made of the source of the auxiliary line regrettably。This article embarks from the shields curve expression and makes some explanation to the auxiliary line. To build the auxiliary line, it is necessary to drawθ-X curve, firstly.In the process of reanalysising the parameter X, it is found that X is a function of dimensionless diameter d*(X=0.316d*1.5)and θ-X relationship can be deduced with Yalin-Silva θ-d* equation. Using the Yalin-Silva θ-d* equation and experimental incipient data, auxiliary lines are developed in this note for finding the critical shear velocity. Then, the auxiliary lines equation is gotten, the slope of auxiliary lines is verified mathematically, also. Finally, a new set of auxiliary lines are built in the rang of 0.01≤Re*≤1000, unlike the original Vanoni auxiliary lines, they lie on the top of θ=0.1 line in Re*<1 region. Throuh simplifying the mathematic simulation model ,the mechanism of auxiliary line was expressed, with the expanding of the auxiliary line building area. 
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1研究背景
我国是世界上泥沙问题最严重的国家,尤其是在山区。我国山区河流灾害区域差异性比较明显，尤其南北差异显著。四川、湖南、陕西和甘肃等是中国山区河流灾害比较严重的省份[1-3]。山区河流水沙灾害的一种表现形式是河床的冲刷对于附近建筑物造成一定的影响。以石亭江

“7.9”洪灾为例：四川石亭江2013年“7.9”洪水，卵石河床粗化表层被破坏，河床突变失稳，河势突变失稳，恶性演化，冲刷河床急剧下切10—20米，危及成绵高速公路桥安全，停运数月之久(见图1）。

[image: image1.wmf]gd

v

d

X

s

)

1

(

1

.

0

-

=

r

r


图1 由山区河道冲刷引发的灾害(成绵高速公路桥桥墩冲刷)

Fig.1   Bridge bier scour hazard (Chengdu-Mianyang highway bridge)

在治理这些河流灾害时，一个最为重要的方面就是确定河道泥沙能否被水流拖动，这就是泥沙运动力学中的泥沙起动问题。泥沙起动的表现形式有很多，比较常见的有起动流速以及起动拖拽力[4,5]。这其中，最常用的无疑是希尔兹曲线了[6-8]。戴清[9,10]对泥沙起动时的起动流速与起动拖曳力之间的关系进行了研究,并对希尔兹曲线各家公式进行了阐述。杨[13]提出了关于希尔兹曲线的统一表达式。但对于希尔兹曲线的研究仍然较少。
希尔兹曲线是属于拖拽力形式的，其由于纵横坐标轴中都含有待求的临界摩阻流速u*，因此工程上使用起来很不方便。为了使用方便，Vanoni[11]绘制了以
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为参数，斜率为2的辅助线，这些辅助线与希尔兹曲线的交点就是所求的临界拖拽力或者沙粒雷诺数，如

图2(a)所示。虽然辅助线方法在实际工程中得到
了广泛的应用，但是在Vanoni的教材中，并没有对辅助线的来源做出解释，这给很多学者理解上带来一些困惑。为此，本文试图从希尔兹曲线表达式出发，对辅助线做出一些解释。另外，Vanoni在沙粒雷诺数Re*小于1的区域内并没有标出辅助线，本文不同之处在于对辅助线进行数学模型概化的同时，将辅助线构造区域进行了进一步的扩展，为工程应用提供了便利。

2 辅助线构造过程及其表达式  

在深入研究之前，首先定义一些参数：

               
[image: image3.wmf](

)

ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

=

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

3

1

2

*

3

1

2

*

*

*

2

*

1

1

q

n

r

r

q

r

r

Re

d

v

g

d

d

u

Re

gd

u

s

s

         (1)

其中：d表示泥沙粒径；v表示动粘滞系数；ρs与ρ分别表示泥沙颗粒与水的密度；θ，Re*以及d*分别表示无因次的切应力，沙粒雷诺数以及无因次的泥沙粒径。

总体而言，希尔兹曲线是以两种形式呈现的。在最初，希尔兹曲线是以θ-Re*为变量，如图1(a)所示，后来有学者给出了他们的关系表达式[12,13]。为了解决希尔兹曲线纵横坐标轴都含有待求变量的问题，有许多学者绘制了θ-d*形式的希尔兹曲线[14-16]，如图1(b)所示，并且也求出了θ-d*关系表达式。
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图2.  两种形式的希尔兹曲线

Fig.2 Two types of Shields diagram

为了便于展开论述，本文采用工程上常用的Yalin and Silva[14]公式，其公式结构如下：
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(2)                 

仔细分析辅助线参数，发现其就是d*的函数，具体可以表示如下：
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  (3)               

因此，以辅助线为变量的希尔兹曲线表达式可以表示为：
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其实，辅助线就是以X为横坐标，0.1为纵坐标的点M，将θ-X曲线作为过渡曲线，投影到θ-Re*曲线上的问题，具体过程可以表述如下：图3绘制了θ-X曲线与θ-Re*曲线，其中X与Re*共用横坐标轴。当泥沙颗粒以及流体特性确定以后，参数X也相应的确定了，其在图中如点M所示，坐标为M(X,0.1)。确定X值后，就可以在θ-X曲线上找到具有相同X值的点，如图3中的P点，其坐标可以表示为：P(X,θC), θC可以通过公式(4)求得。这样θC就是我们要找的临界切应力。但是，由于希尔兹曲线是以θ-Re*的形式给出的，因此我们还要做一步转换。通过P点向纵坐标轴做垂线，可以找到与θ-Re*曲线的交点N，这个点就是与P点具有相同纵坐标θC的待求点。换言之，点N就是点M在希尔兹曲线上的映射点。最后，连接MN，直线MN就是辅助线了。

通过以上分析，可以确定M点坐标为：(X,0.1)；N点坐标为：(3.162θC0.5X,θC)。由于在对数坐标系中辅助线为一条直线，因此，辅助线可以利用下面公式拟合：
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将M点与N点坐标值带入，可以得到：
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可以解得：
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其中：A代表辅助线的斜率，其值为2，这一点与Vanoni[11]的论述是一致的。10B表示辅助线与直线Re*=1的交点处的θ值，如图3所示。

图3  辅助线构造过程
Fig.3 The building process of Vanoni Shields diagram auxiliary 

3 对辅助线的进一步完善

利用上述方法，本文重新构造了Vanoni[11]辅助线。辅助线涵盖0.01≤Re*≤1000的区域，同时，为了方便应用，将很坐标分为(0.01,0.1); (0.1,1); (1,10); (10,100)以及(100,1000)五

个子区域，并用不同的颜色加以区分，最终结果如图4所示。在Re*>1区域内，辅助线与Vanoni原始教材中描述得一致。但是，在Re*<1区域内，辅助线转到了θ=0.1轴线的上方，其斜率与形状并没有发生改变。

[image: image13.emf]
图4 修正后的希尔兹曲线辅助线

Fig.4 Modified Shields diagram

4 结论
1）希尔兹曲线有两种表现形式，一种是传统的θ-Re*曲线，另一种是θ-d*曲线。分析后发现，Vanoni采用的辅助线X其实就是d*的函数。
2）揭示了Vanoni辅助线的构造原理。分析后发现，为了构造辅助线，还需要构造θ-X过渡线，这个过渡线，其实就是θ-d*曲线的变异。通过

给定的点M(X,0.1)，可以在θ-X过渡线上确定

所求的θ值，进而通过确定的θ值找出θ-Re*曲线上具有相同的θ值对应的点。这个对应点与M点的连线就是辅助线。

3）拟合了辅助线方程，数学上证明了其斜率为2。同时发现辅助线直线方程的另一系数就是辅助线与直线Re*=1的交点处的lgθ值。

4）进一步完善了Vanoni辅助线，将其扩展到了0.01≤Re*≤1000的区域内。在Re*<1区域内，辅助线转到了θ=0.1轴线的上方，不过其斜率与形状并没有发生改变。
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