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第九章 多元函数微分法及其应用

第一节 多元函数的基本概念

第二节 偏导数

第三节 全微分

第四节 多元复合函数的求导法则

第五节 隐函数的求导公式

第六节 多元函数微分学的几何应用

第七节 方向导数与梯度

第八节 多元函数的极值及其求法
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一、平面点集 n维空间

二、多元函数的概念

三、多元函数的极限

四、多元函数的连续性

第一节 多元函数的基本概念
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一、平面点集 n维空间

1.平面点集

坐标平面上具有某种性质P的点的集合, 称为平面点

集,记作

E={(x, y)| (x, y)具有性质P}.

例如, 平面上以原点为中心、r为半径的圆内所有点

的集合是

C={(x, y)| x2+y2<r2}, 或C={P| |OP|<r}.
其中P表示坐标为(x, y)的点, |OP|表示点P到原点O的距离
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{ }  )( 0

o
PPU = δ0 0 << PP

2. 邻域

点集 { },   )δ,( 0 PPU = 称为点 P0 的δ邻域.
例如,在平面上,

{ }     ),()δ,( 0 yxPU = (圆邻域)

说明：若不需要强调邻域半径δ ,也可写成 .)( 0PU

点 P0 的去心邻域记为

δ0 <PP

δ)()( 2
0

2
0 <−+− yyxx

在讨论实际问题中也常使用方邻域,

平面上的方邻域为

{ }    ),()δ,U( 0 yxP =

因为方邻域与圆

邻域可以互相包含.

,δ0 <− xx δ0 <− yy
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3.内点 外点 边界点

•内点: 如果存在点P的某一邻域U(P),
使得U(P)⊂E, 则称P为E的内点;

•外点 : 如果存在点P的某个邻域

U(P), 使得U(P)∩E=∅, 则称P为E的
外点;

•边界点: 如果点P的任一邻域内既有

属于E的点, 也有不属于E的点, 则称P
点为E的边点.

.
.

. 边界点

内点

外点

聚点  如果对于任意给定的δ>0, 点 P 的去心邻域 ),( δPU
D

内总

有E中的点, 则称P是E的聚点.
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D

4. 开区域及闭区域

• 若点集 E 的点都是内点，则称 E 为开集；

• 若点集 E ⊃∂E , 则称 E 为闭集；

• 若集 D 中任意两点都可用一完全属于 D 的折线相连 ,

• 开区域连同它的边界一起称为闭区域.

则称 D 是连通的 ;

• 连通的开集称为开区域 ,简称区域 ;
。

。

• E 的边界点的全体称为 E 的边界, 记作∂E ;
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例如，在平面上

{ }0),( >+ yxyx

{ }41),( 22 <+< yxyx

{ }0),( ≥+ yxyx

{ }41),( 22 ≤+≤ yxyx

开区域

闭区域

♣

♣

♣

♣ x

y

o 21

x

y

o

x

y

o x

y

o 21
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♣ 整个平面

♣ 点集 { }1),( >xyx 是开集，

是最大的开域 , 
也是最大的闭域；

但非区域 .

1− 1o x

y

• 对区域 D , 若存在正数 K , 使一切点 P∈D 与某定点

A 的距离 ⎜AP⎥≤ K , 则称 D 为有界域 ,

界域 .

否则称为无
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5. n 维空间

n 元有序数组 ),,,( 21 nxxx "

),,,( 21 nxxx "

的全体称为 n 维空间,
,R n

n 维空间中的每一个元素 称为空间中的

kx数 称为该点的第 k 个坐标 .

记作 即

RRRR ×××= "n

{ }nkxxxx kn ,,2,1,R),,,( 21 "" =∈=

一个点, 

当所有坐标 时，0=kx 称该元素为 nR 中的零元,记作

O .
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的距离记作

22
22

2
11 )()()(),( nn yxyxyxyx −++−+−= "ρ

中点 a的 δ 邻域为

),,,( 21 nyyyy "=与点

{ }δ),(,R)δ,( <∈= axxxaU n ρ

),,,(R 21 n
n xxxx "=中的点

,),( yxyx −或ρ 规定为

),,,(R 21 n
n xxxx "=中的点 与零元 O 的距离为

22
2

2
1 nxxxx +++= "

.,3,2,1 xxn 通常记作时当 =

0R →− axaxn 满足与定元中的变元 .ax →记作

nR
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二、多元函数的概念

引例:

• 圆柱体的体积

• 定量理想气体的压强

• 三角形面积的海伦公式

,2hrV π=

,( 为常数）R
V
TRp =

)
2

( cbap ++
=

c

b a

{ }0,0),( >> hrhr

{ }0,0),( TTVTV >>

{ }cbacbacba >+>>> ,0,0,0),,( 

))()(( cpbpappS −−−=

h

r
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定义1. 设非空点集 ,R nD ⊂

DPPfu ∈= ,)(或

点集 D 称为函数的定义域 ; 数集{ }DP,Pfuu ∈= )(
称为函数的值域 .

特别地 , 当 n = 2 时, 有二元函数
2R),(),,( ⊂∈= Dyxyxfz

当 n = 3 时, 有三元函数
3R),,(),,,( ⊂∈= Dzyxzyxfu

映射 R: 6Df 称为定义

在 D 上的 n 元函数 , 记作

),,,( 21 nxxxfu "=
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x

z

y

例如, 二元函数 221 yxz −−=

定义域为 { }1),( 22 ≤+ yxyx圆域

说明: 二元函数 z = f (x, y), (x, y) ∈ D

图形为中心在原点的上半球面.
,)sin(, yxz =又如

的图形一般为空间曲面 Σ .

1

2R),( ∈yx

三元函数 )arcsin( 222 zyxu ++=
定义域为

{ }1),,( 222 ≤++ zyxzyx

图形为 4R 空间中的超曲面.

单位闭球

x
y

z

o
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三、多元函数的极限

定义2. 设 n 元函数 ,R),( nDPPf ⊂∈
点 ,

,)δ,( 0PUDP
D

∩∈ ,ε-)( <APf 则称 A 为函数

(也称为 n 重极限)

当 n =2 时, 记 2
0

2
00 )()( yyxxPP −+−==ρ

二元函数的极限可写
作： Ayxf =

→
),(lim

0ρ

APf
PP

=
→

)(lim
0

P0 是 D 的聚

若存在常数 A , 对一

记作，时的极限当 0)( PPPf →

Ayxf
yy
xx

==
→
→

),(lim

0
0

都有

对任意正数 ε , 总存在正数δ ,

切
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例1. 设 )0(1sin)(),( 22
22

22 ≠+
+

+= yx
yx

yxyxf

求证： .0),(lim
0
0

=
→
→

yxf
y
x

证: 01sin)( 22
22 −

+
+

yx
yx∵

故 0),(lim
0
0

=
→
→

yxf
y
x

,0ε >∀∴

0),( −yxf

,δ0 22 时当 <+=< yxρ
22 yx +≤ 2δ<

22 yx +≤

,εδ =∃ 总有

ε=

ε<
要证
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注 (1)二重极限存在, 是指P以任何方式趋于P0时, 函数

都无限接近于A . 
(2)如果当P以两种不同方式趋于P0时, 函数趋于不同

的值, 则函数的极限不存在. 

解: 设 P(x , y) 沿直线 y = k x 趋于点 (0, 0) ,

22),(
yx

yxyxf
+

=

222

2

00
lim),(lim

xkx
xkyxf

x
kxy

x +
=

→
=
→

在点 (0, 0) 的极限.

),( yxf故

则有

21 k
k

+
=

k 值不同极限不同 !

在 (0,0) 点极限不存在 .

例2. 讨论函数
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多元函数的极限运算法则

与一元函数的情况类似.

解

例3求
x
xy

yx

)sin(lim
)2,0(),( →

.  

x
xy

yx →

)sin(lim
)2,0(),(

lim)sin(lim
)2,0(),()2,0(),(

⋅=
→→

y
xy

xy
yxyx

y
xy

xy
yx

⋅=
→

)sin(lim
)2,0(),(

 

221 =×= .
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仅知其中一个存在,推不出其它二者存在.

• 二重极限 ),(lim

0
0

yxf
yy
xx

→
→

),(limlim
00

yxf
xxyy →→

及 不同. 

如果它们都存在, 则三者相等.

例如, ,),( 22 yx
yxyxf

+
= 显然

),(limlim
00

yxf
yyxx →→

与累次极限

),(limlim
00

yxf
yx →→

),(limlim
00

yxf
xy →→

0=,0=

但由例2 知它在(0,0)点二重极限不存在 .
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四、 多元函数的连续性

定义3 . 设 n 元函数 )(Pf 定义在 D 上,

)()(lim 0
0

PfPf
PP

=
→

0)( PPf 在点

如果函数在 D 上各点处都连续, 则称此函数在 D 上

,0 DP ∈聚点

如果存在

否则称为不连续,

0P

此时

称为间断点 .

则称 n 元函数

连续.

连续, 
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例如, 函数

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+=

0,0

0,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

yx
yxf

在点(0 , 0) 极限不存在, 

又如, 函数

1
1),( 22 −+

=
yx

yxf

上间断.122 =+ yx

故 ( 0, 0 )为其间断点.

在圆周

结论: 一切多元初等函数在定义区域内连续.
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定理：若 f (P) 在有界闭域 D 上连续, 则

,0)1( >∃ K
)()2( Pf

,],[ Mm∈μ

* (4) f (P) 必在D 上一致连续 .

;,)( DPKPf ∈≤使

在 D 上可取得最大值 M 及最小值 m ;

(3) 对任意 ，DQ ∈∃ ;)( μ=Qf使

(有界性定理) 

(最值定理) 

(介值定理) 

(一致连续性定理) 

闭域上多元连续函数有与一元函数类似的如下性质:

(证明略) 
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.11lim
0
0 yx

yx

y
x

−+

→
→

解: 原式
)11(

1)1(lim
2

0
0 ++

−+
=

→
→ yxxy

yx

y
x 2

1
=

例4.求

2

22 )3arcsin(),(
yx

yxyxf
−

−−
=

13 22 ≤−− yx

42 22 ≤+≤ yx

例5. 求函数 的连续域.

解:
02 >− yx

2yx >

11
1lim

0
0 ++

=
→
→ yx

y
x

2o

y

x2
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内容小结

1. 区域

• 邻域 : ,)δ,( 0PU )δ,( 0PU
D

• 区域 连通的开集

• 空间nR
2. 多元函数概念

n 元函数 ),,,( 21 nxxxf "=

常用
二元函数 (图形一般为空间曲面)

三元函数

DP ∈

)(Pfu =
nR⊂
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APf
PP

=
→

)(lim
0

,0ε >∀ ,0δ >∃ 时，当 δ0 0 << PP
有 ε)( <− APf

3. 多元函数的极限

4. 多元函数的连续性

1) 函数 连续在 0)( PPf )()(lim 0
0

PfPf
PP

=
→

2) 闭域上的多元连续函数的性质:

有界定理 ; 最值定理 ; 介值定理

3) 一切多元初等函数在定义区域内连续
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作业：p-62习题9-1

5 (2), (4), (6)
6  (2), (3), (5), (6)
7（1）
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一、偏导数的定义及其计算法

二、高阶偏导数

第二节 偏 导 数
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定义1. ),( yxfz = 在点

), (),  (lim 00
0

yfyf
x

−
→Δ

存在, xyxyxfz 对在点 ),(),( 00=

的偏导数，记为 ;),( 00 yxx
z

∂
∂

),( 00 yx 的某邻域内

;),( 00 yxx
f

∂
∂

xx Δ+0 0x

则称此极限为函数

极限

设函数

=′ )( 0xf )()( 00 xfxxf −Δ+
xΔ0

lim
→Δx

xΔ

;),( 00 yxf x

;),( 00 yxxz

0d
d

xxx
y

==

.),( 001 yxf ′

x
yxfyxxf

x Δ
−Δ+

=
→Δ

),(),(lim 0000
0

0
),(

d
d

0 xxyxf
x ==

),( 00 yxf x注意:
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0
),(

d
d

0 yyyxf
y ==

同样可定义对 y 的偏导数

    lim
0→Δ

=
y

),( 00 yxf y

若函数 z = f ( x , y ) 在域 D 内每一点 ( x , y ) 处对 x

,,, xz
x
f

x
z

∂
∂

∂
∂
则该偏导数称为偏导函数, 也简称为

偏导数 , ),(,),( 1 yxfyxf x ′

),(,),( 2 yxfyxf y ′

) ,( 0xf ),( 0xf−

yΔ

记为

yy Δ+0 0y

或 y 偏导数存在 ,

,,, yz
y
f

y
z

∂
∂

∂
∂
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),,( zyxfx

例如, 三元函数 u = f (x , y , z) 在点 (x , y , z) 处对 x 的
偏导数的概念可以推广到二元以上的函数 .

  lim
0→Δ

=
x

),,  ( zyf ),,( zyf−
xΔ

xx Δ+

?),,( =zyxf y

?),,( =zyxf z

x
偏导数定义为

(请自己写出)
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二元函数偏导数的几何意义:

0
0 ),(

d
d

0

0
xxyxf

xx
f

xx
yy ==

∂
∂

=
=

⎩
⎨
⎧

=
=

0

),(
yy

yxfz

xTM 0

0
0 ),(

d
d

0

0
yyyxf

yy
f

xx
yy ==

∂
∂

=
=

是曲线
⎩
⎨
⎧

=
=

0

),(
xx

yxfz
yTM 0

在点 M0 处的切线

对 x 轴的斜率.

在点M0 处的切线

斜率.

是曲线

y

x

z

0x

yT

o

xT

0y

0M

对 y 轴的
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函数在某点各偏导数都存在,

显然

例如,
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

≠+
+==

0,0

0,
),(

22

22
22

yx

yx
yx

yx
yxfz

0)0,(
d
d)0,0( == xxf
x

f x

0),0(
d
d)0,0( == yyf
y

f y 0=

0=

注意：

但在该点不一定连续.

在上节已证 f (x , y) 在点(0 , 0)并不连续!
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例1 . 求 22 3 yyxxz ++=

解法1: =
∂
∂

x
z

)2,1(x
z

∂
∂

∴

解法2:

)2,1(x
z

∂
∂

在点(1 , 2) 处的偏导数.

)2,1(y
z

∂
∂

,32 yx + =
∂
∂

y
z

yx 23 +

,82312 =⋅+⋅= )2,1(y
z

∂
∂ 72213 =⋅+⋅=

462 ++= xx

1)62( =+= xx 8=

1=xz 231 yy ++=

2)23( =+= yy 7=

2=yz
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例2. 设 ，）且 1,0( ≠>= xxxz y

z
y
z

xx
z

y
x 2

ln
1 =

∂
∂+

∂
∂

证: =
∂
∂

x
z∵

y
z

xx
z

y
x

∂
∂

+
∂
∂

∴
ln
1 

例3. 求 222 zyxr ++= 的偏导数 . (P65 例4)

解: =
∂
∂

x
r

=
∂
∂

y
r

yy xx +=

=
∂
∂

y
z

求证

,1−yxy xx y ln

z2=

2222 zyx ++

x2
r
x

=

r
z

z
r

=
∂
∂,

r
y
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偏导数记号是一个

例4. 已知理想气体的状态方程

求证: 1−=
∂
∂

⋅
∂
∂

⋅
∂
∂

p
T

T
V

V
p

TRVp =

证: ,
V
TRp =

,
p
TRV =

,
R
VpT =

=
∂
∂

⋅
∂
∂

⋅
∂
∂

∴
p
T

T
V

V
p

说明:

(R 为常数) , 

=
∂
∂
V
p

2V
TR

−

=
∂
∂

T
V

p
R

=
∂
∂

p
T

R
V

Vp
TR

− 1−=

不能看作

分子与分母的商 !

此例表明,

整体记号,
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二、高阶偏导数

设 z = f (x , y)在域 D 内存在连续的偏导数

),(,),( yxf
y
zyxf

x
z

yx =
∂
∂

=
∂
∂

若这两个偏导数仍存在偏导数，

)(
x
z

∂
∂

)(
y
z

x ∂
∂

∂
∂

)(
x
z

y ∂
∂

∂
∂

),()( 2

2
yxf

y
z

y
z

y yy=
∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

则称它们是z = f ( x , y ) 

的二阶偏导数 . 按求导顺序不同, 有下列四个二阶偏导

2

2

x
z

∂
∂

= );,( yxf xx=
yx

z
∂∂

∂
=

2
),( yxf yx=

);,(
2

yxf
xy

z
xy=

∂∂
∂

=

x∂
∂

数:
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类似可以定义更高阶的偏导数.
例如，z = f (x , y) 关于 x 的三阶偏导数为

3

3

2

2
)(

x
z

x
z

x ∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

z = f (x , y) 关于 x 的 n –1 阶偏导数 , 再关于 y 的一阶

)  (
y∂

∂
yx

z
n

n

∂∂
∂

= −1

偏导数为

1

1

−

−

∂
∂

n

n

x
z
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yxe 22 +=

例5. 求函数 yxez 2+= .2

3

xy
z

∂∂
∂

解 : =
∂
∂

x
z

=
∂
∂

2

2

x
z

) ( 
2

2

3

xy
z

xxy
z

∂∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂

=
∂
∂

y
z

=
∂∂

∂
xy
z2

=
∂∂

∂
yx
z2

 

=
∂
∂

2

2
 

y
z

注意:此处 ,
22

xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂
但这一结论并不总成立.

yxe 2+ yxe 22 +

yxe 2+ yxe 22 +

yxe 22 + yxe 24 +

的二阶偏导数及
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0,
)(

4 22
222

4224
≠+

+
−− yx

yx
yyxxx

y
fyf xx

y Δ
−Δ

→Δ

)0,0(),0(lim
0

=),( yxf y

例如,

=),( yxf x

=)0,0(yxf

x
fxf

f yy

xxy Δ

−Δ
=

→Δ

)0,0()0,(
lim)0,0(

0

二
者
不
等

y
y

y Δ
Δ−

=
→Δ 0

lim 1−=

x
x

x Δ
Δ

=
→Δ 0

lim 1=

=),( yxf

0,0 22 =+ yx

0,
)(

4 22
222

4224
≠+

+
−+ yx

yx
yyxxy

0,0 22 =+ yx

0, 22
22

22
≠+

+
− yx

yx
yxyx

0,0 22 =+ yx
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例6. 证明函数
222,1 zyxr

r
u ++== 满足拉普拉斯

02

2

2

2

2

2
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

z
u

y
u

x
u

证： =
∂
∂

x
u

=
∂
∂

2

2

x
u

利用对称性 , 有 ,31
5

2

32

2

r
y

ry
u

+−=
∂
∂

2

2

2

2

2

2

z
u

y
u

x
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∴

=Δu方程

x
r

r ∂
∂

− 2
1

r
x

r
⋅−= 2

1

3
1
r

−
x
r

r
x

∂
∂

⋅+ 4
3

5

2

3
31
r
x

r
+−=

5

2

32

2 31
r
z

rz
u

+−=
∂
∂

5

222

3
)(33

r
zyx

r
++

+−=

2r=

0=

3

1 x
r

= − ⋅
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,),()()( 00 连续都在点和若 yxx,yfx,yf xyyx

),(),( 0000 yxfyxf xyyx =
则定理.

例如, 对三元函数 u = f (x , y , z) ,

),,(),,(),,( zyxfzyxfzyxf yxzxzyzyx ==

说明:

本定理对 n 元函数的高阶混合导数也成立.

函数在其定义区域内是连续的 , 故求初等函数的高阶导

数可以选择方便的求导顺序.

),,(),,(),,( zyxfzyxfzyxf xyzzxyyzx ===

因为初等函数的偏导数仍为初等函数 ,

当三阶混合偏导数

在点 (x , y , z) 连续时, 有

而初等

(证明略) 
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证:令 ),(),(),( 0000 yxxfyyxxfyxF Δ+−Δ+Δ+=ΔΔ

),(),()( 00 yxfyyxfx −Δ+=φ

则 =ΔΔ ),( yxF
xxx ΔΔ+′= )( 10 θφ

xyxxfyyxxf xx ΔΔ+−Δ+Δ+= ]),(),([ 010010 θθ

yxyyxxf yx ΔΔΔ+Δ+= ),( 2010 θθ

),(),( 0000 yxfyyxf +Δ+−

),(),()( 00 yxfyxxfy −Δ+=ψ

)10( 1 << θ

)1,0( 21 << θθ

,),()()( 00 连续都在点和若 yxx,yfx,yf xyyx

),(),( 0000 yxfyxf xyyx =

则

)()( 00 xxx φφ −Δ+

定理.

令
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),(),(),( 0000 yxxfyyxxfyxF Δ+−Δ+Δ+=ΔΔ
),(),( 0000 yxfyyxf +Δ+−

同样

)()( 00 yyy ψψ −Δ+=

yxyyxxf xy ΔΔΔ+Δ+= ),( 4030 θθ
)1,0( 43 << θθ

),(),( 0000 yxfyxf xyyx =

）（）（因 yxfyxf xyyx ,,, ,0→Δx故令

),( 4030 yyxxf xy Δ+Δ+= θθ
),( 2010 yyxxf yx Δ+Δ+∴ θθ

在点 )( 00 yx ， 连续,

得0→Δy
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内容小结

1. 偏导数的概念及有关结论

• 定义; 记号; 几何意义

• 函数在一点偏导数存在 函数在此点连续

• 混合偏导数连续 与求导顺序无关

2. 偏导数的计算方法

• 求一点处偏导数的方法

先代后求

先求后代

利用定义

• 求高阶偏导数的方法 逐次求导法

(与求导顺序无关时, 应选择方便的求导顺序)
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作业：p-69习题9-2

1（4）,（6）,（8）； 3； 5；

6（3）； 8； 9（2）
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一、全微分的定义

二*、全微分在近似计算中的应用

第三节 全 微 分
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一、全微分的定义

————函数f(x, y)对x的偏微分

——函数f(x, y)对y的偏增量

————函数f(x, y)对y的偏微分

全增量

Δz=f(x+Δx, y+Δy)−f(x, y). 

1.偏增量与偏微分

f(x+Δx, y)−f(x, y)≈fx(x, y)Δx, 
f(x, y+Δy)−f(x, y)≈fy(x, y)Δy, 

——函数f(x, y)对x的偏增量

根据一元函数微分学中增量与微分的关系, 有

f(x+Δx, y)−f(x, y)
f(x, y+Δy)−f(x, y)
fx(x, y)Δx
fy(x, y)Δy
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2.全微分的定义

其中A、B不依赖于Δx、Δy而仅与x、y有关, 则称函数

z=f(x, y)在点(x, y)可微分, 而AΔx+BΔy称为函数z=f(x, y)在
点(x, y)的全微分, 记作dz, 即

dz=AΔx+BΔy. 

如果函数在区域D内各点处都可微分, 那么称这函数

在D内可微分. 

如果函数z=f(x, y)在点(x, y)的全增量

Δz=f(x+Δx, y+Δy)−f(x, y) 
可表示为 ) )()(( )( 22 yxoyBxAz Δ+Δ=+Δ+Δ=Δ ρρ ,
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(2) 偏导数连续

),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ

[ ])()(lim
0

ρ
ρ

oyBxA +Δ+Δ=
→

下面两个定理给出了可微与偏导数的关系:

(1) 函数可微

函数 z = f (x, y) 在点 (x,  y) 可微

),(lim
0
0

yyxxf
y
x

Δ+Δ+
→Δ
→Δ

由微分定义 :

得

z
y
x

Δ
→Δ
→Δ

0
0

lim 0=

),( yxf=

函数在该点连续

偏导数存在

函数可微

即
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定理1(必要条件) 若函数 z = f (x, y) 在点(x, y) 可微 ,

则该函数在该点偏导数
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ ,

y
y
zx

x
zz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

=d

), (),  ( yfyfzx −=Δ

x
z

∂
∂

∴

同样可证 ,B
y
z

=
∂
∂ y

y
zx

x
zz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

=d

证: 由全增量公式 ,)( ρoyBxAz +Δ+Δ=Δ ,0=Δy令

)( xoxA Δ+Δ=

必存在,且有

得到对 x 的偏增量

xx Δ+ x

因此有

x
zx

x Δ
Δ

=
→Δ 0

lim A=
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反例: 函数 =),( yxf

易知 ,0)0,0()0,0( == yx ff 但

])0,0()0,0([ yfxfz yx Δ+Δ−Δ

因此,函数在点 (0,0) 不可微 .)(ρo≠

注: 定理1 的逆定理不成立 .

22 )()( yx
yx
Δ+Δ

ΔΔ
22 )()( yx

yx
Δ+Δ

ΔΔ
=

22 )()( yx
yx
Δ+Δ

ΔΔ
=

ρ 0

偏导数存在函数 不一定可微 !
即:

0, 22
22

≠+
+

yx
yx

yx

0,0 22 =+ yx
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]   ),([ yyxxf Δ+Δ+=

定理2 (充分条件)
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂ ,

证： ),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ

)1,0( 21 << θθ
xyxfx Δ+= ]),([

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛     

yyyxf y ΔΔ+ ),( 2θ+ΔΔ+Δ+= xyyxxfx ),( 1θ

),( yyxf Δ+−

)],(  [ yxf−+ ),( yyxf Δ+

yyxf y Δ++ ]),([

若函数 ),( yxfz = 的偏导数

,),( 连续在点 yx 则函数在该点可微分.

α β

0lim
0
0

=
→Δ
→Δ

β
y
x

,0lim
0
0

=
→Δ
→Δ

α
y
x
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"=Δz
yyxfxyxf yx Δ+Δ= ),(),(

yyxfxyxfz yx Δ+Δ=Δ ),(),(

βα
ρ

βα
+≤

Δ+Δ yx

所以函数 ),( yxfz = ),( yx

yx Δ+Δ+ βα

在点 可微.

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛     0lim

0
0

=
→Δ
→Δ

β
y
x

,0lim
0
0

=
→Δ
→Δ

α
y
x

注意到 , 故有

)(ρo+
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+Δ
∂
∂ x

x
u

推广: 类似可讨论三元及三元以上函数的可微性问题.
例如, 三元函数 ),,( zyxfu =

=ud

习惯上把自变量的增量用微分表示,

=ud

记作 uxd

故有下述叠加原理

uuuu zyx dddd ++=

称为偏微分.

y
y
u d

∂
∂

+ z
z
u d

∂
∂

+x
x
u d

∂
∂

uyd uzd

的全微分为

+Δ
∂
∂ y

y
u z

z
u

Δ
∂
∂

于是

uuu zyx d,d,d
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例1. 计算函数 在点 (2,1) 处的全微分. yxez =

解: =
∂
∂

x
z

22 2)1,2(,)1,2( e
y
ze

x
z

=
∂
∂

=
∂
∂

yexez d2dd 22

)1,2(
+=∴

例2. 计算函数 的全微分. zyeyxu ++=
2

sin

解: =ud +⋅ xd1 yy d) cos( 22
1 + zey zy d+

=
∂
∂

y
z,yxey yxex

)d2d(2 yxe +=

zyez
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可知当

*二、全微分在数值计算中的应用

1. 近似计算

由全微分定义

xΔ yΔ

)(),(),( ρoyyxfxyxfz yx +Δ+Δ=Δ

),( yyxxf Δ+Δ+ yyxfxyxf yx Δ+Δ ),(),(

较小时,
yyxfxyxfzz yx Δ+Δ=≈Δ ),(),(d

zd
及 有近似等式:

+≈ ),( yxf
(可用于近似计算; 误差分析) 

(可用于近似计算) 
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内容小结

1. 微分定义: )),(( yxfz =

=Δz yyxfxyxf yx Δ+Δ ),(),(

=zd yyxfxyxf yx d),(d),( +

22 )()( yx Δ+Δ=ρ

2. 重要关系:

)( ρo+

函数可导

函数可微

偏导数连续

函数连续
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作业：p-75习题9-3
1 (3) , (4) ; 3 ;    5 
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一、多元复合函数求导的链式法则

二、多元复合函数的全微分

第四节多元复合函数的求导法则
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))(),(( ttfz ψϕ=

一、多元复合函数求导的链式法则

定理. 若函数 ,)(,)( 可导在点ttvtu ψϕ == ),( vufz =

处偏导连续, ),( vu在点

在点 t 可导, 

t
v

v
z

t
u

u
z

t
z

d
d

d
d

d
d

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
z

则复合函数

证: 设 t 取增量△t ,

v
v
zu

u
zz Δ

∂
∂

+Δ
∂
∂

=Δ ))()(( 22 vu Δ+Δ=ρ)( ρo+

则相应中间变量

且有链式法则

vu

tt
有增量△u ,△v ,
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,0→Δ t令 ,0,0 →Δ→Δ vu则有

t
o

Δ
)( ρ

( 全导数公式 )

t
v

v
z

t
u

u
z

t
z

Δ
Δ

∂
∂

+
Δ
Δ

∂
∂

=
Δ
Δ

t
o

Δ
+

)( ρ

z

vu

tt

))()(( 22 vu Δ+Δ=ρ

 )(
ρ
ρo

=  )()( 22

t
v

t
u

Δ
Δ

+
Δ
Δ 0→

(△t＜0 时,根式前加“–”号)

t
v

t
v

t
u

t
u

d
d,

d
d

→
Δ
Δ

→
Δ
Δ

t
v

v
z

t
u

u
z

t
z

d
d

d
d

d
d

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

=
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推广:
1) 中间变量多于两个的情形. 例如, ,),,( wvufz =

设下面所涉及的函数都可微 .

=
t
z

d
d

ωψϕ ′′+′′+′′= 321 fff
2) 中间变量是多元函数的情形.例如,

),(,),(,),( yxvyxuvufz ψϕ ===

=
∂
∂

x
z

1211 ψϕ ′′+′′= ff

2221 ψϕ ′′+′′= ff=
∂
∂

y
z

z

z

wvu

vu

yxyx

ttt

t
u

u
z

d
d

⋅
∂
∂

t
v

v
z

d
d

⋅
∂
∂

+
t
w

w
z

d
d

⋅
∂
∂

+

x
u

u
z

∂
∂

⋅
∂
∂

x
v

v
z

∂
∂

⋅
∂
∂

+

y
u

u
z

∂
∂

⋅
∂
∂

y
v

v
z

∂
∂

⋅
∂
∂

+

)(,)(,)( twtvtu ωψϕ ===
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又如, ),(,),( yxvvxfz ψ==

当它们都具有可微条件时, 有

x
z

∂
∂

121 ψ ′′+′= ff

y
z

∂
∂

22ψ ′′= f

fz =

x

yx

注意: 这里
x
z

∂
∂

x
f

∂
∂

x
z

∂
∂

表示固定 y 对 x 求导,
x
f

∂
∂

表示固定 v 对 x 求导

口诀 : 分段用乘, 分叉用加, 单路全导, 叉路偏导

x
f

∂
∂

=
x
v

v
f

∂
∂

⋅
∂
∂

+

y
v

v
f

∂
∂

⋅
∂
∂

=

与 不同,

v
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例1. 设 ,,,sin yxvyxuvez u +=== .,
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂

求

解:
x
z

∂
∂

veu sin=

)]cos()sin([ yxyxye yx +++⋅=

y
z

∂
∂

)]cos()sin([ yxyxxe yx +++⋅=

veu sin=

x
u

u
z

∂
∂

⋅
∂
∂

=
x
v

v
z

∂
∂

⋅
∂
∂

+

veu cos+

y
u

u
z

∂
∂

⋅
∂
∂

=
y
v

v
z

∂
∂

⋅
∂
∂

+

veu cos+

y⋅ 1⋅

x⋅ 1⋅

z

vu

yxyx
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例2. ,sin,),,( 2222
yxzezyxfu zyx === ++

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂ ,求

解:
x
u

∂
∂

222
2 zyxex ++=

yxyxeyxx
2422 sin22 )sin21(2 +++= zyx

yx

u

y
u

∂
∂

222
2 zyxey ++=

yxyxeyyxy
2422 sin4 )cossin(2 +++=

x
f

∂
∂

=
x
z

z
f

∂
∂

⋅
∂
∂

+

222
2 zyxez +++

y
f

∂
∂

= y
z

z
f

∂
∂

⋅
∂
∂

+

222
2 zyxez +++

yxsin2⋅

yx cos2⋅
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例3. 设 ,sin tvuz += .
d
d

t
z

z

tvu

tt

t
z

d
d

tev=

ttte t cos)sin(cos +−=

t
u

u
z

d
d

⋅
∂
∂

=
t
v

v
z

d
d

⋅
∂
∂

+
t
z

∂
∂

+

求全导数,teu = ,cos tv =

解:

tu sin− tcos+

注意：多元抽象复合函数求导在偏微分方程变形与

验证解的问题中经常遇到, 下列例题有助于掌握

这方面问题的求导技巧与常用导数符号.
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为简便起见 , 引入记号 ",,
2

121 vu
ff

u
ff

∂∂
∂

=′′
∂
∂

=′

),(1 zyxzyxf ++′=

例4. 设 f 具有二阶连续偏导数,,),( zyxzyxfw ++=

求 .,
2

zx
w

x
w

∂∂
∂

∂
∂

解: 令 ,, zyxvzyxu =++=

x
w

∂
∂

w

vu

zyx zyx
),( vufw =

11 ⋅′= f zyf ⋅′+ 2

),(2 zyxzyxfzy ++′+

则

zx
w
∂∂

∂2
111 ⋅′′= f

222
2

1211 )( fyfzyxfzxyf ′+′′+′′++′′=

yxf ⋅′′+ 12 2fy ′+ ]  [zy+ 121 ⋅′′f yxf ⋅′′+ 22

21 ,, ff ′′
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练习 1. 设

=
∂
∂

x
u

y
1

⋅1f ′ 1
1 f
y

′=

=
∂
∂

y
u

1f ′ )( 2y
x

−⋅ 2f ′+
z
1

⋅

=
∂
∂

z
u

2f ′ )( 2z
y

−⋅

212
1 f
z

f
y
x ′+′−=

22 f
z
y ′−=

( )
z
y

y
xfu ,= 求偏导数。
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1f ′⋅

=
∂
∂

x
z ye⋅1f ′ 2f ′+

=
∂∂

∂
yx
z2

ye 11f ′′⋅yex 2+ ye+ 13f ′′⋅
yex+ 21f ′′⋅ 23f ′′+

练习2 设 yexuyxufz == ,),,( 求
z
x

∂
∂

2 z
x y

∂
∂ ∂
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二、多元复合函数的全微分

设函数 ),(,),(,),( yxvyxuvufz ψϕ ===
的全微分为

y
y
zx

x
zz ddd

∂
∂

+
∂
∂

=

x
x
v

v
z

x
u

u
z d)(

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

= y
y
v

v
z

y
u

u
z d)(

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

+

u
z

∂
∂

=
v
z

∂
∂

+

u
z

∂
∂=

可见无论 u , v 是自变量还是中间变量,

)dd( y
y
ux

x
u

∂
∂

+
∂
∂ )dd( y

y
vx

x
v

∂
∂

+
∂
∂

则复合函数 )  (fz = ),(,),( yxyx ψϕ

ud
v
z

∂
∂+ vd

都可微, 

其全微分表达

形式都一样, 这性质叫做全微分形式不变性.
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]  )cos(  )[sin( yxyxe yx +++=

例1 . ,,,sin yxvyxuvez u +=== .,
y
z

x
z

∂
∂

∂
∂

求

例 5. 利用全微分形式不变性再解例1. 
解: )(dd =z

uveu dsin=

)]cos()sin([ yxyxye yx +++=

)]cos()sin([ yxyxye
x
z yx +++⋅=

∂
∂

)]cos()sin([ yxyxxe
y
z yx +++⋅=

∂
∂

所以

veu sin
vveu dcos+

]  )cos(  )[sin( yxyxe yx +++= )(d yx )(d yx +

])cos()sin([ yxyxxe yx ++++

)d(d yx +

xd

yd

)dd( yxxy +
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内容小结

1. 复合函数求导的链式法则

“分段用乘, 分叉用加, 单路全导, 叉路偏导”
例如, ,),(,),,( yxvvyxfu ϕ== u

vyx

yx

=
∂
∂

x
u

1f ′ ⋅′+ 3f ;1ϕ′ =
∂
∂

y
u

2f ′ ⋅′+ 3f 2ϕ′

2. 全微分形式不变性

,),( vufz =对 不论 u , v 是自变量还是因变量,

vvufuvufz vu d),(d),(d +=
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作业：p-82习题9-4

2;   4;   6;     9;   10; 11;  12(4) 
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一、一个方程所确定的隐函数及其导数

二、方程组的情形

第五节隐函数的求导方法
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本节讨论 :

1) 方程在什么条件下才能确定隐函数 .
例如, 方程 02 =++ Cyx

当 C < 0 时, 能确定隐函数;
当 C > 0 时, 不能确定隐函数;

2) 在方程能确定隐函数时, 研究其连续性、可微性

及求导方法问题 .
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一、一个方程所确定的隐函数及其导数

定理1. 设函数 ),( 00 yxP),( yxF

;0),( 00 =yxF

则方程 ),(0),( 00 yxyxF 在点=

单值连续函数 y = f (x) , ,)( 00 xfy = 并有连续

y

x

F
F

x
y

−=
d
d

(隐函数求导公式)

定理证明从略，仅就求导公式推导如下：

① 具有连续的偏导数;

的某邻域内可唯一确定一个

在点 的某一邻域内满足

0),( 00 ≠yxFy

②

③

满足条件

导数
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0))(,( ≡xfxF

两边对 x 求导

0
d
d

≡
∂
∂

+
∂
∂

x
y

y
F

x
F

y

x

F
F

x
y

−=
d
d

0≠yF

,0),()( 所确定的隐函数为方程设 == yxFxfy

在 ),( 00 yx 的某邻域内

则
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解设F(x, y)=x2+y2−1, 
Fx=2x, Fy=2y, F(0, 1)=0, Fy(0, 1)=2≠0.

则

由隐函数存在定理, 方程x2+y2−1=0在点(0, 1)的某一邻域

内能唯一确定一个有连续导数、当x=0时y=1的隐函数

y=f(x). 

F
F

dx
dy

y

x−= 0
0
=

=xdx
dy ; y

x−= , 

例1 验证方程x2+y2−1=0在点(0, 1)的某一邻域内能唯

一确定一个有连续导数、当x=0时y=1的隐函数y=f(x), 并
求这函数的一阶与二阶导数在x=0的值. 

22

2

y
yxy

dx
yd ′−−= 1

0
2

2
−=

=xdx
yd .3

1
y

−= , 
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例2. 已知方程 01sin =−−+ yxey x 在点(0,0)某邻域

确定一个单值可导隐函数 ,)(xfy =

0d
d,0d

d
2

2

== xx
y

xx
y

解: 令 ,1sin),( −−+= yxeyyxF x

,yeF x
x −=

则

xyFy −= cos

求

x
y

d
d

y

x

F
F

−=
 

−=
xy −cos

yex −

0d
d

=xx
y

−= 1−=
xy −cos

yex −
0,0 == yx
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0d
d

2

2

=xx
y )

cos
(

d
d

xy
ye

x

x

−
−

−=

2)cos(
   

xy −
−=

3−=
1

0
0

−=′
=
=

y
y
x

)( yex ′− )(cos xy − )( yex −− )1sin( −′⋅− yy

1,0,0 −=′== yyx
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定理2 .若函数

),,( 000 zyxP
),,( zyxF

z

y

z

x
F
F

y
z

F
F

x
z −=

∂
∂−=

∂
∂ ,

的某邻域内具有连续偏导数 ,

则方程 0),,( =zyxF 在点 ),,( 000 zyx

并有连续偏导数

,),( 000 yxfz =定一个单值连续函数 z = f (x , y) , 

定理证明从略, 仅就求导公式推导如下:

满足

0),,( 000 =zyxF

0),,( 000 ≠zyxFz

① 在点

满足:

②

③

某一邻域内可唯一确
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0)),(,,( ≡yxfyxF
两边对 x 求偏导

xF

z

x
F
F

x
z

−=
∂
∂

z

y

F
F

y
z

−=
∂
∂

同样可得

( , ) ( , , ) 0 ,z f x y F x y z= =设 是方程 所确定的隐函数 则

zF+
x
z

∂
∂

0≡

0),,( 000 ≠zFzyx 的某邻域内在
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例3. 设 ,04222 =−++ zzyx
解法1 利用隐函数求导

0422 =
∂
∂

−
∂
∂

+
x
z

x
zzx

zx
z

−
=

∂
∂

2
  

2

2

z
x

x
z

−
=

∂
∂

2

+2 2)(2
x
z

∂
∂

2

2
2

x
zz

∂
∂

+ 04 2

2
=

∂
∂

−
x

z

2)(1
x
z

∂
∂

+

3

22

)2(
)2(

z
xz

−
+−

=

.2

2

x
z

∂
∂

求

再对 x 求导
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解法2 利用公式

设 zzyxzyxF 4),,( 222 −++=
则 ,2xFx =

z

x
F
F

x
z

−=
∂
∂

∴

两边对 x 求偏导

)
2

(2

2

z
x

xx
z

−∂
∂

=
∂
∂

2)2(

)2(

z
x
zxz

−
∂
∂

+−
= 3

22

)2(
)2(

z
xz

−
+−

=

2−
−=

z
x

z
x
−

=
2

42 −= zFz
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z

x

F
F

x
z

−=
∂
∂

    
−=

∂
∂

x
z

例4. 设F( x , y)具有连续偏导数, ,0),( =
z
y

z
xF

.dz求

解 法1 利用偏导数公式. 是由方程设 ),( yxfz =

0),( =
z
y

z
xF

    
−=

∂
∂

y
z

21

2
FyFx

Fz
′+′

′
=

21

1
FyFx

Fz
′+′

′
=

y
y
zx

x
zz ddd

∂
∂

+
∂
∂

=

zF 1
1 ⋅′

⋅′1F )( 2z
x− ⋅′+ 2F )( 2z

y−

zF 1
2 ⋅′

确定的隐函数,

)dd( 21
21

yFxF
FyFx

z ′+′
′+′

=

则

)()( 22 21 z
y

z
x FF −⋅′+−⋅′

已知方程

故
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对方程两边求微分:

⋅′1F

)dd(d 21
21

yFxF
FyFx

zz ′+′
′+′

=

)dd( 2z
zxxz −

z
z

FyFx d2
21 ′+′

z
yFxF dd 21 ′+′

=

解法2 微分法.

0),( =
z
y

z
xF

)dd( 2z
zyyz −

)(d
z
x

⋅′+ 2F 0)(d =
z
y

⋅′1F ⋅′+ 2F 0=
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二、方程组所确定的隐函数组及其导数

在一定条件下方程组F(x, y, u, v)=0, G(x, y, u, v)=0能
确定一对二元函数u=u(x, y), v=v(x, y).

例如, 方程xu-yv=0和yu+xv=1可以确定两个二元函数

事实上, 

能否根据原方程组求u=u(x, y), v=v(x, y)的偏导数？

22 yx
yu
+

= , 22 yx
xv
+

= . 

22 yx
y

y
xv

+
⋅= 22 yx

x
+

= . 

xu−yv=0 ⇒ u
y
xv= ⇒ 1=⋅+ u

y
xxyu ⇒ 22 yx

yu
+

= ,

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

隐函数存在定理3 设 ),,,( vuyxF ),,,( vuyxG 在

点 ),,,( 0000 vuyxP 的某一邻域内有对各个变量的连续

偏导数，且 0,),,,( 0000
=vuyxF ),,,( 0000 vuyxG 0=

且偏导数所组成的函数行列式（也称雅可比式）

vu

vu
GG
FF

vu
GFJ =

∂
∂

=
),(
),(

在点 ),,,(
0000

vuyxP 不等于零，则方程组

0),,,(,0),,,( == vuyxGvuyxF ),( 00 yx在点

的单值连续函数 ),,(,),( yxvvyxuu ==
且有偏导数公式 :

的某一邻域内可唯一确定一组满足条件 ,),( 000 yxuu =
),( 000 yxvv =
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),(
),(1

vx
GF

Jx
u

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

vy
GF

Jy
u

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

xu
GF

Jx
v

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

yu
GF

Jy
v

∂
∂

−=
∂
∂

定理证明略.
仅推导偏导
数公式如
下：

v

v

vu

vu G
F

GG
FF

1
−=

v

v

vu

vu G
F

GG
FF

1
−=

u

u

vu

vu G
F

GG
FF

1
−=

u

u

vu

vu G
F

GG
FF

1
−=

(P34-P35)
x

x

G
F

y

y

G
F

x

x

G
F

y

y

G
F
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⎩
⎨
⎧

≡
≡

0)),(),,(,,(
0)),(),,(,,(

yxvyxuyxG
yxvyxuyxF

,, 的线性方程组这是关于
x
v

x
u

∂
∂

∂
∂

⎩
⎨
⎧

=
=

0),,,(
0),,,(

vuyxG
vuyxF

有隐函数组 则

两边对 x 求导得

,
),(
),(

⎩
⎨
⎧

=
=

yxvv
yxuu

设方程组

,0≠=
vu

vu

GG
FF

J

在点P 的某邻域内

⎩
⎨
⎧ x

u
∂
∂

⋅
x
v

∂
∂

⋅

x
u

∂
∂

⋅
x
v

∂
∂

⋅

xF uF+ vF+ 0=

xG uG+ vG+ 0=

故得系数行列式
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⎩
⎨
⎧

=+
=+

222

111

cybxa
cybxa

解:

22

11

1

ba
ba

x =
22

11

bc
bc

22

11

ca
ca

22

11

1

ba
ba

y =

二元线性代数方程组解的公式
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同样可得

),(
),(1

vy
GF

Jy
u

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

vx
GF

Jx
u

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

xu
GF

Jx
v

∂
∂

−=
∂
∂

),(
),(1

yu
GF

Jy
v

∂
∂

−=
∂
∂
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例5. 设 ,1,0 =+=− vxuyvyux .,,,
y
v

x
v

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

解:

xy
yx

J
−

=

Jx
u 1

=
∂
∂

22 yx
vxuy

y
u

+
−

−=
∂
∂

方程组两边对 x 求导，并移项得

求

v
x
vx

x
uy −=

∂
∂

+
∂
∂

xv
yu

−
−−

22 yx
vyux

+
+

−=

vy
ux

−
−

Jx
v 1

=
∂
∂

22 yx
uyvx

+
−

−=

练习: 求
y
v

y
u

∂
∂

∂
∂ ,

u
x
vy

x
ux −=

∂
∂

−
∂
∂

022 ≠+= yx

22 yx
vyux

y
v

+
+

−=
∂
∂

答案:

由题设

故有
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例6.设函数 在点(u,v) 的某一),(,),( vuyyvuxx ==

0
),(
),(

≠
∂
∂

vu
yx

1) 证明函数组
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

vuyy
vuxx

( x, y) 的某一邻域内

.),(,),( yxvvyxuu ==

2) 求 ),(,),( yxvvyxuu ==

解: 1) 令 0),(),,,( =−≡ vuxxvuyxF

0),(),,,( =−≡ vuyyvuyxG

对 x , y 的偏导数.

在与点 (u, v) 对应的点

邻域内有连续的偏导数,且

唯一确定一组单值、连续且具有

连续偏导数的反函数

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

0),(),,,( =−≡ vuxxvuyxF

0),(),,,( =−≡ vuyyvuyxG

⎩
⎨
⎧

≡
≡

)),(),,((
)),(),,((

yxvyxuyy
yxvyxuxx

①式两边对 x 求导, 得

⋅
∂
∂

=
u
y0

x
v

∂
∂

x
u

∂
∂

=1
x
u

∂
∂

x
v

∂
∂

⋅
∂
∂

u
x ⋅

∂
∂

+
v
x

⋅
∂
∂

+
v
y

则有
),(
),(

vu
GFJ

∂
∂

= ,0
),(
),(

≠
∂
∂

=
vu
yx

由定理 3 可知结论 1) 成立.

2) 求反函数的偏导数. 

①

②
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⋅
∂
∂

=
u
y0

x
v

∂
∂

x
u

∂
∂

=1
x
u

∂
∂

x
v

∂
∂

⋅
∂
∂

u
x ⋅

∂
∂

+
v
x

⋅
∂
∂

+
v
y ②

,0≠J注意

v
y
v
x

J
∂
∂
∂
∂

0

1
1

=
∂
∂

x
u

=
∂
∂

x
v

,1
v
y

J ∂
∂

=

u
y

J ∂
∂

−=
1

0

1
1

u
y
u
x

J
∂
∂
∂
∂

从方程组②解得

同理, ①式两边对 y 求导, 可得

,1
v
x

Jy
u

∂
∂

−=
∂
∂

u
x

Jy
v

∂
∂

=
∂
∂ 1
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=′z
+xF yFy ′⋅ 0=′⋅+ zFz

⋅′⋅+ fx )1( y′+

例6. 设 )(,)( xzzxyy == 是由方程 )( yxfxz += 和

0),,( =zyxF 所确定的函数 , 求 .d
d

x
z

解 分别在各方程两端对 x 求导, 得
f fxfzyfx ′+=′+′⋅′−

xzy FzFyF −=′⋅+′⋅

)0( ≠⋅′+ zy FfxF
zy

xy

FfxF
FfxFfxf

⋅′+

⋅′−′+
=

)(
=∴

x
z

d
d

 
1

 
zy FF

fx ′−
xy FF
fxffx

−

′+′−

(99考研)
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作业：p-89 习题9-5
2, 3 ,  6， 7 ,  8 ,   10(1); (2)

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

第六节 多元函数微分学的几何应用

二、空间曲线的切线与法平面

一、一元向量值函数及其导数

三、曲面的切平面与法线

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

一、一元向量值函数及其导数
引例: 已知空间曲线 Γ 的参数方程:
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Γ 的向量方程 ],[),( βα∈= ttfr
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对Γ 上的动点M , 即Γ 是

此方程确定映射 3R],[: →βαf ,称此映射为一元向量

，显然 OMr = r 的终点M
的轨迹 , 此轨迹称为向量值函数的终端曲线 .

值函数. 

要用向量值函数研究曲线的连续性和光滑性，就需要引进向
量值函数的极限、连续和导数的概念.
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定义: 给定数集 D ⊂ R , 称映射 nDf R→: 为一元向量

值函数（简称向量值函数）, 记为

Dttfr ∈= ),(
定义域

自变量因变量

向量值函数的极限、连续和导数都与各分量的极限、

连续和导数密切相关,
进行讨论.

1 2 3( ) ( ( ), ( ), ( )), ,f t f t f t f t t D= ∈设 则

极限：

连续：

导数：

严格定义见P90
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因此下面仅以 n = 3 的情形为代表
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向量值函数的导数运算法则: (P91)

设 vu, 是可导向量值函数, 
)(tϕ 是可导函数, 则

OCt =d
d)1( )()]([)2( d

d tuctuct ′=

)()()]()([)3( d
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C 是常向量, c 是任一常数,
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d
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向量值函数导数的几何意义:
在 R3中, 设 Dttfr ∈= ),( 的终端曲线为Γ , 
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表示终端曲线在t0处的

切向量,其指向与t 的增长方

向一致.
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向量值函数导数的物理意义:

设 )(tfr = 表示质点沿光滑曲线运动的位置向量, 则有
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4
π

tfktjtittf
t→

++= 求例1. 设

速度向量：

加速度向量：

解： ktjtittf
tttt 4

π
4
π

4
π

4
π

lim)sinlim()coslim()(lim
→→→→

++=

kji
4
π

2
2

2
2

++= ))(( 4
πf=

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

例2. 设空间曲线Γ 的向量方程为

求曲线Γ 上对应于

解:

20 =t
)62,34,1()( 22 tttttfr −−+==

R,,, ∈−=′ ttttf )6442()(

的点处的单位切向量.
R, ∈t
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(2) (4, 4, 2)f ′ =

其方向与 t 的增长方向一致

另一与 t 的增长方向相反的单位切向量为 )
3
1,

3
2,

3
2( −−−
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例3. 一人悬挂在滑翔机上, 受快速上升气流影响作螺

求旋式上升, 其位置向量为 ),,sin3,cos3( 2tttr =
(1) 滑翔机在任意时刻 t 的速度向量与加速度向量;
(2) 滑翔机在任意时刻 t 的速率;
(3) 滑翔机的加速度与速度正交的时刻.

解: (1)
)2,sin3,cos3( ttva −−=′=

)2,cos3,3sin()( ttttrv −=′=

222 )2()cos3()sin3()()2( ttttr +−+−=′ 249 t+=

0=⋅ av(3) 由 即 ,04sincos9cossin9 =+− ttttt

,0=t得 即仅在开始时刻滑翔机的加速度与速度正交.
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二、空间曲线的切线与法平面

过点 M 与切线垂直的平面称为曲线在该点的法平面.

Γ
T

M
Π

置.
空间光滑曲线在点 M 处的切线为此点处割线的极限位

))(),(),(()( ttttf ωψϕΓ =：

给定光滑曲线

Γ 在

))(),(),(()( ttttf ωψϕ ′′′=′

点法式可建立曲线的法平面方程
利用

时，不同时为，，则当 0ωψϕ ′′′
点M (x, y, z) 处的切向量及法平面的

法向量均为

点向式可建立曲线的切线方程
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1. 曲线方程为参数方程的情况

],[),(,)(,)( βαωψϕΓ ∈=== ttztytx：

因此曲线 Γ 在点 M 处的
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,),,( 0000 ttzyxM =对应上的点设Γ

则Γ 在点M 的导向量为
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法平面方程
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给定光滑曲线

为0, 

切线方程
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例4. 求圆柱螺旋线 ϕϕϕ kzRyRx === ,sin,cos

2
πϕ = 对应点处的切线方程和法平面方程.

,2 时当 πϕ =

切线方程 =
− R
x

法平面方程 xR−

02
2 =+− kzkxR π

即
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解: 由于 ,sinϕRx −=′

0
Ry −

k
kz 2

π−
=
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),,0( 20 kRM π对应的切向量为

0)( 2 =−+ kzk π

在

),0,( kRT −= , 故
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讨论:
1. 若曲线的方程为y=ϕ(x), z=ψ(x), 则切向量T=? 

提示:

1. 曲线的参数方程可视为: x=x, y=ϕ(x), z=ψ(x),
切向量为T =(1, ϕ′(x), ψ′(x)). 

曲线x=ϕ(t), y=ψ(t), z=ω(t)在t=t0所对应的点M0的切向

量为T=(ϕ′(t0), ψ′(t0), ω′(t0)). 

2. 若曲线的方程为F(x, y, z)=0, G(x, y, z)=0, 则切向量

T=? 

2. 两方程可确定两个隐函数: y=ϕ(x), z=ψ(x).  
切向量为T =(1, ϕ′(x), ψ′(x)), 而ϕ′(x), ψ′(x)要通过解方程

组得到. 
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例2. 求曲线 0,6222 =++=++ zyxzyx 在点

M ( 1,–2, 1) 处的切线方程与法平面方程. 
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切线方程
121 −

=
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法平面方程 0)1()1()2(0)1(1 =−⋅−++⋅+−⋅ zyx
即 0=− zx

点 M (1,–2, 1) 处的切向量

0 1−1

)1,0,1( −=T
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0),,(: =Σ zyxF
二、曲面的切平面与法线

设 有光滑曲面

通过其上定点 ),,( 000 zyxM

0tt =设 对应点 M,
)(,)(,)( 000 ttt ωψϕ ′′′

切线方程为
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不全为0 . 则 Γ 在

,)(,)(,)(: tztytx ωψϕ ===Γ 且

点 M 的切向量为

任意引一条光滑曲线

M
Γ

T

下面证明:
此平面称为 ∑ 在该点的切平面.

∑ 上过点 M 的任何曲线在该点的切线都

在同一平面上. 

))(,)(,)(( 000 tttT ωψϕ ′′′=
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令

nT ⊥切向量

由于曲线 Γ 的任意性 , 表明这些切线都在以 为法向量n
的平面上 , 从而切平面存在 .

n
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)(),,( 0000 xxzyxFx −

曲面 ∑ 在点 M 的法向量

法线方程
      000 zzyyxx −

=
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)(),,( 0000 yyzyxFy −+

0))(,,( 0000 =−+ zzzyxFz

切平面方程
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山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

)(),( 000 xxyxfx −

曲面

时, ),( yxfz =
zyxfzyxF −= ),(),,(

则在点 ),,,( zyx

故当函数 ),( yxf ),( 00 yx
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法线方程

,yy fF = 1−=zF

令

有在点 ),,( 000 zyxΣ

特别, 当光滑曲面∑ 的方程为显式

在点 有连续偏导数时, 

)(),( 000 yyyxf y −+=− 0zz

,xx fF =

切平面方程
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γβα ,,

法向量

用
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yx ff ++
=γ

将 ),(,),( 0000 yxfyxf yx ,, yx ff

法向量的方向余弦：

表示法向量的方向角, 并假定法向量方向

.为锐角则γ

分别记为 则
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例3. 求椭球面 3632 222 =++ zyx 在点(1 , 2 , 3) 处的切

平面及法线方程. 
解: 3632),,( 222 −++= zyxzyxF

所以球面在点 (1 , 2 , 3) 处有:

切平面方程 )1(2 −x

03694 =−++ zyx即

法线方程
321 −

=
−

=
− zyx

)2(8 −+ y 0)3(18 =−+ z

1 4 9

法向量

令

)6,4,2( zyxn =

)18,8,2()3,2,1( =n
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例4. 确定正数σ 使曲面 σ=zyx 222 zyx ++
在点 ),,( 000 zyxM

解: 二曲面在 M 点的法向量分别为

二曲面在点 M 相切, 故
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2
2

0
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0
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0
azyx ===故

于是有 000 zyx=σ

2a= 相切.
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=

与球面

,),,( 0000001 yxzxzyn = ),,( 0002 zyxn =

21 // nn , 因此有

2
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2
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例5. 求曲线
⎩
⎨
⎧

=−+−
=−++
04532

03222

zyx
xzyx

在点(1,1,1) 的切线

解: 点 (1,1,1) 处两曲面的法向量为

)2,2,1(−=

因此切线的方向向量为 )1,9,16( −=

由此得切线:
111 −

=
−

=
− zyx

16 9 1−
法平面: 0)1()1(9)1(16 =−−−+− zyx

024916 =−−+ zyx即

与法平面.

)1,1,1(1 )2,2,32( zyxn −=

)5,3,2(2 −=n

21 nnl ×=
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作业：p-100 习题9-6

3，4，5，8,10
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一、方向导数

二、梯度

第七节 方向导数与梯度
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一、方向导数
讨论函数z=f(x,y) 在一点P沿某一方向的变化率

问题．

设函数z=f(x, y)在点P0(x0, y0)的某一邻域U(P0)内有定

义, l是xOy平面上以P0(x0, y0)为始点的一条射线, 与l同方

向的单位向量为el=(cosα, cosβ).
取P(x0+tcosα, y0+tcosβ)∈U(P0), 如果极限

t
yxftytxf

t

),()cos ,cos(lim 0000
0

−++
+→

βα

存在, 则称此极限为函数f(x, y)在点P0

沿方向l的方向导数, 记为
),( 00 yxl

f
∂
∂ . 

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂
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0
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z z
l t→

∂ Δ
=

∂

P´

P

z = f (x,y)

0x
0y

0 0 0 0

0

( , ) ( , )lim
t

f x x y y f x y
t→

+ Δ + Δ −
=

Q0

( ) ( )lim
t

f P f P
t→

′ −
=

M

是曲面在

点P处沿方向l 的变化率，

即半切线

Pl
z

∂
∂

MN

方向导数

.

方向导数的几何意义

的斜率

N
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),( 00 yxl
f

∂
∂

t
yxftytxf

t

),()cos ,cos(lim 0000
0

−++=
+→

βα . 

方向导数

方向导数就是函数f(x, y)在点P0(x0, y0)处沿方向l的
变化率.

思考: 函数f(x, y)在点P沿x轴正向和负向, 沿y轴正向和负

向的方向导数如何? 

沿x轴正向时, cosα=1, cosβ=0

0 0

0 0 0 0

0( , )

( , ) ( , )lim
tx y

f x t y f x yf
l t+→

+ −∂
=

∂ 0 0( , )x y

f
x

∂
=

∂

沿x轴反向时, cosα=−1, cosβ=0
0 0 0 0( , ) ( , )x y x y

f f
l x

∂ ∂
= −

∂ ∂
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定理 如果函数z=f(x, y)在点P0(x0, y0)可微分, 那么函数

在该点沿任一方向l (el=(cosα, cosβ))的方向导数都存在, 
且有

βα cos),(cos),( 0000
),( 00

yxfyxf
l
f

yx
yx

+=
∂
∂ .

证明:由于函数可微，则增量可表示为
2 2

0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( ) ( ) )x yf x x y y f x y f x y x f x y y o x y+Δ +Δ − = Δ + Δ + Δ + Δ

但点 0 0( , )x x y y+Δ +Δ 在以(x0,y0)为始点的射线l上,故有

2 2cos , cos , ( ) ( )x t y t x y tα βΔ = Δ = Δ + Δ = ,所以

),( 00 yxl
f

∂
∂

t
yxftytxf

t

),()cos ,cos(lim 0000
0

−++=
+→

βα . 

0 0 0 0( , )cos ( , )cos .x yf x y f x yα β= +
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例1 求函数z=xe2y在点P(1, 0)处沿从点P到点Q(2, −1)
的方向的方向导数. 

解

所以所求方向导数为

函数f(x, y)在点P0沿方向l (el=(cosα, cosβ))的方向导数:

βα cos),(cos),( 0000
),( 00

yxfyxf
l
f

yx
yx

+=
∂
∂ .

→
)1 ,1( −=PQ , 

因为函数可微分, 且

)0,1(∂
∂
x
z

)0,1(∂
∂

l
z

与 l 同向的单位向量为 )
2

1 ,
2

1( −=le . 

)0,1(
2= ye 1= , 

)0,1(∂
∂
y
z 2

)0,1(
2= yxe 2= ,

)
2

1(2
2

11 −⋅+⋅=
2
2−= . 
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例2. 求函数 在点P(2, 3)沿曲线223 yyxz −= 12 −= xy

朝 x 增大方向的方向导数.
解:将已知曲线用参数方程表示为

2)2,1( =xx

⎢⎣
⎡=

∂
∂

Pl
z

它在点 P 的切向量为

,
17
1cos =∴ α

17
60

=

xo

y

2

P

⎩
⎨
⎧

−=
=

1
 
2xy

xx

17
16 ⋅xy

17
4)23( 2 ⋅−+ yx )3,2(⎥⎦

⎤

)4,1(=

17
4cos =β

1−

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

l

),,( zyxP

定义: 若函数 ),,( zyxf

ρρ

fΔ
→0

lim

则称
l
f

∂
∂

l
f

∂
∂

⎜
⎝
⎛

ρ

,)()()( 222 zyx Δ+Δ+Δ=ρ
,cosαρ=Δx ,cos βρ=Δy γρ cos=Δz

⎟
⎠
⎞

为函数在点 P 处沿方向 l 的方向导数.

ρρ

),,(),,(lim
0

zyxfzzyyxxf −Δ+Δ+Δ+
=

→

在点 ),,( zyxP 处

沿方向 l (方向角为 γβα ,, ) 存在下列极限: 
P′

=
记作

对于三元函数f(x,y,z),类似的有
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,),,(),,( 处可微在点若函数 zyxPzyxf定理:
则函数在该点沿任意方向 l 的方向导数存在 ,

γβα coscoscos
z
f

y
f

x
f

l
f

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

.,, 的方向角为其中 lγβα

且有
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例3. 设 是曲面n 在点 P(1, 1, 1 )处

指向外侧的法向量,

解:
方向余弦为 ,

14
2cos =α ,

14
3cos =β

14
1cos =γ

而
Px

u
∂
∂

,
14
8

=
∂
∂

Py
u

14−=
∂
∂

Pz
u

=
∂
∂

∴
Pn

u

同理得

)1,3,2(2=

632 222 =++ zyx

方向 的方向导数.

Pzyx )2,6,4(

14
6

=

7
11

=( )1143826
14
1

×−×+×

Pyxz
x

22 86
6

+
=

z
yxu

22 86 +
= 在点P 处沿求函数

=n
n
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二、梯度

设函数z=f(x, y)在平面区域D内具有一阶连续偏导数, 

则对于每一点P0(x0, y0)∈D, 都可确定一个向量

fx(x0, y0)i+fy(x0, y0)j,

这向量称为函数f(x, y)在点P0(x0, y0)的梯度(gradient),

记作gradf(x0, y0),或者 0 0( , )f x y∇ 即

0 0 0 0( , ) ( , )gradf x y f x y= ∇ 0 0 0 0( , ) ( , )x yf x y i f x y j= +
G G

其中 i j
x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂

G G
称为（二维）向量微分算子或

Nabla算子，
f ff i j
x y

∂ ∂
∇ = +

∂ ∂

G G
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如果函数f(x, y)在点P0(x0, y0)可微分, el=(cosα, cosβ)
是与方向l同方向的单位向量, 则

),( 00 yxl
f

∂
∂ βα cos),(cos),( 0000 yxfyxf yx += , 

=gradf(x0, y0)⋅el=|gradf(x0, y0)|⋅cos(gradf(x0, y0),^el).

可以看出方向导数就是梯度在射线l上的投影, 当
方向l与梯度的方向一致时, 方向导数取得最大值. 所以

沿梯度方向是函数f(x, y)在这点增长最快的方向. 

函数在一点的梯度是这样一个向量, 它的方向与取

得最大方向导数的方向一致, 而它的模为方向导数的最

大值.
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函数在一点的梯度垂直于该点等值面(或等值线) ,

面上的投在曲线 xoyCz
yxfz

⎩⎨
⎧

=
= ),(

CyxfL =),(:*影 称为函数 f 的等值线 . 

,, 不同时为零设 yx ff 则L*上点P 处的法向量为

Pyx ff ),( Pfgrad=

o

y

x
1cf =

2cf =
3cf =

)( 321 ccc <<设

P
同样, 对应函数 ,),,( zyxfu =

有等值面(等量面) ,),,( Czyxf =

当各偏导数不同时为零时, 其上

点P处的法向量为 .grad Pf

,),( yxfz =对函数

指向函数增大的方向.

梯度的几何意义

举例
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等高线图举例

-2

-1

0

1

2 -2

-1

0

1

2

0
0.5

1

1.5
2

-2

-1

0

1

2

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

22122 )2( yxeyxz −−+=

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

这是利用数学软件Mathematica
绘制的曲面及其等高线图, 带
阴影的等高线图中, 亮度越大
对应曲面上点的位置越高

等高线图

带阴影的等高线图
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因为 222 )(
2

yx
x

x
f

+
−=

∂
∂ , 

 解

于是 grad f(1, −1, 2)

例5 设f(x, y, z)=x2+y2+z2, 求grad f(1, −1, 2).

解 grad f=(fx, fy, fz) =(2x, 2y, 2z),

=(2, −2, 4).

这里 22
1),(

yx
yxf

+
= . 

222 )(
2

yx
y

y
f

+
−=

∂
∂ , 

所以 22
1 

yx +
grad ji 222222 )(

2
)(

2
yx
y

yx
x

+
−

+
−= .

例 4 求 22
1

yx +
grad .
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例6 设
2 2

0
1( , ) ( ), (1,1)
2

f x y x y P= + 求

(1) f(x, y)在P0 处增加最快的方向以及f(x, y)沿这个方

向的方向导数
(2) f(x, y)在P0 处减少最快的方向以及f(x, y)沿这个方

向的方向导数

(3) f(x, y)在P0 处变化率为零的方向。

解(1) f(x, y)在P0 处沿 方向增加最快。(1,1)f∇

(1,1)f∇ (1,1)( ) |xi yj= +
G G

i j= +
G G

所求的方向
(1,1)

| (1,1) |
fn
f

∇
=

∇
G 1 1 ,

2 2
i j= +
G G

方向导数
(1,1)

z
n

∂
∂

| (1,1) |f= ∇ 2.=
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解(2) f(x, y)在P0 处沿 方向减少最快。(1,1)f−∇

所求的方向 1n n= −
G G 1 1 ,

2 2
i j= − −
G G

方向导数
1 (1,1)

z
n

∂
∂

| (1,1) |f= − ∇ 2.= −

(3) f(x, y)在P0 处沿垂直于 方向变化率为零。(1,1)f∇

所求的方向 2nG
1 1 ,
2 2

i j= − +
G G

或 3nG
1 1 ,
2 2

i j= −
G G
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三 数量场与向量场

如果对于空间区域G内的任一点M, 都有一个确定的

数量f(M), 则称在这空间区域G内确定了一个数量场. 
如果对于空间区域G内的任一点M, 都有一个确定的

向量F(M), 则称在这空间区域G内确定了一个向量场. 
一个数量场可用一个数量函数f(M)来确定. 

一个向量场可用一个向量函数F(M)来确定, 而
F(M)=P(M)i+Q(M)j+R(M)k, 

其中P(M), Q(M), R(M)是点M的数量函数. 
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势与势场

向量函数gradf(M)确定了一个向量场(梯度场), 它是

由数量场f(M)产生的. 通常称函数f(M)为这个向量场的势,
而这个向量场又称为势场. 

必须注意, 任意一个向量场不一定是势场, 因为它不

一定是某个数量函数的梯度场.

三 数量场与向量场

如果对于空间区域G内的任一点M, 都有一个确定的

数量f(M), 则称在这空间区域G内确定了一个数量场. 
如果对于空间区域G内的任一点M, 都有一个确定的

向量F(M), 则称在这空间区域G内确定了一个向量场. 
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222 zyxr ++= 为原点 O 与点 M(x, y, z)间的距离. 

 解 )(
r
m

x∂
∂

同理 3)(
r
my

r
m

y
−=

∂
∂ , 3)(

r
mz

r
m

z
−=

∂
∂ . 

从而 
r
mgrad

 记 kjie
r
z

r
y

r
x

r ++= , 

rr
m

r
m e2−=grad . 

32 r
mx

x
r

r
m −=

∂
∂−= , 

)(2 kji
r
z

r
y

r
x

r
m ++−= .

它是与
→

OM 同方向的单位向量, 则 

例 6 试求数量场 r
m

所产生的梯度场, 其中常数 m>0,
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作业：p-108 习题9-7

2，3，6，7，8
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备用题 1. 函数 )ln( 222 zyxu ++= 在点 )2,2,1( −M

处的梯度 =Mugrad

)2,2,1(
,,grad

−
⎟
⎠
⎞

∂
∂

∂
∂

∂
∂

⎜
⎝
⎛=

z
u

y
u

x
uu M解:

,222 zyxr ++=令 则 =
∂
∂

x
u

2
1
r

x2⋅

注意 x , y , z 具有轮换对称性

)2,2,1(222
2,2,2

−
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=

r
z

r
y

r
x )2,2,1(

9
2

−=

)2,2,1(
9
2

− (92考研)
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指向 B( 3, －2 , 2) 方向的方向导数是 .

在点A( 1 , 0 , 1) 处沿点A

xd
d

2. 函数 )ln( 22 zyxu ++=

提示:

⎟
⎠
⎞−⎜

⎝
⎛=

3
1,

3
2,

3
2
则

}cos,cos,{cos γβα=

=
∂
∂

Ax
u )1ln( +x

1=x
,

2
1

=

yd
 d

=
∂
∂

Ay
u )11ln( 2 ++ y

0=y
,0=

(96考研)
,)1,2,2( −=AB

0ABl =

2
1

2
1

=
∂
∂

Az
u

γβα coscoscos
z
u

y
u

x
u

l
u

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂∴

2
1=
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一、多元函数的极值及最大值、最小值

二、条件极值 拉格朗日乘数法

第八节多元函数的极值及其求法
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一、多元函数的极值及最大值、最小值

定义 设函数z=f(x, y)在点(x0, y0)的某个邻域内有定

义, 如果对于该邻域内任何异于(x0, y0)的点(x, y), 都有

f(x, y)<f(x0, y0)(或f(x, y)>f(x0, y0)),
则称函数在点(x0, y0)有极大值(或极小值)f(x0, y0).

极大值、极小值统称为极值 ,使函数取得极值的点称

为极值点.
例如 :

在点 (0,0) 有极小值;

在点 (0,0) 有极大值;
在点 (0,0) 无极值.

22 43 yxz +=
2 2z x y= − +

yxz =
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注 1. 使偏导数都为 0 的点称为驻点 .但驻点不一
定是极值点.
如,

定理1 (必要条件) 函数

偏导数,

证:

据一元函数极值的必要条件可知定理结论成立.

0),(,0),( 0000 =′=′ yxfyxf yx

取得极值 ,

取得极值

取得极值

有驻点( 0, 0 ), 但在该点不取极值.

且在该点取得极值 , 则有

),(),( 00 yxyxfz 在点= 存在

),(),( 00 yxyxfz 在点因 =

在),( 0yxfz = 0xx =

故

在),( 0 yxfz = 0yy =

yxz =
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2. 从几何上看, 这时如果曲面z=f(x, y)在极值点

(x0, y0, z0)处有切平面, 则切平面

z−z0=fx(x0, y0)(x−x0)+ fy(x0, y0)(y−y0)
成为平行于xOy坐标面的平面z=z0.

类似地可推得, 如果三元函数u=f (x, y, z)在点

(x0, y0, z0)具有偏导数, 则它在点(x0, y0, z0)具有极值的

必要条件为

fx(x0, y0, z0)=0, fy(x0, y0, z0)=0, fz(x0, y0, z0)=0.
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时, 具有极值

定理2 (充分条件)
的某邻域内具有一阶和二阶连续偏导数, 且

令

则: 1) 当
A<0 时取极大值;
A>0 时取极小值.

2) 当
3) 当

证明见 第九节.

时, 没有极值.

时, 不能确定 , 需另行讨论.

若函数 的在点 ),(),( 00 yxyxfz =

0),(,0),( 0000 == yxfyxf yx

),(,),(,),( 000000 yxfCyxfByxfA yyyxxx ===

02 >− BAC

02 <− BAC

02 =− BAC
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,0),( =yxfx 0),( =yxf y

求函数 ),( yxfz = 极值的一般步骤：

第一步 解方程组

求出实数解，得所有驻点.

第二步 对于每一个驻点(x0, y0), 

求出二阶偏导数的值A、B 、C.

第三步 定出AC−B2的符号，再判定是否是极值.
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例1. 求函数

解: 第一步 求驻点.

得驻点: (1, 0) ,  (1, 2) , (–3, 0) ,  (–3, 2) .

第二步 判别.

在点(1,0) 处

为极小值;

解方程组

A

B C

=),( yxf x 0963 2 =−+ xx
=),( yxf y 063 2 =+− yy

的极值.

求二阶偏导数

,66),( += xyxf xx ,0),( =yxf yx 66),( +−= yyxf yy

,12=A ,0=B ,6=C
,06122 >×=− BAC

5)0,1( −=∴ f

,0>A

xyxyxyxf 933),( 2233 −++−=
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在点(−3,0) 处

不是极值;

在点(−3,2) 处

为极大值.

,66),( += xyxf xx ,0),( =yxf yx 66),( +−= yyxf yy

,12−=A ,0=B ,6=C

,06122 <×−=− BAC )0,3(−∴ f

6,0,12 −==−= CBA

31)2,3( =−∴ f

,0)6(122 >−×−=− BAC ,0<A

在点(1,2) 处
不是极值;

6,0,12 −=== CBA
)2,1(f∴,0)6(122 <−×=− BAC

A B C
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例2.讨论函数 及

是否取得极值.
解: 显然 (0,0) 都是它们的驻点 ,

在(0,0)点邻域内的取值

, 因此 z(0,0) 不是极值.

因此

,022 时当 ≠+ yx 222 )( yxz += 0)0,0( => z

为极小值.

正

负

0

33 yxz += 222 )( yxz += 在点(0,0)

x y

z

o

并且在 (0,0) 都有

02 =− BAC
33 yxz +=

可能为

0)()0,0( )0,0(
222 =+= yxz



山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

注

不是驻点也可能是极值点. 

因此, 在考虑函数的极值问题时,
除了考虑函数的驻点外, 如果有偏导

数不存在的点, 那么对这些点也应当

考虑. 

但(0, 0)不是函数的驻点.

 例如, 函数 22 yxz +−= 在点(0, 0)处有极大值,  

与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来

求函数的最大值和最小值.

多元函数的最值
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最值应用问题

函数 f 在闭域上连续

函数 f 在闭域上可达到最值

最值可疑点
⎩
⎨
⎧ 驻点

边界上的最值点

特别, 当区域内部最值存在, 且只有一个极值点P 时, 

)(Pf 为极小 值 )(Pf 为最小 值(大) (大)

依据
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例3 某厂要用铁板做成一个体积为8m3的有盖长方体

水箱. 问当长、宽、高各取多少时, 才能使用料最省.
解

)0 ,0( )88(2)88(2 >>++=⋅+⋅+= yx
yx

xy
xy

x
xy

yxyA .

令 0)8(2 2 =−=
x

yAx , 0)8(2 2 =−=
y

xAy , 得 x=2, y=2. 

根据题意可知, 水箱所用材料面积的最小值一定存

在, 并在开区域D={(x, y)|x>0, y>0}内取得. 又因为函数在

D内只有一个驻点(2, 2), 所以此驻点一定是A的最小值点.

设水箱的长为x m, 宽为y m, 则所用材料的面积为

因此当水箱的长、宽、高各为2m时,水箱所用的材料最省.
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例4. 有一宽为 24cm 的长方形铁板 , 把它折起来做成

解: 设折起来的边长为 x cm, 则断面面积

x
24

一个断面为等腰梯形的水槽,

倾角为α ,

=A αcos2224 xx +− x224 −+(
2
1

αsin) x⋅

αααα sincossin2sin24 22 xxx +−=

x224 −
α x

积最大. 

)0,120:( 2
πα <<<< xD

为

问怎样折法才能使断面面
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αcos24x αcos2 2x− 0)sin(cos 222 =−+ ααx
令

=xA αsin24 αsin4x− 0cossin2 =+ ααx
=αA

解得:

由题意知,最大值在定义域D 内达到, 而在域D 内只有

一个驻点, 故此点即为所求.

,0sin ≠α 0≠x

αααα sincossin2sin24 22 xxxA +−=
)0,120:( 2

πα <<<< xD

0cos212 =+− αxx
0)sin(coscos2cos24 22 =−+− αααα xx

(cm)8,60
3

=== xDπα
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极值问题
无条件极值:

条 件 极 值 :

条件极值的求法: 
方法1 代入法.

求一元函数 的无条件极值问题

对自变量只有定义域限制

对自变量除定义域限制外,
还有其它条件限制

例如 ,

转
化

,0),( 下在条件 =yxϕ 的极值求函数 ),( yxfz =

)(0),( xyyx ψϕ == 中解出从条件

))(,( xxfz ψ=

二、条件极值 拉格朗日乘数法
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,0),( 下在条件 =yxϕ
方法2 拉格朗日乘数法.

如方法 1 所述 ,

则问题等价于一元函数

可确定隐函数

的极值问题,
极值点必满足

设

记

.),( 的极值求函数 yxfz =

0),( =yxϕ ,)(xy ψ=

))(,( xxfz ψ=

例如,

故

0
d
d

d
d

=+=
x
yff

x
z

yx

,
d
d

y

x
x
y

ϕ
ϕ

−=因 0=−
y

x
yx ff

ϕ
ϕ

y

y

x

x ff
ϕϕ

=

故有

λ−=
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引入辅助函数

辅助函数F 称为拉格朗日( Lagrange )函数.

0=+= xxx fF ϕλ
0=+= yyy fF ϕλ

0== ϕλF

利用拉格

极值点必满足

0=+ xxf ϕλ
0=+ yyf ϕλ

0),( =yxϕ

则极值点满足:

朗日函数求极值的方法称为拉格朗日乘数法.

),(),( yxyxfF ϕλ+=
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推广
拉格朗日乘数法可推广到多个自变量和多
个约束条件的情形. 

设

解方程组

可得到条件极值的可疑点 . 

例如, 求函数

下的极值.

在条件),,( zyxfu = ,0),,( =zyxϕ
0),,( =zyxψ

),,(),,(),,( 21 zyxzyxzyxfF ψλϕλ ++=

021 =++= xxxx fF ψλϕλ
021 =++= yyyy fF ψλϕλ

021 =++= zzzz fF ψλϕλ
0

1
== ϕλF

0
1

==ψλF
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例5. 要设计一个容量为 0V

则问题为求x , y ,

令

解方程组

解: 设 x , y , z 分别表示长、宽、高,

下水箱表面积

最小.
z 使在条件

=xF 02 =++ zyyz λ

=yF 02 =++ zxxz λ

=zF 0)(2 =++ yxyx λ
=λF 00 =−Vzyx

水箱长、宽、高等于多少时所用材料最省？

的长方体开口水箱, 试问

0Vzyx = yxzyzxS ++= )(2

)()(2 0VzyxyxzyzxF −+++= λ

x
y

z
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得唯一驻点 ,22 3
0Vzyx === 3 02

4
V

−=λ

由题意可知合理的设计是存在的,

长、宽为高的 2 倍时，所用材料最省.

因此,当高为 ,3
4
0V

x
y

z
思考:

1) 当水箱封闭时, 长、宽、高的尺寸如何?

提示: 利用对称性可知, 3
0Vzyx ===

2) 当开口水箱底部的造价为侧面的二倍时, 欲使造价

最省, 应如何设拉格朗日函数? 长、宽、高尺寸如何? 

提示: )()(2 0VzyxyxzyzxF −+++= λ2
长、宽、高尺寸相等 .
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例6. 设某电视机厂生产一台电视机的成本为c, 每台电

电视机的销售价格为p, 销售量为x, 假设该厂的生产处于

平衡状态, 即生产量等于销售量. 根据市场预测, x 与p 满
足关系:

( 0, 0)e apx M M a−= > >

其中M是最大市场需求量, a是价格系数.又据对生产环节

的分析, 预测每台电视机的生产成本满足:
)1,0(ln0 >>−= xkxkcc

其中c0是生产一台电视机的成本, k是规模系数. 问应如何

确定每台电视机的售价 p , 才能使该厂获得最大利润？

解: 生产x台获得利润 xcpu )( −=

①

②

问题化为在条件①, ②下求 xcpu )( −= 的最大值点.
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)0,0( >>= − aMMex pa

)1,0(ln0 >>−= xkxkcc
xcpu )( −=

①

②

作拉格朗日函数

+−= xcpcpxL )(),,( ( )e apx Mλ −− + )ln( 0 xkcc +−μ

令 0)( =++−=
x

kcpLx
μλ

0e ap
pL x aMλ −= + =

0=+−= μxLc

③

④

⑤

将①代入④得 ,1
a−=λ 由⑤得 1=x

μ

将以上结果及①, ②代入③, 得

解得 ka
kMkc

pp a
−

−+−
==

1
ln 1

0*

因问题本身最优价格必定存在, 故此 p* 即为所求.

01)(ln0 =+−−+− k
a

paMkcp
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已知平面上两定点 A( 1 , 3 ), B( 4 , 2 ),

试在椭圆 圆周上求一点 C, 使

△ABC 面积 S△最大.

解答提示:
C

B
A

o

y

xE

D设 C 点坐标为 (x , y),

思考与练习

   
2
1

=
031
013

−−
−

yx

kji
GGG

)103,0,0(
2
1

−+= yx

)0,0(1
49

22
>>=+ yxyx

则 ACABS ×=Δ 2
1

103
2
1

−+= yx
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设拉格朗日函数

解方程组

得驻点 对应面积

而 比较可知, 点 C 与 E 重合时, 三角形

面积最大.

)
49

1()103(
22

2 yxyxF −−+−+= λ

0
9

2)103(2 =−−+ xyx λ

0
4

2)103(6 =−−+ yyx λ

0
49

1
22

=−−
yx

646.1≈S,
5

4,
5

3
== yx

,5.3,2 == CD SS
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作业：p-118 习题9-8

2, 3,   4,  7,  8,   9 
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第九章 习题课

主要内容

典型例题
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平面点集
和区域

平面点集
和区域

多元函数
的极限

多元函数
的极限

多元函数
连续的概念

多元函数
连续的概念

极 限 运 算极 限 运 算

多元连续函数
的性质

多元连续函数
的性质

多元函数概念多元函数概念

一、主要内容
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全微分
的应用

全微分
的应用

高阶偏导数高阶偏导数

隐函数
求导法则

隐函数
求导法则

复合函数
求导法则

复合函数
求导法则

全微分形式
的不变性

全微分形式
的不变性

微分法在
几何上的应用

微分法在
几何上的应用

方向导数方向导数

多元函数的极值多元函数的极值

全微分
概念

全微分
概念

偏导数
概念

偏导数
概念
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多元函数连续、可导、可微的关系

函数可微

函数连续

偏导数连续

函数可导
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二、典型例题

例1. 讨论二重极限
yx

yx

y
x +

→
→

0
0

lim 是否存在。

解：令 ,xky = 0
1

lim
0

=
+

=
→ k

kx
x

原式

沿曲线趋于原点的情况. 时例如 xxy −= 2

1lim 2

23

0
−=

−
=

→ x
xx

x
原式

二重极限 yx
yx

y
x +

→
→

0
0

lim 不存在。
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例2

解

.)(lim 22
0
0 yx

xxy
y
x +

−

→
→

求极限

)0(,sin,cos >== rryrx θθ令

.0)0,0(),( →→ ryx 等价于则

r
r

yx
xxy θθθ cos)cos(sin)(0

2

22

−
=

+

−
≤

θθθ cos)cos(sin −= r ,2r≤

.0)(lim 22
0
0

=
+

−

→
→ yx

xxy
y
x

故
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

≠+
+=

0,0

0,
)(),(

22

22

2
322

22

yx

yx
yx

yx
yxf

提示: 利用 ,2 22 yxyx +≤

2
122 )(

4
1),( yxyxf +≤

)0,0(0),(lim
0
0

fyxf
y
x

==∴
→
→

故f 在 (0,0) 连续;
,0),0()0,( == yfxf又因 0)0,0()0,0( == yx ff所以

知

在点(0,0) 处连续且偏导数存在 , 但不可微 . 

例3. 证明:
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而 =Δ )0,0(f

,00 时，当 →Δ→Δ yx

22
)0,0(

)()( yx

f

Δ+Δ

Δ
222

22

])()([
)()(

yx
yx

Δ+Δ
ΔΔ

=

0
所以 f 在点(0,0)不可微 !

2
322

22

])()([

)()(

yx

yx

Δ+Δ

ΔΔ
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例4

解

.,,

)(),,(

2

2

2

3

yx
z

y
z

y
z

f
x
yxyfxz

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

求

，具有二阶连续偏导数设

)1( 21
3

x
fxfx

y
z ′+′=

∂
∂

,2
2

1
4 fxfx ′+′=

)1()1( 2221
2

1211
4

2

2

x
fxfx

x
fxfx

y
z ′′+′′+′′+′′=

∂
∂

,2 2212
3

11
5 fxfxfx ′′+′′+′′=
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.,,

)(),,(

2

2

2

3

yx
z

y
z

y
z

f
x
yxyfxz

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

求

，具有二阶连续偏导数设例4

xy
z

yx
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22

)]([

2)]([4

22221
2

221211
4

1
3

x
yfyfx

xf
x
yfyfxfx

−′′+′′+

′+−′′+′′+′=

)( 2
2

1
4 fxfx

x
′+′

∂
∂

=

.24 2211
4

21
3 fyfyxfxfx ′′−′′+′+′=
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例5.设 ),,( zyxfu = 有二阶连续偏导数, 且 ,sin2 txz =

,)ln( yxt += 求 , .u u
x y

∂ ∂
∂ ∂

解:

u

zyx

tx

yx

=
∂
∂

x
u +′1f (3 ⋅′f +txsin2 tx cos2 )

yx +
⋅

1

u
y

∂
=

∂ 2f ′ + (3 ⋅′f 2 cosx t
1 )

x y
⋅

+
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例6

解

.,0),(

,sin,0),,(),,,( 2

dx
du

z
f

xyzexzyxfu y

求且，具有一阶连续偏导数

设

≠
∂
∂

===
ϕϕ

ϕ

,
dx
dz

z
f

dx
dy

y
f

x
f

dx
du

∂
∂

+⋅
∂
∂

+
∂
∂

= ,cos x
dx
dy

=显然

,
dx
dz

求 得的导数两边求对 ,0),,( 2 xzex y =ϕ

,02 321 =′+⋅′+⋅′
dx
dz

dx
dyex y ϕϕϕ

于是可得, ),cos2(1
2

sin
1

3

ϕϕ
ϕ

′⋅+′
′

−= xex
dx
dz x

.)cos2(1cos 2
sin

1
3 z

fxex
y
fx

x
f

dx
du x

∂
∂′⋅+′

′
−

∂
∂

+
∂
∂

= ϕϕ
ϕ

故
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例7. 设 其中 f 与F分别具,0),,(,)( =+= zyxFyxfxz

解 方程两边对 x 求导, 得

=∴
x
z

d
d

)0( 23 ≠′+′′ FFfx

=
x
z

d
d

+′1F

  23 FFfx ′−′′−
=

 1 
32 FF

fx
′′

′−
12 FF
fxffx
′−′

′+′−
221 FffFxfFx ′−′′−′′

有一阶导数或偏导数, 求

fxf
x
z

x
yfx ′+=+′−

d
d

d
d

132 d
d

d
d F

x
zF

x
yF ′−=′+′

+f ⋅′fx )
d
d1(

x
y

+

.
d
d

x
z

+′
x
yF

d
d

2 0
d
d

3 =′
x
zF

(99 考研)
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练习题

1. 设函数 f 二阶连续可微, 求下列函数的二阶偏导数

.
2

yx
z

∂∂
∂

),()3(

)()2(

)()1(

2

2

2

x
yxfz

x
yxfz

x
yfxz

=

+=

=
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解答提示:

:)()1(
2

x
yfxz =

:)()2(
2

x
yxfz +=

x
y

x
yfx

y
z 2)(

2
⋅′=

∂
∂

x
yf

y
z 2

⋅′=
∂
∂

f
x
y

x
yf

x
y ′′−+′−= )1(22

2

2

2

f
x
y ′′−= 2

32

fy ′= 2

=
∂∂

∂
yx
z2

=
∂∂

∂
yx
z2

⋅′′fy2 )( 2

2

x
y

−

f
x
y ′′2

)1( 2

2

x
y

−⋅+′− f
x

y
2

2
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+′−=
∂∂

∂
22

2 2 f
x

y
yx
z )  (2

x
y

21f ′′ 222

2
f

x
y ′′−

:),()3(
2

x
yxfz =

2
2 f
x
y

y
z ′=

∂
∂
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解

?
,,

),,(

0

0002

2

2

2

2

2

模此方向导数等于梯度的

具有什么关系时的方向导数，问的向径

处沿点在点求

cbar

zyxM
c
z

b
y

a
xu ++=例8

{ } ,,,, 2
0

2
0

2
00000 0 zyxrzyxr ++==∵

.cos,cos,cos
0

0

0

0

0

0

r
z

r
y

r
x

=== γβα

处的方向导数为在点 M∴

γβα coscoscos
0

MMMM z
u

y
u

x
u

r
u

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂
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0

0
2
0

0

0
2

0

0

0
2

0 222
r
z

c
z

r
y

b
y

r
x

a
x

++= )(2
2

2

2

2

2

2

0

000

c
z

b
y

a
x

r
++=

.),,(2
2
0

2
0

2
000

0 zyx
zyxu

++
=

处的梯度为在点 M∴

k
z
uj

y
ui

x
ugradu MMMM ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=

,222
2
0

2
0

2
0 k

c
zj

b
yi

a
x

++=
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,2 4

2

4

2

4

2

000

c
z

b
y

a
x

gradu M ++=

,时当 cba == ,2 222
2 000

zyx
a

gradu M ++=∵

,2)(2
2
0

2
0

2
22

0
2
0

2

222
2

0
0

0

000

zyx
azyx

zyx
a

r
u

M ++=
++

++
=

∂
∂

,
0

MM gradu
r
u

=
∂
∂

∴

.,,, 模此方向导数等于梯度的相等时故当 cba

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

例9. 22 yxz +=求旋转抛物面 与平面

之间的最短距离.
解：

22
6

1
−−+= zyxd

设 为抛物面 上任一点，则 P),,( zyxP 22 yxz +=

的距离为022 =−−+ zyx

问题归结为

(min))22( 2−−+ zyx

约束条件: 022 =−+ zyx

目标函数:

22 =−+ zyx

作拉氏函数

)()22(),,( 222 yxzzyxzyxF −−+−−+= λ

到平面
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)()22(),,( 222 yxzzyxzyxF −−+−−+= λ

.
8
1,

4
1,

4
1

=== zyx

令

22 yxz +=

解此方程组得唯一驻点

02)22(2 =−−−+=′ yzyxFy λ

0)2)(22(2 =+−−−+=′ λzyxFz

02)22(2 =−−−+=′ xzyxFx λ

由实际意义最小值存在 ,

2
4
1

4
1

4
1

6
1

min −−+=d
64

7=

故
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例10.在第一卦限作椭球面 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

的切平面,

使其在三坐标轴上的截距的平方和最小, 并求切点. 

解: 设 ,1),,( 2

2

2

2

2

2
−++=

c
z

b
y

a
xzyxF 切点为 ),,,( 000 zyxM

则切平面的法向量为

,2
2
0

a
x

⎜
⎝
⎛= ,2

2
0

b
y

⎟
⎠
⎞

2
02

c
z

M

即 =++ z
c
zy

b
yx

a
x

2
0

2
0

2
0 12

2
0

2

2
0

2

2
0 =++

c
z

b
y

a
x

1

切平面方程

0)(2
02

0 =−+ zz
c
z)(2

02
0 yy

b
y

−+)(2
02

0 xx
a
x

−

),,( zyx FFFn =

山东农业大学 高等数学 主讲人：苏本堂

问题归结为求 ( ) ( ) ( )2
2

2
2

2
2

z
c

y
b

x
as ++=

在条件 12

2

2

2

2

2
=++

c
z

b
y

a
x

下的条件极值问题 .

设拉格朗日函数

( ) ( ) ( )2
2

2
2

2
2

z
c

y
b

x
aF ++= ⎟

⎠
⎞−++⎜

⎝
⎛+ 12

2

2

2

2

2

c
z

b
y

a
xλ

)0,0,0( >>> zyx

切平面在三坐标轴上的截距为 ,
0

2

x
a ,

0

2

y
b

0

2

z
c
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令

( ) 2

22
2

x
a

x
aFx −= 02 2 =+

a
xλ

( ) 022 22

22
=+−=

b
y

y
b

y
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