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颗粒材料的组构–应力关系与等效应力法 
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摘要：对已有各向异性本构模型的建模思想进行系统地回顾，指出组构方向性的刻画大都归结为组构–应力坐标

变换问题。对于各向异性材料而言，沿不同方向的土骨架的有效承载面积不同，总应力需要以各组分实际承载面

积为权重进行分配。通过引入变换张量，提出等效应力张量，使之可以综合地描述颗粒材料的各向异性水平、材

料内部真实应力的大小以及组构–应力的方向关系。将颗粒材料的宏观各向异性视为细观尺度上各向异性应力作

用在各向同性材料上的结果，以等效应力张量描述细观尺度上的各向异性应力，以已有本构模型来刻画等效各向

同性材料的力学特性，提出对现有的各向同性破坏准则与本构模型进行“各向异性化”改造的一般性方法——等

效应力法。以 SMP 准则为例进行“各向异性化”改造，通过与已有试验结果对比，验证了这种“各向异性化”改

造的合理性和有效性。 
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Abstract：The methods in establishing the existing anisotropic constitutive models are reviewed systematically. It 
is pointed out that the description of the fabric direction should be attributed to the coordinate transformation of 
fabric and stress. For anisotropic materials，the total stress needs to be allocated according to the actual bearing 
area of each component，because the effective bearing areas of soil skeleton in different directions are different. 
Therefore，by introducing the transformation matrix，the equivalent stress tensor is proposed to describe the 
anisotropy of granular materials，the true stress inside the material and the relationship between the fabric direction 
and the stress direction. Therefore，the material anisotropy in macro-scale can be regarded as the result of the 
application of anisotropic stress on an equivalent isotropic material in micro-scale. The equivalent stress tensor is 
used to describe the anisotropic stress and the existing isotropic model is used to describe the mechanical property 
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of the equivalent isotropic material. A general method of transforming the existing isotropic failure criterion and 
constitutive model into anisotropic ones，named“Equivalent Stress Method”，is put forward from the perspective 
of stress. Finally，the SMP criterion is transformed into anisotropic one as an example. The comparison with the 
existing experimental results proves the rationality and validity of the anisotropic transformation. 
Key words：soil mechanics；anisotropy；equivalent stress tensor；fabric tensor；stress direction；equivalent stress 
method 
 
1  引  言 
 

由大量离散颗粒组成的颗粒物质在一定条件下

具有时空有序结构[1]。与液体和固体等一般材料体

系不同，在细观尺度上，颗粒材料沿各个方向的物

理结构与力学结构均存在差异，导致材料的力学性

质具有显著的方向依赖性，对于由不规则颗粒组成

的岩土材料而言，该现象尤为显著[2-3]。 
为了模拟各向异性颗粒材料的力学特性，常规

方法是借助各向异性参数，实现对现有各向同性本

构模型的各向异性化修正。S. Pietruszczak 和 Z. 
Mroz[4]将应力矢量在各向异性主轴上进行投影，提

出了一个能考虑应力加载方向的各向异性参数。在

此基础上，P. V. Lade 等[5-7]建立了可以描述材料各

向异性行为的本构模型。从组构张量和应力张量的

联合不变量的角度，X. S. Li 和 Y. F. Dafalias[8]定义

了一个标量性质的各向异性参数以描述材料的各向

异性和应力的方向性。随后，X. S. Li 等[9-16]相继确

立了各向异性岩土材料的屈服准则、状态参数、孔

隙比以及本构模型。尽管上述方法较好地反映了材

料的各向异性力学行为，但在建立各向异性本构模

型的过程中，仍将组构张量与应力方向归纳为一个

标量化的各向异性参数，以修正基于平均应力原理

建立的本构模型，虽然预测结果与试验数据较为吻

合，但在此过程中难免需要额外地引入人为的假   
定。 

与上述方法不同，Y. Tobita 等[17-20]先后采用变

换应力的方式建立了各向异性本构模型。考虑到新

的应力变量的提出必须有严格的理论基础，T. Dong
和 L. Kong[21]基于岩土公理化理论体系，从平衡方

程出发计算得到了骨架的真实应力。本文在此基础

上，对组构的方向性进行了系统地剖析，探讨各向

异性颗粒材料的骨架真实应力。通过变换应力的方

法，尝试提出一种可以将现有土体各向同性破坏准

则和本构模型进行“各向异性化”改造的一般性方

法并进行验证。 

 
2  组构张量 
 
2.1 组构张量 

颗粒材料的力学性质与细观尺度上微结构单元

的排布密切相关。为了方便地从细观尺度上研究颗

粒材料的各向异性，本文以三维空间的表征体元

(representative elemental volume，简记为 REV)为研

究对象，基于细观结构矢量 n 的统计值来定义一个

张量，称为组构张量，以定量地描述各向异性材料

细观结构的分布与排列。组构张量 F 的基本形式满

足： 

( ) dij i jV
F E n n V= ∫ n            (1) 

式中：V 为 REV 的体积；n 为细观研究对象的方向

矢量， ( )E n 为矢量 n 的分布函数。 
由张量分析可知，对于二阶组构张量，必然存

在一组正交标准化基 ˆ ( 1 2 3)ie i = ， ， ，使得组构张量

F 可以化为对角型标准形，与这组基对应的坐标系

即为主组构坐标系。 
土体在形成过程中，受重力等外部作用的影响，

不规则颗粒按一定规律进行排列，形成若干沉积面，

平行于沉积面的各个平面内力学特性相近，在垂直

于沉积面的方向则具有轴对称，即呈现出横观各向同

性[22]。此时，F 可以表述为其主组构的形式[2]，即 
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3

0 0 1 0 0
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30 0 0 0 1
ij

F
F

F

Δ
Δ

Δ Δ

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

F  (2) 

式中：Δ为组构参数，描述了颗粒各向异性程度。

当 0Δ = 时，组构张量的主对角元素相同，表明材料

沿各个方向的性质相同，即各向同性；当 1Δ = ± 时，

材料的各向异性程度最大。 
2.2 组构的方向性 

由于细观颗粒和组构张量均具有方向性，因此，

在描述材料沿各个方向的各向异性特征时，参考坐

标系的选取至关重要。根据处理方法和理论基础，

将客户组构方向性的代表性研究成果分类并汇总于

表 1。如表 1 所示，从组构的定义出发，将颗粒材 
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表 1  组构方向性的处理方法一览表 

Table 1  List of methods for the directionality of fabric of geomaterials 

方法 理论基础 代表方程 代表性成果 

组构对物理 
坐标的分解 

颗粒对物理 
坐标分解 细观力学 

2

0
1

1 1 ( cos sin ) d
2ij k k

n

F a k b kθ θ θ
∞π

=

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥π ⎣ ⎦
∑∫  M. Oda[2] 

高阶张量展开 张量分析 m (1 )ij i j ijkl i j k lF e e e e e eΩ Ω= + + +LF  B. Muhunthan 等[23-24] 

组构与应力 
的方向关系 

组构在应力 
方向投影 细观力学 

2

2

tr( )
tr

i
i

nF ση
σ

=∑  P. V. Lade 等[5-7，10] 

组构–应力 
联合不变量 张量分析 

ij ij

mn mn pq pq

s d
A

s s d d
=  X. S. Li 等[8-9，11-16，25] 

骨架 
真实应力 颗粒接触应力 

细观力学 
与张量分析 
相结合 

1( )Lσ σ−=% F  C. S. Chang 等[19，26-28] 

1 1( ) / 6ij ik kj ik kjF Fσ σ σ− −= +%  Y. Tobita 等[17-18，20-21] 

注：θ 为细观研究对象的矢量方向， ( )E θ ( 0 2θ π≤ ≤ )为沿 θ 方向的颗粒长轴的分布函数；k 为组构张量的阶数； mF 为组构的平均值； 0η 为η
的平均值， ijΩ 描述了η 在空间中的分布特征； ij ij ijs pσ δ= − ， / 3ij ij kk ijd F F δ= − ，分别为偏应力张量和偏组构张量， ijδ 为克罗内克张量； L 为与组

构张量有关的物理量。 

 
料细观结构矢量对物理坐标进行分解，根据沿不同

方向分量的大小修正模型参数，继而得到能反映土

体各向异性的本构模型。借助细观成像技术，M. 
Oda[2]在细观尺度上对矢量 n 分解后再求统计量。基

于张量运算的性质，组构张量可以直接写成迹为 0
的对称张量 ijΩ ， ijklΩ …的线性方程的形式。 

由于应力也具有方向性，为了综合考虑应力加

载方向与材料自身各向异性水平之间的关系，S. 
Pietruszczak 和 Z. Mroz[4]将组构张量在主应力方向

上进行投影，得到与各向异性相关的参数η 。从张

量角度，X. S. Li 和 Y. F. Dafalias[8]提出了组构–应

力联合不变量，在此基础上，Z. Gao 等[11]定义了一

个标准化的各向异性参数 A。 
由此可见，组构方向性的问题大都可以归结为

组构–参考坐标间的坐标变换问题。坐标变换在数

学上需要借助弦函数进行描述，进而决定了参数η 、

参数 A以及各组构分量的大小随参考坐标系的变化

始终满足弦函数形式。 
2.3 骨架真实应力 

在外部荷载作用下，材料内部形成连续的力链

与力传递网络。对于颗粒材料，通常假设细观颗粒

为刚体或弹性体，颗粒间力学性质相同[2，14，19]。有

效应力原理认为，任意平面上受到的总应力 ijσ 可分

为有效应力σ ′和孔隙水压力 u 两部分，其间关系总

是满足： 

ij ij ijuσ σ δ′= +               (3) 

实际上，式(3)暗含了如下关系： 

f S S uSσ σ ′= = +              (4) 

式中： f 为外部荷载， S 为研究截面的面积。 

如式(4)所示，尽管将有效应力定义为颗粒骨架

所传递的应力，但有效应力原理仍将有效应力和孔

压视为均匀作用在应力单元上的应力。事实上，骨

架的真实应力应以骨架的面积为权重进行分配。对

于各向异性材料而言，沿不同方向的土骨架的有效

承载面积不同，总应力需要以实际承载面积为权重

进行分配： 

ij il lj ij lj ijf S S uSσ σ δ= = +%           (5) 

式中：σ% 为骨架真实应力， ljS 为研究截面上骨架的

实际承载面积。 
由此可见，式(3)所表示的有效应力为虚拟的应

力，是对骨架真实应力均质化、标量化的结果。而

式(5)所示的骨架真实应力考虑了颗粒骨架的截面

积与分布，是基于张量的观点所定义的应力。 
为了便于表述，采用接触面矢量来定义组构张

量，并对其进行无量纲化处理，有 
13 ij ijF S S −=               (6) 

那么，由式(4)～(6)有 
1 / 3ij il ljFσ σ −=%             (7) 

因此，如式(7)所示的组构–应力关系刻画了材

料内应力的分布，表 1 还列举了部分基于不同的理

论所得到的等效应力张量的表达。为了同描述平均

应力的有效应力张量进行区分，将这种包含了材料

各向异性信息的应力张量称为等效应力张量

(Equivalent stress tensor)，记作σ% 。 
需要注意的是，式(7)仅在σ 与 F 基矢相同时成

立。然而在实际建模过程中，普遍采用主应力张量

与主组构张量，二者往往不共基矢。如图 1(a)所示， 
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(a) 扭剪试验中绕 y 轴的基旋转 
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(b) 三次基旋转 

图 1  三维基旋转示意图 
Fig.1  Basic rotations in 3 dimensional space 

 

在扭剪试验中，试样通常沿竖直方向发生沉积，即

主组构空间与物理空间重合，而大、小主应力轴绕

中主应力方向旋转α 角，此时，需要将主组构张量

通过坐标变换张量 M 进行坐标变换，其矩阵形式为 

cos 0 sin
( ) 0 1 0

sin 0 cos
y

α α
α

α α

⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎣ ⎦

M          (8) 

如图 1(b)所示，更为一般的情况是应力主坐标

与组构主坐标之间存在三次基旋转，绕 x 轴与 z 轴
旋转 β 角与γ 角的基旋转坐标变换张量分别为 

cos sin 0
( ) sin cos 0

0 0 1
z

β β
β β β

−⎡ ⎤
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎣ ⎦

M         (9) 

1 0 0
( ) 0 cos sin

0 sin cos
x γ γ γ

γ γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

M        (10) 

由此可得 

( ) ( ) ( )y z xα β γ=M M M M        (11) 

式(11)表述了三维空间中应力与组构不共基矢

时的坐标变换张量。通过坐标变换张量 M 将主组构

张量转换到主应力空间，继而得到三维空间中等效

应力张量的一般形式： 

1 / 3ij im nl mn ljM M Fσ σ−=%          (12) 

对于各向同性材料，组构张量满足 1 2F F= =  

3 1 / 3F = ，此时等效应力可以退化为有效应力。对

于主应力张量与主组构张量共基矢时， ij ijM δ= ，

此时式(12)可以退化为式(7)；对于各向同性材料，

1 2 3 1 / 3F F F= = = ，式(12)所定义的等效应力则等同

于有效应力。 
 
3  各向异性本构模型的建模理论 
 
3.1 修正模量法 

为了描述材料的各向异性力学特性，传统的方

法是从宏观角度出发，在已有各向同性本构关系的

基础上，通过试验和理论刻画材料的各向异性柔度

张量(如各向异性胡克定律)，其建模思想可以概括

为 
0( )ij ijkl kl ijkl klε σ σ= = ，C C C F      (13) 

式中：C 为各向异性柔度张量， 0C 为各向同性柔度

张量。 
因此，建模的关键在于：通过定义不同形式的

标量化各向异性参数，以修正材料的弹塑性模量、

屈服准则、流动法则等，进而对已有各向同性柔度

张量进行各向异性刻画[5-15]。 
3.2 等效应力法 

有效应力原理表明，土的变形与强度特性取决

于有效应力。对于各向异性材料而言，等效应力取

代有效应力以刻画骨架的真实应力。此外，细观力

学和离散元数值分析的基本思想表明：对于各向异

性材料而言，尽管颗粒的接触与排布使得材料沿不

同方向的有效承载面积不同，但颗粒间相互作用依

然与各向同性材料一致，所满足的力学规律并没有

因颗粒形状和排布的各向异性而发生本质的变      
化[14，19]。因此，颗粒材料在宏观尺度上所表现出的

各向异性可以等效为各向异性应力作用在各向同性

的骨架(理想颗粒)上的结果。 
式(13)中柔度张量 0C 定义了有效应力作用下

颗粒骨架的力学性质。对于各向异性材料，颗粒骨

架的力学性质仍可以通过 0C 进行描述，只是作用在

颗粒骨架上的内应力变成了等效应力。因此，等效

应力法建模的基本思想可以概括为 
0 0( )ij ijkl kl ijkl klε σ σ= =C F Cσ% %，        (14) 

尽管 0C 为各向同性柔度张量，但等效应力张量

包含了组构大小、应力大小以及组构–应力的方向
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关系，即通过变换应力的方式，将材料的各向异性

信息吸收于等效应力张量中，因而可以很好地描述

材料的各向异性力学行为。 
综上所述，等效应力法以等效应力张量作为材

料细观与宏观力学行为的纽带，对各向异性材料的

物理–力学模型进行合理地简化，在不额外地修正

材料基本力学规律的情况下，实现对各向同性材料

的本构模型进行“各向异性化”改造，进而可以描

述材料的各向异性力学特征。 
 
4  应用举例 
 

董 彤等[29]对非线性模型进行了各向异性化改

造，较好地预测了土的应力–应变关系。本文以

SMP 准则为例进一步验证等效应力法对强度准则

改造的可行性与精确性。 
4.1 等效 SMP 准则 

采用等效应力张量将无黏性土的 SMP 准则中

的有效应力进行替换，得到等效 SMP 准则(简记为

ESMP 准则)： 

1 2 3

3

9 2 2( ) tan
9 3

I I IF
I

σ ϕ−
= =

% % %
%%

%
     (15) 

式中：ϕ%为各向同性颗粒骨架的内摩擦角； 1I% ， 2I%

和 3I% 分别为等效应力的第一、第二和第三不变量，

且满足： 

1 1 2 3( )I tr σ σ σ σ= = + +% % % % %          (16) 

2 2
2 1 2 2 3 3 1

1 [ ( ) ( )]
2

I tr trσ σ σ σ σ σ σ σ= − = + +% % % % % % % % %   (17) 

3 1 2 3det( )ijI σ σ σ σ= =% % % % %           (18) 

由此可见，等效应力法建立各向异性本构模型

的关键在于测定材料的组构张量。然而，在建模过

程中，很难通过式(1)的形式将细观结构矢量进行严

格的观测并统计[21]。尽管通过拟合试验数据可以得

到组构参数，但这样会弱化所建模型的理论基础。

更方便可靠的途径是根据实际需要赋予组构张量以

恰当的宏观物理意义，并通过试验间接测定组构张

量的具体取值。 
对于横观各向同性材料而言，各向异性参数 Δ

和骨架的内摩擦角ϕ%均可以通过如图 2 所示水平与

竖直试样的三轴试验测得。 
对于水平试样， 0α = °，变换张量 ij ijM δ= ，因

此： 

1

3

1

3

3

3

1 1

 
图 2  水平与竖直试样三轴试验示意图 

Fig.2  Triaxial tests on horizontal and vertical specimen 
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              (19) 

为了便于书写，记 k 为第一和第三主应力比，

下标“0”与“90”意味着该参数为 0α = °与 90α = °

条件下测得，满足： 

01 1 1
0

3 3 3 00

1 sin
1 sin

Fk
F

α

ϕσ σ
σ σ ϕ

=

⎛ ⎞ +
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%

%
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      (20) 

对于竖直试样， 90α = °，有 

1 1 3

2 2 2

3 3 1

F
F
F

σ σ
σ σ
σ σ

= ⎫
⎪= ⎬
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%
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             (21) 
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       (22) 

相似地，记颗粒骨架的第一和第三主应力比 k%

为 
1

3

1 sin
1 sin

k σ ϕ
σ ϕ

+
= =

−
%%%
%%

             (23) 

联立式(2)，(20)，(22)，(23)可得 

01

3 90

kF
F k

=                (24) 

最终可以通过试验测定 0ϕ 和 90ϕ 来计算得到组

构参数Δ和骨架的内摩擦角ϕ%。二者分别满足： 

0 90

0 90

1 /
1 /

k k
k k

Δ
−

=
+

             (25) 

1arcsin
1

k
k

ϕ −
=

+

%
%

%              (26) 

4.2 试验验证 
A. V. Abelev 和 P. V. Lade[30]采用 Santa Monica

海滩密砂，在不同应力罗德角 σθ 下，进行了一系列

的真三轴试验，试验结果见图 3。通过竖直试样的

三轴压缩( 0σθ = °， 0b = )与水平试样的三轴压缩

( 120σθ = °， 1b = )试验所测内摩擦角求解参数Δ与

ϕ%。需要注意的是，如图 3(b)所示， 0σθ = °时所测 
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象限 I 

象限 II 象限 III 
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45.49ϕ

α β γ

Δ = −
=
= = = 0

% °

°

 
(a) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
40 

45 

50 

55 

60 

中主应力系数 b 

试验数据(象限 I) 
试验数据(象限 II) 
试验数据(象限 III)

ESMP(象限 I) 
ESMP(象限 II) 
ESMP(象限 III) 
SMP，ϕ = 47.69° 

内
摩
擦
角
ϕ

/(°
) 

 
(b) 

图 3  真三轴试验验证 
Fig.3  Verification with the true triaxial tests 

 

得的内摩擦角明显低于其他象限 I 中的内摩擦角，

因此，采用象限 I 中的前 2 个内摩擦角的平均值将

0b
ϕ

=
修正为 47.69°。 

P. V. Lade 等[31]进行了一系列的定轴剪切试验，

研究了大主应力方向角 α 与中主应力系数 b 对

Nevada 砂强度的影响。 0α = °， 0b = 条件下所测内

摩擦角 0 0 41.20ϕ =， °以及 90α = °， 0b = 条件下所测

内摩擦角 90 0 33.20ϕ =， °计算所得 ESMP 模型参数分

别为 0.088Δ = − ， 37.31ϕ =% °。 
图 3 与 4 分别给出了 SMP 准则和 ESMP 准则 
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(b) 

图 4  定轴剪切试验验证 
Fig.4  Verification with shear test of fixed direction of 1σ  

 

对真三轴试验和定轴剪切试验中试样强度的预测结

果，与试验数据对比表明，忽略 SMP 准则在描述中

主应力对内摩擦角的影响时存在的不足，采用等效

应力法所建立的 ESMP 准则可以综合反映 3 个主应

力的大小与方向对各向异性材料强度的影响。 
 
5  结  论 
 

(1) 组构具有方向性，可以以物理坐标和应力

坐标为参考进行刻画。组构方向性的问题大都可以

归结为组构–参考坐标间的坐标变换问题，因而，

组构大小随参考坐标系的变化始终满足弦函数形

式。 
(2) 有效应力为虚拟的应力，是对骨架真实应

力均质化、标量化的结果，因而无法刻画各向异性

材料的骨架应力。各向异性材料沿不同方向的土骨

架的有效承载面积不同，总应力需要以各组分的实

际承载面积为权重进行分配。在骨架真实应力基础

上提出了等效应力张量，可以综合地描述颗粒材料

的各向异性水平、材料内部骨架应力的大小以及组

构–应力的方向关系。 
(3) 材料在宏观尺度上的各向异性可以视为在

细观尺度上各向异性应力作用在各向同性材料上的

结果。以等效应力张量描述材料内部的各向异性应

力、以现有各向同性本构模型来刻画颗粒骨架的力

学特性，从应力的新角度，提出了对现有的各向同

性破坏准则与本构模型进行“各向异性化”改造的

一般性方法——等效应力法。 
(4) 以 SMP 准则为例进行各向异性化改造，建

立了等效 SMP 准则。对于横观各向同性材料，新准

则仅增加 2 个参数，且均可通过少量常规三轴试验

测得。与已有试验结果对比表明，新准则可以综合

地反映主应力的大小与方向对各向异性材料强度的
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影响。 
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