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什么因素影响物体转动的状态？

如何运动？

如何旋转？

轮为什么不倒下？

与物体本身结构有关
与物体所处状态有关
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第3章
 

刚体力学基础

研究物体的转动，及转动

 状态变化的规律。

组成刚体的每个质点称为刚体的一

个质量元质量元(element mass)。每个质量元都

服从质点力学规律。

特点特点：

质点 质点系 刚体集合 特例

转动(特例:定轴转动)
平动
平动＋转动

刚体的运动

主要任务：

研究对象：刚体(rigid body)
——在外力作用下不产生形变的物体
可视为无数个连续分布的质点组成

 的质点系 ——理想模型

任意两点间的距离始终保持不变

§§33--1    1    刚体运动的基本形式

一、平动和转动一、平动和转动

1. 平动(translation) 刚体在运动

 过程中，其上任意两点的连线始终

 保持平行。

A

B
A′

B′

A ′′

B ′′
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2. 转动(rotation)  刚体上所有质

 点都绕同一直线作圆周运动。这种

 运动称为刚体的转动。这条直线称

 为转轴(rotation axis) 。

定轴转动：转轴固定不动的转动。

一、平动和转动一、平动和转动

1. 平动(translation) 刚体在运动

 过程中，其上任意两点的连线始终

 保持平行。

A

B
A′

B′

A ′′

B ′′

二、描述刚体转动的物理量二、描述刚体转动的物理量

•

——用角量描述定轴转动
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二、描述刚体转动的物理量二、描述刚体转动的物理量

——用角量描述定轴转动

•

转动平面：定轴转动刚体上各质点

 的运动面

转动平面

刚体定轴转动的特点：

1. 转动平面垂直于转轴。
2. 转动平面上各点均做圆周运动，角

 量相同，线量不同。
3. 定轴转动刚体上各点的角速度矢量
ωK 的方向均沿轴线。

1. 基本物理量

角坐标:θ 单位：弧度（rad）
角位移：Δθ，θd
角速度的大小：

td
dθω =

单位：弧度/秒（rad/s）
角速度

 
的方向：ωK 右旋前进方向

线速度与角速度之间的关系：

rK
KK
×= ωv

θ
P

ω
K

v
K

角加速度矢量：
td

dωβ
KK

=

)srad( 22 −− ⋅⋅秒单位：弧度
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1. 基本物理量

角坐标:θ 单位：弧度（rad）
角位移：Δθ，θd
角速度的大小：

td
dθω =

单位：弧度/秒（rad/s）
角速度

 
的方向：ωK 右旋前进方向

线速度与角速度之间的关系：

rK
KK
×= ωv

θ
P

ω
K

v
K

角加速度矢量：
td

dωβ
KK

=

)srad( 22 −− ⋅⋅秒单位：弧度

t
a

d
dv
K

K
=

dt
d

dt
d rr

KKKK
×+×= ωω

n
2

τ erer KK
ωβ +=

加速度：

2. 定轴转动中的基本关系式

刚体定轴转动的运动学中所用的

 角量关系及角量和线量的关系如下：

t
t

d
d),( θωθθ ==

2

2

d
d

d
d

tt
θωβ ==

2
2

n ωβω τ r
r

arar ====
vv

注意：注意：ω、β是矢量，在定轴转动中由

 于轴的方位不变，故用正负表示其方向。

§§33--2   2   定轴转动定律

 
转动惯量
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一、对转轴的力矩一、对转轴的力矩

⊥×= FrM
KKK

单位：N·m

§§33--2   2   定轴转动定律

 
转动惯量

F
K

rKo

z
//F
K

⊥F
Kd

zM

在垂直于转轴的平面内，外力

 与力线到转轴的距离d 的乘积定义为

 对转轴的力矩(moment)。

⊥F
K

FrM
KKK

×=
大小: ϕsinFrM =

Fr
KK

→方向: 右旋

前进方向

二、定轴转动定律二、定轴转动定律

————牛顿定律的应用牛顿定律的应用
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二、定轴转动定律二、定轴转动定律

————牛顿定律的应用牛顿定律的应用

imΔ
o irG

ωG z
把刚体看作一个质点系

if
K

外力

iF
K
内力

根据牛顿第二定律：

iiii amfF KKK
Δ=+

用 ×rK 上式两边

iiiiiii armfrFr KKKKKK
×Δ=×+×

iiiiiii armfrFr
KKKKKK

×Δ∑=×∑+×∑
两边取∑，得

合外力矩 iiz FrM
KKK

×∑=
合内力矩

0
加速度： inii aaa KKK += τ

则
iniiiiiz armarmM KKKKK

×Δ∑+×Δ∑= τ

因为
ini ar
KK

//
所以 0=×Δ∑ inii arm KK

krkarar iiiii

KKKK
βττ

290sin =°=×而

故， β)( 2
iiz rmM Δ∑=

令
2

iirmJ Δ∑= ——转动惯量

从而，转动定律为：
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用 ×rK 上式两边

iiiiiii armfrFr KKKKKK
×Δ=×+×

iiiiiii armfrFr
KKKKKK

×Δ∑=×∑+×∑
两边取∑，得

合外力矩 iiz FrM
KKK

×∑=
合内力矩

0
加速度： inii aaa KKK += τ

则
iniiiiiz armarmM KKKKK

×Δ∑+×Δ∑= τ

因为
ini ar
KK

⊥
所以 0=×Δ∑ inii arm KK

krkarar iiiii

KKKK
βττ

290sin =°=×而

故， β)( 2
iiz rmM Δ∑=

令
2

iirmJ Δ∑= ——转动惯量

从而，转动定律为：

βJM z =

刚体定轴转动定律(law of rotation)：

刚体在作定轴转动时，刚体的

 角加速度与它所受到的合外力矩成

 正比，与刚体的转动惯量成反比。

三、转动惯量三、转动惯量(moment of inertia)

1. 定义 ∑=
i

ii mrJ 2

2mkg ⋅单位:
刚体对定轴的转动惯量等于其

 各质点的质量与该质点到转轴距离

 的平方之积求和。

2. 物理意义
描述物体转动惯性的大小。
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βJM z =

刚体定轴转动定律(law of rotation)：

刚体在作定轴转动时，刚体的

 角加速度与它所受到的合外力矩成

 正比，与刚体的转动惯量成反比。

三、转动惯量三、转动惯量(moment of inertia)

1. 定义 ∑=
i

ii mrJ 2

2mkg ⋅单位:
刚体对定轴的转动惯量等于其

 各质点的质量与该质点到转轴距离

 的平方之积求和。

2. 物理意义
描述物体转动惯性的大小。

3. 计算

（1）分离质点系 ∑=
i

ii mrJ 2

（2）若质量连续分布

∫= mrJ d2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

线分布

面分布

体分布

l
S
V

m
d
d
d

d
λ
σ
ρ

影响 J 的因素

刚体的总质量 (同分布M>m , JM >Jm )

刚体质量分布 (同m, J中空

 

>J实

 

)

转轴的位置
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例例33--11..由长l 的轻杆连接的质点如

 图所示，求质点系对过A垂直于该平

 面的轴的转动惯量。

l

ll
l

A
m m2 m3

m4

m5

222 )2)(54()2(32 lmmlmmlJ +++=
232ml=

思考：

A点移至质量为2m的杆中心处 J=?

解：由定义式 ∑=
i

ii mrJ 2

例例33--2.2. 一长为L的细杆，质量m均匀分

 布，求该杆对垂直于杆，分别过杆的中

 点和一端端点的轴的转动惯量。

解解::

 
(1) 轴过中点

2
L

2
L− o

x

在杆上任取dm

md

x

mxmrJ dd 22∫ ∫==

2

2

2

2

32

3
1d

L

L

L

L

x
L
mx

L
mx

−−

== ∫

2
33

12
1

883
1 mLLL

L
m

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=
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例例33--2.2. 一长为L的细杆，质量m均匀分

 布，求该杆对垂直于杆，分别过杆的中

 点和一端端点的轴的转动惯量。

2
L

2
L− o

x

在杆上任取dm

md

x

mxmrJ dd 22∫ ∫==

2

2

2

2

32

3
1d

L

L

L

L

x
L
mx

L
mx

−−

== ∫

2
33

12
1

883
1 mLLL

L
m

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

解解::

 
(1) 轴过中点

(2) 轴过一端端点

Lo x
md x

∫ ∫== mxmrJ dd 22

x
L
mx

L

d
0

2∫=

23

3
1

03
1 mL

L
x

L
m

==
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例例33--3.3. 求质量 m ,半径 R 的圆环对

 中心垂直轴的转动惯量。

解解:  圆环上取微元dm

∫= mrJ d2 ∫=
m

mR
0

2 d 2mR=

J1 = mR2+m1 R2

22
2 π2

xR
R

mmRJ Δ−=

思考1. 环上加一质量为m1的质点, J1

 

=? 

RO

思考2. 环上有一个Δx的缺口，J2

 

=?

RO
Δx

dm m1

例例33--4.4. 求质量 m , 半径 R 的均匀圆

 盘对中心垂直轴的转动惯量。P.77 例
 3-3

解解: 圆盘上取半径为r宽度dr的圆环作

 为质量元dm

R

O r
dr

O

mrJmRJ dd 22 =→=
环

Sm dd σ= rr
R
m dπ2
π 2

=

rr
R
mrJ dπ2
π 2

2 ⋅= ∫
rr

R
m R

d2
0

3
2 ∫= 2

2
1 mR=

Δx
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例例33--4.4. 求质量 m , 半径 R 的均匀圆

 盘对中心垂直轴的转动惯量。P.77 例
 3-3

解解: 圆盘上取半径为r宽度dr的圆环作

 为质量元dm

R

O r
dr

O

mrJmRJ dd 22 =→=
环

Sm dd σ= rr
R
m dπ2
π 2

=

rr
R
mrJ dπ2
π 2

2 ⋅= ∫
rr

R
m R

d2
0

3
2 ∫= 2

2
1 mR=

注意注意: : 对同轴的转动惯量才具有可加减性。

平行轴定理: 若刚体对过质心的轴

 的转动惯量为Jc

 

，则刚体对与该轴相

 距为d 的平行轴z的转动惯量Jz

 

是

m

RR

Jz Jc

2mdJJ cz +=

22

2
1 mRmRJ z +=

2

2
3 mR=

正交轴定理 对平面刚体

o

z

y

x

yxz JJJ +=
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几种常见刚体转动惯量（教材

 78页表3-1）

圆环转轴通过

 中心与盘面垂直

r

2mrJ =

圆环转轴沿直

 径

r

2

2
1 mrJ =

几何形状不规则的刚体的转动惯

 量，由实验测定。

薄圆盘转轴通

 过中心与盘面垂直
2

2
1 mrJ =

r

r
2

r
1

圆筒转轴沿几何

 轴

)(
2
1 2

2
2

1 rrmJ +=
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l

r

圆柱体转轴沿几何

 轴 2

2
1 mrJ =

l
r

圆柱体转轴通过

 中心与几何轴垂直

124

22 mlmrJ +=

l

细棒转轴通过

 中心与棒垂直

12

2mlJ =

l

细棒转轴通过端

 点与棒垂直

3

2mlJ =

2 
r

球体转轴沿直

 径

5
2 2mrJ =

2 
r

球壳转轴沿直

 径

3
2 2mrJ =
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4. 回转半径(radius of gyration)

设物体的总质量为m，刚体对给定

 轴的转动惯量为J，则定义物体对该

 转轴的回转半径rG 为：

m
JrG =

2
GmrJ =由此得:

Gr

z

意义：设等价于物体质量集中在

 回转半径为rG 的圆环上的刚体对中

 心轴的转动惯量。

例例33--5.5. 计算钟摆的转动惯量。(已知：

 摆锤质量为m，半径为r，摆杆质量也

 为m，长度为2r)

rr

O r2

解：解：摆杆转动惯量

( ) 22
1 3

42
3
1 mrrmJ ==

摆锤转动惯量

2
2 mdJJ c += ( )22 3

2
1 rmmr +=

2

2
19 mr=

222
21 6

65
2

19
3
4 mrmrmrJJJ =+=+=
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例例33--66..

 
质量为M =16kg的实心滑轮，半

 径为R =0.15m。一根细绳绕在滑轮上，

 一端挂一质量为m的物体。设细绳不伸

 长且与滑轮间无相对滑动，求：

(1) 由静止开始1秒钟后，物体下降的

 距离。
(2) 绳子的张力。

解：：对轮、物受力分析如图

2sm5
88

108
2

−⋅=
+
×

=
+

=
Mm

mga

m5.215
2
1

2
1 22 =××== ath

N40516
2
1

=××=T

m

M

m

mg

T
Mg

N

R
aMRJTR ⋅== 2

2
1β由转动定律

maTmg =−由牛顿定律

拓展

m

M

m1 m
2

R

T1 T2

m1 g m2 g

m2 > m1

Mg

N

βJRTRT
amgmT
amTgm

=−
=−
=−

12

111

222

βRa

MRJ

=

= 2

2
1

m2

M
T1

T2

m2 g

Rm1

m1 g

N1 N2

Mg βJRTRT
amT

amTgm

=−
=

=−

12

11

222

βRaMRJ == 2

2
1
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例例33--77..
 

一质量为m，长为l 的均质细

 杆，可绕垂直于平面、穿过O点的转轴转

 动，转轴距A 端l/3。今使棒从静止开始

 由水平位置绕 O点转动，求：(1) 水平位

 置的角速度和角加速度。(2) 垂直位置时

 的角速度和角加速度。

2
2

2

9
1

612
1 mllmmlJO =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

(1) 00 =ω

l
g

ml
mgl

J
M

O 2
3

9
6

2
===β

O
BA

解：已知 2

12
1 mlJ c =

c

2mdJJ co +=由平行轴定理

由转动定律

(2) 垂直时，力矩为零。故 0=β

设棒在任意时刻位置如图

θ

mg

t
JM

d
dω

=由转动定律

t
mllmg

d
d

9
1cos

6
2 ωθ =

θ
ωω

d
d

9
1 2ml=

θθωω dcos
2
3d

l
g

=

θθωω
ω

dcos
2
3d 2

π

00 ∫∫ =
l
g

l
g3

=ω
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例例33--8.8. 一半径为R、质量为m的均匀

 圆盘平放在粗糙的水平面上。若它的

 初速度为ω0

 

，绕中心O旋转，问经过

 多长时间圆盘才停止。(设摩擦系数为

 μ)

O Rdr r

解：考察半径为r宽度为dr的圆环

rmgrFM ⋅=⋅= ddd μ

22

d2dπ2
π

d
R

rmrrr
R
mm =⋅⋅=

2

2d2d
R

rgrmM μ
=

mgR
R

rmgrMM
R

μμ
3
2d2d

0
2

2

=== ∫ ∫

摩擦力矩为: 

由转动定律

t
JM

d
dω

=−

t
mRmgR

d
d

2
1

3
2 2 ωμ =−

ω
μ

d
4
3d

g
Rt −=

∫−=∫
0

0
0

d
4
3d

ω
ω

μ g
Rtt

g
Rt
μ
ω

4
3 0=
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一、刚体的转动动能一、刚体的转动动能

1、质元动能：：

222

2
1

2
1 ωiiii rmm Δ=Δ v

2、刚体的总动能：

( ) 2222
k 2

1
2
1 ωω∑ ∑Δ=Δ= iiii rmrmE

2
k 2

1 ωJE =

§§33--3   3   刚体刚体定轴转动的机械能和力矩的功

Δmi

z

ir
K

iv
K

m 是物体平动惯性的量度
J  是物体转动惯性的量度

即转动动能是刚体上所有质点元

 的动能之和

二、刚体的重力势能二、刚体的重力势能

1. 刚体的重力势能

所有质元的重力势能之和

ii gzmE Δ∑=P

m
zmmg iiΔ∑

= cmgz=

结论：结论：刚体的重力势能应等于质量集

 中于质心的重力势能

2. 刚体的机械能

cmghJE += 2

2
1 ω

三、力矩的功和功率三、力矩的功和功率
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二、刚体的重力势能二、刚体的重力势能

1. 刚体的重力势能

所有质元的重力势能之和

ii gzmE Δ∑=P

m
zmmg iiΔ∑

= cmgz=

结论：结论：刚体的重力势能应等于质量集

 中于质心的重力势能

2. 刚体的机械能

cmghJE += 2

2
1 ω

三、力矩的功和功率三、力矩的功和功率

z

αdϕ
rK

rKd
F
K

rFA dcosd α= ϕα dcos rF=
M

ϕdd MA =

力矩的功：力矩的功： ∫=
2

1

d
ϕ

ϕ
ϕMA

合力矩的功：合力矩的功： ∫ ∑=
2

1

d
ϕ

ϕ
ϕiMA

注：注：力矩求和只能对同一参考点

 (或轴)进行。

力矩功率：力矩功率：

ωϕ M
t

M
t
AP ===

d
d

d
d
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z

αdϕ
rK

rKd
F
K

力矩的功：力矩的功： ∫=
2

1

d
ϕ

ϕ
ϕMA

合力矩的功：合力矩的功： ∫ ∑=
2

1

d
ϕ

ϕ
ϕiMA

注：注：力矩求和只能对同一参考点

 (或轴)进行。

力矩功率：力矩功率：

ωϕ M
t

M
t
AP ===

d
d

d
d

四、刚体定轴转动的动能定理四、刚体定轴转动的动能定理

ϕdd MA = ϕω d
d
d

t
J= ωω dJ=

2
1

2
2 2

1
2
1dd 2

1

ωωωω
ω

ω
JJJAA −==∫= ∫

合外力矩对刚体所作的功等于刚体

 转动动能的增量。

五、刚体定轴转动的功能原理五、刚体定轴转动的功能原理

( ) 2
1

2
2 2

1
2
1d2

1

ωωϕ
ϕ

ϕ
JJMM −=+∫ 重外

由动能定理

重力做功由势能计算

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=∫ 2

11
2
22 2

1
2
1d2

1

ωωϕ
ϕ

ϕ
JmgzJmgzM cc外
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例例33--9.9. 一质量为M、半径R的圆盘，盘上绕有细绳，一端挂有质量为m的物

 体。设细绳不伸长且与滑轮间无相对滑动，问物体由静止下落高度h时其速度

 为多大？

mm

M

m

解：受力分析如图所示

2
0

2

2
1

2
1 ωωϕ JJTR −=Δ

2
0

2

2
1

2
1 vv mmThmgh −=−

ϕΔ= Rh ωR=v

2,0,0 2
00 RMJ === ωv

解得

mM
mgh

2
2

+
=v

mg

T

对圆盘：由动能定理

对物体：由动能定理

Mg

N
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§§33--4    4    角动量角动量定理及角动量守恒定律

一、角动量一、角动量

o

z
ω

问题问题：图示圆盘视为一个质点系，

 vc = 0→Σmi vi =Mvc =0，如何量度转动物

 体的机械运动量？

当质点作曲线运动或对某点有

转动趋势时引人与动量 pK对应的角量

L
K

——角动量 (angular momentum)

(又称：动量矩(moment of momentum))

m
v
KL

K

r
KO

1. 单个质点的角动量

v
KKKKK

mrprL ×=×=定义

x

y

z

m

rK

pK
O

L
K

⊥r θ
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1. 单个质点的角动量

v
KKKKK

mrprL ×=×=定义

x

y

z

m

r
K

pK
O

L
K

⊥r θ

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅⋅

==

⇒

−

⊥

12 smkg

pr
prrmL

L

单位：

服从右手螺旋法则。

组成的平面和垂直于方向

大小：

：
KKK
θsinv

质点对某参考点的角动量反映质点

 绕该参考点旋转运动的强弱。

质点对定轴的角动量

rmv=D90sinvrmL = ω2mr=
ωJL =

2.质点系角动量
系统内所有质点对同一参考点角动

 量的矢量和矢量和

∑ ∑ ∑ ×=×==
i i i

iiiiii mrprLL v
KKKKKK

3.定轴转动刚体的角动量
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3.定轴转动刚体的角动量

iv
K

imΔ

o ir
K

ω
K

转动

 平面

z

Δmi 对O的角动量：

iiiio mrL v
KKK

Δ×=

大小： ω2iiiiiio rmmrL Δ=Δ= v

方向：ω
K
的方向

刚体对z轴的总角动量为

ωω

ω

Jmr

mrLL

i
ii

i
i

i
i

izz

∑

∑∑
==

==

2

2

二、刚体的角动量定理二、刚体的角动量定理

1. 质点的角动量定理

prL KKK
×=质点的角动量：

对时间t求导: 

)(
d
d

d
d pr

tt
L KK
K

×=
t
prp

t
r

d
d

d
d

KKKK
×+×=

Fr
KK

×=

0

M
K

=
质点角动量的时间变化率等于质点

 所受的合力矩。
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二、刚体的角动量定理二、刚体的角动量定理

1. 质点的角动量定理

prL KKK
×=质点的角动量：

对时间t求导: 

)(
d
d

d
d pr

tt
L KK
K

×=
t
prp

t
r

d
d

d
d

KKKK
×+×=

Fr
KK

×=

0

M
K

=
质点角动量的时间变化率等于质

 点所受的合力矩。

角动量定理微分式： LtM
KK

dd =⋅

tMd
K

称为dt时间内刚体所受合外

力矩的冲量矩。

角动量定理积分式：

112212
2

1

d ωω KKKKK
JJLLtM

t

t
−=−=⋅∫

质点的角动量定理：质点在t1 →t2 时

 间内所受合外力矩的冲量矩等于该段

 时间内质点角动量的增量。

2.  质点系的角动量定理

∑ ∑ ×==
i i

iii prLL
KKKK

质点系的角动量：

外外 ii FrM
KKK

×∑=
i

∑=
i

iL
tt

L KK

d
d

d
d

∑ ∑+=
i i

ii MM
内外

KK

0=∑
i

iM
内

K
∵

LtM
KK

dd =⋅∴
外

1122
2

1

d ωω KKK
JJtM

t

t
−=⋅∫

3.定轴刚体的角动量定理

112212
2

1

d ωω JJLLtM
t

t z −=−=⋅∫
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2.  质点系的角动量定理

∑ ∑ ×==
i i

iii prLL
KKKK

质点系的角动量：

外外 ii FrM
KKK

×∑=
i

∑=
i

iL
tt

L KK

d
d

d
d

∑ ∑+=
i i

ii MM
内外

KK

0=∑
i

iM
内

K
∵

LtM
KK

dd =⋅∴
外

1122
2

1

d ωω KKK
JJtM

t

t
−=⋅∫

3.定轴刚体的角动量定理

112212
2

1

d ωω JJLLtM
t

t z −=−=⋅∫

刚体的角动量定理：刚体在t1 →t2 时

 间内所受合外力矩的冲量矩等于该段

 时间内刚体角动量的增量。

三、角动量守恒定律三、角动量守恒定律

当 0
i

=×∑= 外外 ii FrM
KKK

时

1122 ωω KK JJ =

刚体所受合外力矩为零，则刚体的

 角动量保持不变。

下面看几个角动量守恒实例
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下面看几个角动量守恒实例

中
国
跳
水
运
动
员
郭
晶
晶

转动快慢自如
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猫尾巴的功能

猫掉下，四脚朝天，脊背朝地→
 会摔死。注意：注意：猫狠狠地甩了一下

 尾巴，结果，四脚转向地面，当它

 着地时，四脚伸直，通过下蹲，缓

 解了冲击。

四、含刚体系统的机械能守恒定律四、含刚体系统的机械能守恒定律

对于含刚体的系统，机械能守恒定

 律可表示为

Ckxmghmv c =+++ ∑∑∑∑ 222

2
1

2
1

2
1 ωJ

下图所示一半径为R的圆盘，汽

 车沿盘边开动时出现什么现象？什

 么量守恒？

R

轴对转盘的

 摩擦力矩可

 忽略
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例例33--1010. 一半径为R、质量为 M 的转

 台，可绕通过其中心的竖直轴转动, 质
 量为m 的人站在转台边缘，最初人和台

 都静止。若人沿转台边缘跑一周(不计

 阻力)，相对于地面，人和台各转了多

 少角度？

R

轴对转盘的

 摩擦力矩可

 忽略
解：解：选地面为参考系，设对转轴

人：J , ω ; 台：J′ ,  ω′
系统对转轴角动量守恒

0=′′− ωω JJ
其中 22

2
1 MRJmRJ =′=

ωω
M
m2

=′得

人对转台的角速度为：

ωωωω
M

mM 2+
=+′=′′

人沿转台边缘跑一周

∫ =′′ πω 2dt

πωωω 2dt2dtdt =
+

=+′ ∫∫∫ M
mM

人相对地面转过的角度:

Mm
Mt
+

== ∫ 2
π2dωθ

台相对地面转过的角度:

Mm
mt

+
=′=′ ∫ 2

)2(π2dωθ
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例例33--11.11. 如图，已知滑轮的质量为m0

 

, 
半径为R。斜面的倾角为θ,斜面上物体的

 质量为m, 物体与斜面间光滑；弹簧的劲

 度系数为k。现将物体从静止释放，释

 放时弹簧无形变。设细绳不伸长且与滑

 轮间无相对滑动，忽略轴间摩擦阻力

 矩，求物体沿斜面下滑x(m)时的速度。

 (滑轮视作薄圆盘) P.83

解：解：选取 m、m0 、k 和地球为系统，

θ

0m

R

m

O

k

x
0=pE

m

设 m 未释放时为初态，此时重力

 势能为零。当m 下滑 x 后为终态。

重力和弹性力均为系统保守内力，

 其它外力和非保守内力均不做功，

系统机械能守恒。

设滑轮相对于零势点的重力势能为 PE′

初态能量： )1(0 P0p0k EEE ′+=+

终态能量：

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+=+ 2

0
2

pk 2
1

2
1 ωJmEE v

)2(sin
2
1

P
2 ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ′+−+ Emgxkx θ

根据机械能守恒定律：式(1)=(2)，
又已知 2

02
1, RmJR M == ωv

解得 ( )

0

2

2
2
1sin4

mm

kxmgx

+

−
=

θ
v
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例例33--12.12. 质量为M、长为2l的均质细

 棒，在竖直平面内可绕中心轴转动。开

 始棒处于水平位置，一质量为m的小球

 以速度u垂直落到棒的一端上。设碰撞

 为弹性碰撞，求碰后小球的回跳速度以

 及棒的角速度。

O

u

lmJmul v+−=− ω
解：解：由系统角动量守恒

由机械能守恒定律

222

2
1

2
1

2
1 ωJmmu += v

mM
mMu

3
)3(

+
−

=v

lmM
mu

)3(
6
+

=ω

解得

解法二

y

取向上为y正方向

设碰撞时间为Δt
由动量定理： )( mumtF −−=Δ v
由角动量原理： 0−−=Δ− ωJtlF

消去Δt lmJmul v+−=− ω
由机械能守恒定律

222

2
1

2
1

2
1 ωJmmu += v

mM
mMu

3
)3(

+
−

=v

lmM
mu

)3(
6
+

=ω

解得
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解：角动量守恒

ω⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= 22

3
1 maMlamv

机械能守恒

222

3
1

2
1 ω⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ maMl

( )( )( )22 3232
6

1 maMlmaMlg
ma

++−=v

例例33--13.13. 一长为l、质量为M的杆可绕

 支点O自由转动。一质量为m、速度为v
 的子弹射入距支点为a的棒内。若棒偏

 转角为 30o

 
, 问子弹的初速度是多少？

O

v

l l a D30

( )°−= 30cos1mga ( )°−+ 30cos1
2
lMg

解得
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请点击观看轮子的运动请点击观看轮子的运动

§§33--5     5     进进
 

动动

进动(precession)：高速自转的物体其

 自身对称轴绕竖直轴做回旋运动。

陀螺(top)运动
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设陀螺质量为m，以角速度ω自转

重力对固定点O的力矩： gmrM
KKK

×=
θsinmgrM =

K
方向沿c点切向

绕自身轴转动的角动量： rJL ˆω=
K

角动量定理的微分式： tML dd ⋅=
KK

陀螺(top)运动分析： Ω
K
Ω
K

L
K

ωK

O

c
rKθ

mg

M
K

ϕθωϕθ dsindsind ⋅=⋅= JLL
KK

tmgrtML dsindd ⋅=⋅= θ
KK

ω
ϕ

J
mgr

t
=

d
d

进动角速度 =Ωd

结论：进动现象是自旋(spin)的物体

 在外力距作用下，沿外力矩方向不断

 改变其自旋角动量方向的结果。

Ω
K

θ
L
K

O

L
K

d

LL
KK

d+

dϕ
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