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基于等分法和迭代算法的磨料射流速度模型

章文峰
1,2，卢义玉

1,2 *，汤积仁
1,2，陆晓辉

1,2

(1.煤矿灾害动力学与控制国家重点实验室（重庆大学），重庆 400030；
2.重庆大学 复杂煤气层瓦斯抽采国家地方联合工程实验室，重庆 400030)

摘　要:针对前混合磨料射流磨料速度模型中存在的磨料受力考虑不全，无法体现磨料加速度、阻力系数以及雷

诺数等关键参数的变化等问题，以固液两相流理论为基础，建立了磨料在高压管路、喷嘴内的速度模型，并基于

等分法和迭代算法的数值求解方法，求解了磨料速度模型。计算结果与参考文献的平均百分比误差在5%之内，

验证了该算法的正确性。同时，利用该速度模型得到了磨料在高压管路和喷嘴内的速度、加速度、阻力系数以及

雷诺数的变化规律：高压管路内，磨料速度随磨料运动距离的增加逐渐增大，最后无限接近于水的速度；磨料加

速度和雷诺数随磨料运动距离的增加逐渐减小，最后会趋于零；而阻力系数则随磨料运动距离的增加逐渐增大。

喷嘴收敛段内，磨料速度随磨料运动距离的增加逐渐增大；磨料加速度、阻力系数以及雷诺数随磨料运动距离的

增加有一个先减小后增加的过程。喷嘴直线段内，磨料速度随磨料运动距离的增加逐渐增大；磨料的加速度、雷

诺数和阻力系数随着磨料运动距离的增加逐渐减小。
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Abstract: In order to solve the problems,that force analysis is not comprehensive and the results cannot reflect the change of key parameters,such

as particle acceleration,drag coefficient and Reynolds number,exist in the existing velocity models of pre-mixed abrasive water jet.Based on the

theory of solid-liquid two-phase flow,the velocity model of particle in the high pressure pipeline and the nozzle was established.And the particle

velocity model was solved by a numerical solution based on the bisection method and iterative algorithm.The developed models were finally veri-

fied by that the model calculations and the corresponding reference data are in good agreement with less than 5% average errors.At the same

time,the variations rule of velocity,acceleration,drag coefficient and Reynolds number of the abrasive in the high-pressure pipeline and nozzle

have been obtained by using the velocity model: In the high pressure pipeline,the particle velocity increases with the increase of the moving dis-

tance of particle,and finally it is infinitely close to the velocity of the water.The particle acceleration and the Reynolds number decrease with the

increase of the moving distance of particle,and finally become zero.The drag coefficient increases with the increase of the moving distance of

particle. In the convergent section of nozzle,the particle velocity increases with the increase of the moving distance of particle.The particle accel-

eration,drag coefficient and Reynolds number have a process of decreasing first and then increasing with the increase of the moving distance of

particle. In the straight section of the nozzle,the particle velocity increases with the increase of the moving distance of particle.and the accelera-

tion,the Reynolds number and the drag coefficient decrease with the increase of the moving distance of particle.
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磨料射流是由固体颗粒（金刚砂、石英砂、陶粒

等）与高速流动的水流或高压水流混合而成的液固

两相介质射流[1]。因其切割破碎作业效率高、作业过

程无热反应区、不发生化学反应等优点[2–3]，目前已

广泛应用于石油、煤炭、机械等行业，如磨料射流油

井割缝增产技术[4]、高压磨料射流割缝防突技术[5]、

磨料射流抛光技术[6]等。另外，磨料射流在辅助钻进

硬岩[7]以及减少隧道开挖爆破振动[8]方面也有巨大

的应用潜力。磨料射流的磨蚀能力几乎全由磨料产

生，在冲蚀过程中磨料动能的大小决定着冲蚀对象

是否产生塑性变形和形成裂纹[9–11]。磨料的加速效

率决定着磨料射流破碎结构体效率。因此，研究磨料

的加速过程，对提高水对磨料的加速效率，优化喷嘴

结构具有重要意义。

目前，Li[11]、李宝玉[12]、陆胜国[13]等对磨料在高

压管路以及喷嘴内的加速过程进行了大量的理论研

究，但是在他们的研究中存在磨料受力考虑不全、将

阻力系数当做常数处理等问题。左伟芹等[14]在充分

考虑磨料受力、将阻力系数当做变量的基础上研究

了磨料加速机制，但他们的算法比较复杂。另外，也

有大量学者[15–20]利用数值模拟方法研究了磨料在喷

嘴内的加速过程，不过在这些研究中，通常将磨料拟

流体化处理，这与磨料在磨料射流中的真实运动情

况有一定的差异。

综上所述，尽管前人对磨料射流磨料加速机理

进行了大量的理论研究和数值模拟，但是仍存在以

下不足：第一，模型中磨料受力考虑不全，和磨料的

真实受力情况有差异；第二，反映不出与运动相关的

阻力系数以及雷诺数的变化；第三，研究方法过于复

杂，反映不出磨料的加速度变化。因此，提出新的研

究方法，旨在反映磨料在运动过程中磨料加速度、与

运动相关的阻力系数和雷诺数的磨料速度模型显得

十分必要。

作者以固液两相流理论为基础，利用水在高压

管路和喷嘴内的运动方程和磨料在高压管路、喷嘴

内的运动方程，建立了磨料在高压管路和喷嘴内的

速度模型，并提出了基于等分法和迭代算法的求解

方法，求解了磨料运动方程，得出磨料在高压管路和

喷嘴内运动时，磨料加速度、与磨料运动相关的阻力

系数和雷诺数，以及速度的变化情况，为研究磨料射

流加速机理提供新的研究方法，为提高磨料射流加

速效率以及优化喷嘴结构提供一定的理论基础。

1   磨料在高压管路内的速度模型

1.1   水在高压管路内的运动方程

假设水在高压管路内的运动为1维流动且为定

常流动，忽略水在高压管路内流动时的沿程阻力

损失。

d

Vw

高压管路的直径为 ，系统流量为Q，水在高压管

路内的速度 ，三者之间满足以下关系：

Vw= 4
Q
πd2

（1）

1.2   磨料在高压管路内的运动方程

假设磨料在高压管路内的运动为1维流动，磨料

为球形颗粒。磨料质量浓度约为5%，磨料对水的运

动不产生影响，磨料颗粒之间不发生碰撞。

FD

FS Fa FP

磨料在高压管路内受到惯性力 、Stokes阻力

、附加质量力 和压强梯度力 的作用。因此，磨

料颗粒在高压管路内的运动微分方程为：

1
6
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（2）

根据第1.1节中假设，水在高压管路内运动时，水

的速度不变。同时，忽略沿程阻力损失，由伯努利方

程可知，在高压管路内，水在高压管路内的压强是相

同的。所以式（2）可以简化为：

dVp

dt
=

3CDρw

∣∣∣Vw−Vp

∣∣∣ (Vw−Vp
)(

4ρp+2ρw
)
dp

（3）

Vw Vp

dp ρw ρp

CD Re

式中： 和 分别为水和磨料在高压管路内的速度，

m/s； 为磨料粒径，m； 和 分别为水和磨料的密

度，kg/m3； 为Stokes阻力系数，其值与雷诺数 有

关，雷诺数的定义如下：

Re =
ρwdp

∣∣∣Vw−Vp

∣∣∣
µ

（4）

µ Vw−Vp式中： 为水的黏度，Pa·s；（ ）为水与磨料速度

之差，m/s。
1.3   求解方法

将式（3）化简可得：

ap=
3CDρw

∣∣∣Vw−Vp

∣∣∣ (Vw−Vp
)(

4ρp+2ρw
)
dp

（5）

从式（5）可以看出，磨料在高压管路内运动时，

磨料加速度不是定值，求出该方程的显式解是非常

困难的。为此提出了基于等分法和迭代算法的近似

求解磨料速度的方法，即将磨料的运动距离等分为

一定数量的线段，假设磨料在每一等分段内运动时

磨料加速度是一常数，利用每一段的终点速度又是

下一分段的起点速度这一特点，同时，磨料在开始运

动时的初始速度已知，利用迭代求解的方法，求出磨

料在整个运动距离的速度。
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L n

s = L/n

i

Vpi Vpi+1

api

具体思路如下：将磨料运动距离 等分为 段，每

一小段的距离为 。在每一小段内，假设磨料加

速度是一常数，利用每一段内的起点速度，即可求得

每一段的终点速度。假设，在第 段内，磨料的起始速

度为 ，磨料在终点的速度为 ，磨料的加速度为

，那么，它们之间满足以下关系：

V2
pi+1−V2

pi = 2api s （6）

api在迭代过程中，磨料加速度 的表达式为

api =
3ρwCDi

∣∣∣Vw−Vpi

∣∣∣ (Vw−Vpi
)

(4ρp+2ρw)dp
（7）

结合式（6）和（7）可得，磨料速度在迭代过程中

的表达式为：

Vpi+1 =

√
3ρwCDi

∣∣∣Vw−Vpi

∣∣∣ (Vw−Vpi
)

2ρp+ρw
s+V2

pi （8）

CDi i

CD Re

Rei

式中， 对应着在第 段起点时的阻力系数，阻力系

数 的值是由雷诺数 决定的。在迭代过程中，雷诺

数 的表达式为：

Rei =
ρwdp

∣∣∣Vw−Vpi

∣∣∣
µ

（9）

Re CD式中，雷诺数 与阻力系数 之间的取值见表1[21]。

Rei CDi由表1可知，当 时，即可确定 。

因为磨料从磨料罐经混合腔进入高压管路时速

度为0 m/s，所以磨料射流初始速度为0 m/s，将其代

入迭代方程，即可求出磨料在高压管路内的速度、加

速度、雷诺数以及阻力系数。

2   磨料在喷嘴内的速度模型

θ L1 L2

使用的喷嘴为圆锥收敛型喷嘴，该类型喷嘴加

工简单，加速效果较好，其结构如图1所示。收敛角为

，收敛段长度和直线段长度分别为 和 ，喷嘴总长

L D为 ，喷嘴出口直径为 。因为该类型喷嘴包含收敛

段和直线段，因此研究磨料在喷嘴内的运动过程分

为磨料在收敛段和直线段内两个运动过程。

2.1   水在喷嘴收敛段内的运动方程

假设水在喷嘴收敛内的运动为1维流动且为定

常流动，忽略水在收敛段内流动时的沿程阻力损失。

x

系统流量为Q，根据喷嘴结构关系，可得收敛段

内任意位置 处的水速为：

Vw =
4Q

π
(
D+2(L1− x) tan

(
θ

2

))2 （10）

2.2   磨料在喷嘴收敛段内的运动方程

假设磨料在喷嘴收敛段内的运动过程为1维流

动，磨料为球形颗粒。磨料质量浓度约为5%，磨料对

水的运动的不产生影响，磨料颗粒之间不发生碰撞。

FD

Fa FS Fp

磨料在喷嘴收敛段内受到惯性力 、附加质量

力 、Stokes阻力 、压强梯度力 的作用。因此，磨

料颗粒在喷嘴收敛段内的运动微分方程为：
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（11）
dP/dx式中： 为沿射流方向的压强梯度，Pa·s；其他参

数定义与第1.2节中的参数相同。

2.3   求解方法

对式（11）进行化简，得到：

ap =
ρw

2ρp+ρw

dVw
dt
+

3ρwCD

∣∣∣Vw−Vp

∣∣∣ (Vw−Vp
)

(4ρp+2ρw)dp
+

2
2ρp+ρw

dP
dx
（12）

L1 n

s = L1/n

Vwi Pi Vpi

Vwi+1 Pi+1 Vpi+1

api

假设水为不可压缩，且忽略喷嘴内流场液相的

重力势能。将喷嘴收敛段长度 等分为 段，每一小

段的距离为 。在第i段内，假设第i段起点处水

的速度为 ，压力为 ，磨料的速度为 ，终点处水

的速度为 ，压力为 ，磨料速度为 ，磨料的

加速度为 根据质量守恒定律和伯努利方程可知：

 

L

L
1

L
2

x

θ D
D
xD

0

图 1　喷嘴结构示意图

Fig.1　Configuration of nozzle
 

 

Re CD表 1　雷诺数 与阻力系数 取值关系

Tab.1　 Drag coefficient equations
 

Re CD

Re≤0.1 24.0/Re

0.1<Re≤1.0 22.73/Re+0.090 3/Re2+3.69

1.0<Re≤10.0 29.166 7/Re～3.888 9/Re2+1.222

10.0<Re≤100.0 46.5/Re～116.67/Re2+0.616 7

100.0<Re≤1 000 98.33/Re～2 778.0/Re2+0.364 4

1 000.0<Re≤5 000 148.62/Re～4.75×104/Re2+0.357

5 000.0<Re≤10 000.0 –490.546/Re+57.87×104/Re2+0.46

10 000.0<Re≤50 000.0 –1 662.5/Re+5.416 7×106/Re2+0.519 1

Re>50 000.0 0.44
 

182 工程科学与技术 第 50 卷



Pi+1−Pi =
1
2
ρwV2

wi−
1
2
ρwV2

wi+1 （13）

i所以在第 段内，压强梯度可以表示为：

dP
dx
=
ρw

(
V2

wi−V2
wi+1

)
2s

（14）

i

由于假设水在喷嘴内的流动属于定常流动，因

此水的速度可以用位置x的函数表示，在第 段内，有：

dVw

dt
= Vw

dVw

dx
= Vwi

Vwi+1−Vwi

s
（15）

i api

将式（14）和（15）代入式（12），即可得，磨料在第

段内加速度 的表达式，即磨料加速度在迭代过程

中的表达式为：

api=
ρw

2ρp+ρw
Vwi+1

Vwi−Vwi+1

s
+

3ρwCDi

∣∣∣Vwi−Vpi

∣∣∣ (Vwi−Vpi
)

(4ρp+2ρw)dp
（16）

同样地，可以得到磨料速度在迭代过程中的表

达式为：

Vpi+1 =

√
2(

ρw

2ρp+ρw
Vwi+1

Vwi−Vwi+1

s
+

3ρwCDi

∣∣∣Vwi−Vpi

∣∣∣ (Vwi−Vpi
)

(4ρp+2ρw)dp
)s+V2

pi （17）

CDi

Re

式中， 的求法与第1节中的内容类似，其取值与雷

诺数 有关。

雷诺数Re在迭代过程中的表达式为：

Rei =
ρwdp

∣∣∣Vwi−Vpi

∣∣∣
µ

（18）

磨料在收敛段内的初始速度为磨料从高压管路

进入喷嘴收敛段时的速度，将其代入即可求出收敛

段内磨料的速度。

2.4   磨料在喷嘴直线段内的速度模型

假设水在喷嘴直线段内的运动过程为1维流动

且为定常流动，忽略水在喷嘴直线内流动时的沿程

阻力损失，磨料在喷嘴直线段内的运动过程为1
维流动。磨料为球形颗粒。磨料质量浓度约为5%，磨

料对水的运动不产生影响，磨料颗粒之间不发生

碰撞。

FD FS Fa

Fp

因为直线段的结构与高压管路的结构类似，两

者的横截面积都保持不变，水的速度也保持不变，磨

料受到惯性力 、Stokes阻力 、附加质量力 、压强

梯度力 的作用，磨料在喷嘴直线段内的运动与磨

料在高压管路内的运动相似，该算法与磨料在高压

管路内相同，在此不再赘述。

3   算例对比及实证分析

假设系统流量为80 L/min，磨料密度为2.7×
103 kg/m3，磨料粒径为0.85 mm，水的密度为1.0×
103 kg/m3，水的黏度为1.14×10–3 Pa·s，高压管路的内

径为25 mm，喷嘴收敛段长度为15 mm，喷嘴直线段

长度为11 mm，收敛角为14°，喷嘴出口直径为3 mm。

实际过程中，高压管路较长，先观察磨料在一定

长度的高压管路内的运动情况。磨料从磨料罐经混

合腔进入高压管路时的初始速度为0 m/s，选取磨料

运动距离为1 m，将磨料运动距离等分10 000段（n=
10 000）, 将上述参数代入第1节中的式（6～9），得到

磨料在高压管路内运动时，水的速度、磨料速度、磨

料加速度、雷诺数以及阻力系数，计算结果如图2～
4所示。

从图2中可以看出，磨料速度在高压管路内是一

直增加的，而且磨料速度增加幅度随着运动距离的

增加逐渐减小，最后磨料速度增幅几乎为零。在本例

中，磨料经过0.1 m加速后，其速度达到水速的96%；

经过0.3 m加速后，磨料速度基本和水速相等；之后磨

料速度无限接近于水的速度。

从图3中可以看出，高压管路内磨料加速度随磨

料运动距离的增加逐渐减小，而且减小幅度随着运

动距离的增加逐渐减小，磨料加速度的变化与图2中
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图 2　高压管路内磨料与水的速度分布

Fig.2　Velocity distribution of the abrasive and water in
the high pressure pipeline
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图 3　高压管路内磨料加速度分布

Fig.3　Distribution of the acceleration of abrasive in the
high pressure pipeline
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磨料速度的变化一致。究其原因是由于磨料速度的

增加，磨料速度与水的速度差逐渐减小，磨料加速度

逐渐减小，最后磨料速度与水的速度无限接近，磨料

加速度逐渐趋于零。

Re

CD

图4是磨料在高压管路内运动时的雷诺数 和

阻力系数 的变化趋势。

CD

从图4中可以发现，无论是雷诺数还是阻力系数

都不是一个定值，由于雷诺数与水速度和磨料速度

之差的绝对值成正比，随着磨料运动距离的增加，磨

料速度增大，水速和磨料速度之差的绝对值随之减

小，因此雷诺数随着磨料运动距离的增加而减小，最

终雷诺数会趋于零。另外，从图4中还可以发现，磨料

在加速过程中，阻力系数是变化的，阻力系数随着磨

料运动距离的增大随之增大。因此，在研究磨料加速

机理时，不可将阻力系数 当做一个常数处理。

磨料在高压管路加速完后进入喷嘴。从前面的

分析可知，磨料进入喷嘴收敛段时的初始速度无限

接近高压管路内水的速度相等。在本例中，磨料从高

压管路进入喷嘴收敛段时速度为2.716 m/s，所以，磨

料在喷嘴收敛段内运动时的初始速度为2.716 m/s。
喷嘴收敛段长度为15 mm，磨料运动距离即为15 mm，

将磨料运动距离等分1 500段（n=1 500）, 将上述参数

代入第2节中的迭代公式中，得到磨料在喷嘴收敛内

运动时，水的速度、磨料速度、磨料加速度、雷诺数以

及阻力系数，计算结果如图5～7所示。

从图5中可以看出：在喷嘴收敛段内，水和磨料

的速度都在急剧增大。在0～10 mm范围内，水和磨料

的速度增幅基本相似，两者的增幅都不大，进入

10～15 mm范围内，水和磨料的速度都在急剧增加，

磨料速度的增幅没有水的增幅大。

图6反映喷嘴收敛段内磨料加速度变化。从图6
中可以看出，磨料进入收敛段后，其加速度有一个先

减小后增加的过程。在0～1.63 mm之内，磨料加速度

处于一个减小过程，减小幅度随着运动距离的增加

而减小；而在1.63～15 mm之内，磨料加速度处于增

加过程，而且增幅随着运动距离的增加逐渐增大。由

于磨料加速度都是正值，磨料在收敛段内一直处于

加速状态。

图7是喷嘴收敛段内雷诺数与阻力系数随运动

距离的变化曲线。从图7中可以看出：雷诺数和阻力

系数的变化趋势一致，都是随着运动距离的增加，先

减小后增大的过程。两者在4.25 mm位置处，出现最

小值。

磨料在喷嘴收敛段加速完后，进入喷嘴直线段

内。磨料在直线段时的初始速度为磨料在喷嘴收敛

段末端时的速度，直线段内长度为11 mm，磨料运动
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图 5　喷嘴收敛段内磨料与水的速度分布

Fig.5　Velocity distribution of the particle and water in the
convergent section of the nozzle
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图 6　喷嘴收敛段内磨料加速度曲线

Fig.6　Distribution of the acceleration of particle in the
convergent section of the nozzle
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Fig.7　Change of Reynolds number and drag coefficient in
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距离即为11 mm，将磨料运动距离等分为1 100（n=
1 100），将其代入式（6～9）求出直线段内水的速度、

磨料速度、磨料加速度、雷诺数以及阻力系数，计算

结果如图8～10所示。

从图8～10可以看出：磨料在直线段内运动时，

磨料速度、磨料加速度、阻力系数以及雷诺数随着磨

料运动距离的变化规律。在直线段内，磨料的速度随

着运动距离的增加逐渐增大，但是磨料速度增幅随

着运动距离的增加逐渐减小。因为在直线段内，磨料

的加速度随着运动距离的增大逐渐减小，使得磨料

速度的增幅逐渐减小。雷诺数和阻力系数的变化趋

势与磨料加速度的变化趋势一致，也是随着运动距

离的增加而逐渐减小。

为了验证本文提出的速度模型和求解方法，利

用本文的方法结合文献[14]中的算例条件，计算得到

喷嘴内水和磨料速度分布，并与文献[14]中的计算结

果进行了对比，计算结果对比如图11所示。

从图11中可以看出，本文所用的方法得到的水

的速度曲线与文献[14]中的水的速度曲线两者重合，

表示水的速度是相同的。图11中，点画线对应的是利

用本文所用方法计算得到的磨料速度曲线，而磨料

速度实线对应文献[14]中的磨料速度曲线。对比发

现，本文模型计算得到的磨料速度与文献[14]中的磨

料速度无论是变化趋势还是大小基本保持一致。利

用数学统计方法，进一步分析发现，本文计算得到的

磨料速度与文献[14]中磨料速度之间的标准偏差为

0.778 m/s，平均误差百分比约为4.99%。从而验证了

本模型和求解方法的正确性。

4   结　论

针对前混合磨料射流磨料速度模型中存在的磨

料受力考虑不全、无法体现磨料加速度、阻力系数以

及雷诺数等问题，以固液两相流为基础，建立了磨料

在高压管路、喷嘴内的速度模型，并提出了基于等分

法和迭代算法的求解方法，求解磨料速度模型。计算

结果与参考文献的平均百分比误差在5%之内，吻合

较好，验证了该算法的正确性。

高压管路内，磨料速度随磨料运动距离的增加

逐渐增大，最后会无限接近于水的速度；磨料加速度

与雷诺数的变化趋势一致，都随磨料运动距离的增

加逐渐减小，最后会趋于零。而阻力系数则随着磨料

运动距离的增加逐渐增大。

喷嘴收敛段内，磨料速度随着磨料运动距离的

增加逐渐增大；磨料加速度、阻力系数以及雷诺数的

变化趋势一致，都随着磨料运动距离的增加有一个

先减小后增加的过程。

喷嘴直线段内，磨料随着运动距离的增加逐渐
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图 10　喷嘴直线段内雷诺数与阻力系数变化曲线

Fig.10　Change of Reynolds number and drag coefficient
in the straight section of the nozzle
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Fig.11　Comparison of calculated results with reference
data
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图 8　喷嘴直线段内磨料与水的速度分布

Fig.8　Velocity distribution of the particle and water in the
straight section of the nozzle
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图 9　喷嘴直线段内磨料加速度曲线

Fig.9　Distribution of the acceleration of particle in the
straight section of the nozzle
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增大；磨料的加速度、雷诺数和阻力系数三者的变化

趋势一致，都随着磨料运动距离的增加而逐渐

减小。
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