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动力水力压裂的相场模拟方法 
 

刘国威，李庆斌，梁国贺 
(清华大学 水沙科学与水利水电工程国家重点实验室，北京  100084) 

 

摘要：水力压裂计算对页岩气开采至关重要，将岩体等效为均匀多孔介质，以动力达西–毕奥流描述岩体内的渗

流过程，以相场方法追踪裂缝扩展，将压裂裂缝内流体近似为泊肃叶流，并通过修正渗流方程予以实现，从而提

出了动力水力压裂的相场模拟方法，并基于显式有限元框架进行数值求解。通过与一维解析解对比说明所提方法

计算位移和动水压的准确性。一系列数值算例表明，提出的压裂相场模拟方法能够模拟动力水力压裂作用下裂缝

动态扩展的典型特征，且能够计算水力压裂裂缝的相交、分叉和三维扩展等复杂裂缝扩展形态，为动力水力压裂

设计提供了强有力的数值计算工具。  
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A phase-field description of dynamic hydraulic fracturing 
 

LIU Guowei，LI Qingbin，LIANG Guohe 
(State Key Laboratory of Hydroscience and Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China) 

 

Abstract：Calculations of hydraulic fracturing are very essential for the exploration of shale gas. In this paper，the 
shale is approximated by a homogeneous porous medium. The seepage process in rock mass and the fluid motion 
in cracks are described by the dynamic Darcy-Biot and Poiseuille flows respectively. The crack propagation is 
tracked with the phase-field method and the simulation method for the dynamic hydraulic model is proposed. The 
method is implemented under an explicit finite element scheme. The accuracy of the method to calculate the 
dynamic displacement and pressure fields is illustrated by comparing the output with the one-dimensional 
analytical solution. A series of numerical examples indicate that the proposed method can not only simulate the 
typical characteristics of dynamic hydraulic fracturing，can also calculate the crack intersection，bifurcation and 
three-dimensional propagation. 
Key words：rock mechanics；hydraulic fracture；phase-field；Darcy-Biot fluid；explicit finite element 
 
 
1  引  言 

 
页岩气储集方式不同于常规天然气，表现为一

部分以吸附状态存在于微孔隙内表面上，一部分以

游离状态存在于页岩的宏观裂隙中，要靠水力压裂

形成复杂开放的裂缝网络以提高页岩储层的宏观渗

透率，页岩气开采才会具备商业价值，因此水力压

裂计算意义重大。 
虽然微孔洞对页岩气的吸附和储集贡献巨大，
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但是其孔径一般在纳米到微米级别，因此宏观上无

法对这些复杂的微孔洞进行定量分析，目前一般将充

满微孔隙的页岩宏观等效为多孔连续渗透介质[1]，

这样就可以应用连续介质力学和土体渗流学中成熟

并行之有效的分析方法。K. Terzaghi[2]最先考虑土

体中的变形与流体流动的耦合作用，提出了将总应

力分解为有效应力和孔隙水压力，后来 M. A. Biot[3-4]

将有效应力原理推广到三维岩体本构模型，并通过

达西定律考虑渗流作用，自此毕奥本构便成为研究岩

土等多孔介质的应力–渗流耦合常用本构。D. I. 
Garagash 等[5]基于毕奥本构计算出了在压裂液黏性

和裂缝扩展 2 种耗散方式共同作用下的岩石裂尖应

力场，对研究页岩起裂很有意义。H. B. Zhang 等[6]

在毕奥本构基础上考虑了页岩气开采过程中吸附作

用对体应变的影响。 
模拟水力压裂不仅要考虑孔隙介质渗流问题，

还需要考岩体中裂缝的起裂、扩展以及裂缝中流体

的流动等问题，目前裂缝内的流体一般考虑为泊肃

叶层流[7]，T. J. Boone 和 A. R. Ingraffea[8]利用黏聚

力单元首次模拟了由裂缝内流体驱动的水力压裂过

程，但是假设已知裂缝起裂位置并完全忽略裂缝周

围流体的连续性方程，B. A. Schrefler 等[9-10]在此基

础上进一步将岩体考虑为饱和孔隙介质，并将黏聚

力模型与自适应网格技术结合。J. Réthoré 等[11]将上

述过程利用扩展有限元方法实现，以克服裂缝只能

在单元边界扩展的问题，F. Irzal 等[12]在此基础上考

虑几何非线性的影响。此外，还有一些非传统有限

元框架下水力压裂的数值模拟，比如格子法[13]，有

限元–离散元耦合法等[14]。 
近年来相场方法在断裂数值计算领域越来越受

到关注，A. Mikelić 等[15]建立了位移场、相场和水

压场三场耦合的水力压裂模型，C. Miehe 等[16]在其

原有相场模型基础上建立了变分原理框架下的相场

水力压裂模型。相场方法较其他方法在计算裂缝扩

展方面的优势主要是模拟裂缝的相交、分叉和三维

扩展等复杂扩展路径。但是已有的相场水力压裂模

型基本没有考虑惯性作用，因此无法模拟动态裂缝

分叉问题。鉴于此，本文将在相场断裂模型基础上

提出考虑动力达西–毕奥流的动力水力压裂模拟方

法，并基于 ABAQUS 显式有限元框架数值实现。 
 
2  控制方程推导 
 
2.1 岩体内渗流方程 
2.1.1 有效应力原理 

本文将页岩基体视为均匀多孔介质，应力计算

基于 K. Terzaghi[2]提出的有效应力原理，即有效应

力作为总应力的一部分控制着岩体变形，假设总应

力可分解为有效应力和孔隙水压力： 

eff pα= − 1σ σ                (1) 

式中：σ 为总柯西应力张量， effσ 为有效应力张量，

p 为孔隙水压力，1 为单位张量，α 为毕奥系数。

在岩石力学和其他孔隙材料介质力学中被广为接受

的毕奥系数表达式为 

s

g

1
K
K

α = −                  (2) 

式中：Ks 为岩体骨架的体积模量，Kg 为岩体晶体的

体积模量。 
2.1.2 固体和液体的平衡方程 

假设页岩气储层处于饱和状态，则岩体的平衡

方程由固体和液体的质量守恒方程及动量守恒方程

组成。固体相和液体相的质量守恒方程可以分别表

达为 
s s s[(1 ) ] div( ) 0n n

t
ρ ρ∂

− + =
∂

v         (3) 

l l l l( ) div( ) 0n n s
t

ρ ρ ρ∂
+ + =

∂
v        (4) 

式中：n 为岩体的孔隙度， sρ 为固体的密度， lρ 为

液体的密度，vs 为固体的速度，vl 为流体速度，s 为
外界输入液体的单位体积流量。 

固体相和液体相的动量守恒方程可以分别表达

为 
s s

eff(1 ) div( ) (1 )n n pρ− − + − ∇ −σa  
s 2 l s(1 ) + ( ) 0n nρ η− − =g k v v       (5) 

l l l 2 l s( ) 0n n p n nρ ρ η+ ∇ − − − =a g k v v    (6) 

式中：as 为固体的加速度，al 为液体的加速度，g
为重力加速度向量，η 为液体动力黏滞系数，k 为

渗透率张量。 
2.1.3 岩体平衡方程 

将式(3)与(4)相加即得到岩体的质量平衡方程： 
s s l l(1 ) div( ) 0n nρ ρ ρ− + − − =a a gσ      (7) 

式中： ρ 为岩体的密度， s l(1 )n nρ ρ ρ= − + 。 
假设密度和孔隙度随空间的变化可以忽略，则

质量守恒方程式(3)和(4)可以写为 
s s s s(1 ) (1 ) div( ) 0n n nρ ρ ρ− + − + − =v     (8) 

l l l l ldiv( ) 0n n n sρ ρ ρ ρ+ + + =v       (9) 

流体密度本构为 
l l

l

d
dp K
ρ ρ

= −               (10) 
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式中：Kl 为反映液体压缩性的体积模量。将式(10)
代入式(9)得 

l

l

div( ) 0n p n n s
K

− + + + =v        (11) 

假设岩体晶体的密度是总应力和水压力的函

数[17]： 
s

s
vol

l

( )
(1 )

np
K n

ρρ σ= +
−

        (12a) 

式中： volσ 为体积应力，表达式为 

vol s volK pσ ε α= +           (12b) 
式中： volε 为体积应变。将式(12a)代入到式(8)中得

到： 

s

s

1( ) div( )n n p
K

α
⎡ ⎤

= − −⎢ ⎥
⎣ ⎦

v          (13) 

将式(13)代入到式(11)得 

s l s

l s

div( ) div( )n n p n s
K K

α α
⎛ ⎞−

+ = + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

v v v  (14) 

利用式(6)，式(14)可以写为 

l l l

l s

div ( )n n p p
K K

α ρ ρ
η

⎛ ⎞ ⎡ ⎤−
+ = ∇ − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠

k g + a  

sdiv( ) sα +v             (15) 

联立式(7)和(15)，并假设流体加速度和固体加

速度相等(即 al = as，下文中统一用 a 表示)，在不考

虑高频动力情况下该假设是可以接受的[18]。这样就

得到了本文需要的动力达西–毕奥流的控制方程： 

l l

l s

s

div( )

div ( )

                            div( )

n n p p
K K

s

ρ ρ

α ρ ρ
η

α

− − = ⎫
⎪

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− ⎪+ = ∇ − +⎜ ⎟ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎪

⎪+ ⎭

0a g

k g + a

v

σ  

(16) 
式(16)中包含了液体平均流速的表达式： 

l l
D D ( )p ρ ρ= ∇ −H K g + a         (17) 

其中， 

D /η=K k  

DH 可以理解为动力达西流的平均流速，表明

驱动液体流动的内部因素包括压力梯度、重力和流

体惯性的散度。 DK 是由与达西渗透系数 Kh 相关的

空间渗透系数 l( /hK K K γ= ， lγ 为液体的容重)构成

的各向同性张量。 
2.2 相场表示的裂缝 

基于断裂变分方法[19]的相场模型在模拟复杂

裂缝形态(如裂缝分叉、相交和三维扩展)方面独具

优势[20-21]，并且已经被通过子程序成功嵌入到通用

有限元软件中[22-23]。模型仅通过相场变量φ (x，t)∈[0，
1]来估计裂缝表面 Γ，当φ  = 1 时表示裂缝，当φ  = 
0 时表示材料完好，特征长度参数 l0∈R+控制相场

梯度区域(0＜φ ＜1)的宽度，如图 1 所示。则裂缝表面

能可以通过相场变量φ 和临界能量释放率Gc表示[20]为 
2

20
c c

0

( 1)d | | d
2 2

l
G G

lΓ Ω

φ φ
⎡ ⎤−

+ ∇⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫≈x x    (18) 

 

 
图 1  相场变量表示的裂缝 

Fig.1  Fissures described with a phase-field model 
 

利用相场变量表示的裂缝表面能和断裂变分理

论[19]即可得到在弹性应变能驱动下的相场演化方

程[20，23]： 

+c
eff c 0 eff

0

2 2
G

G l
l

ψ φ φ ψ+⎛ ⎞
+ − Δ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
      (19) 

式中： effψ + 为受拉作用下的弹性应变能密度(弹性应

变能密度 effψ 在应变谱空间可以分解为受拉作用部

分 effψ + 和受压作用部分 effψ − [20，23])，即受压作用下的

弹性应变能不驱使相场演化。 
2.3 裂缝内流速等效 
2.3.1 裂缝内的流速 

水力压裂形成裂缝后，其内部流体的流速会显

著加快，故有必要对式(17)所表达的渗流流速做出

修正。可以将水力压裂计算过程中的流速分为裂缝

内和裂缝外 2 个部分：  

D C= +H H H               (20) 

式中： CH 为裂缝内的平均流速，本文将裂缝内流

体等效为泊肃叶流。两板长度为 L 且间距为 w 的泊

肃叶流示意图如图 2 所示。考虑 2 个间距(也可以理

解为裂缝的张开口位移)为 w 的平板之间泊肃叶流，

如图 2(a)所示，根据纳维–斯托克斯方程可得流速 v
的解析解： 

2
21

2 2
wv z p

η
⎡ ⎤⎛ ⎞

= − ∇⎢ ⎥⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎣ ⎦
         (21) 

Ω∂  

( )Γ φ

Ω

1φ =

0φ =

0l
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(a) 泊肃叶流解析解流速分布形式 

 
(b) 等效平均流速分布形式 

图 2  w 宽的裂缝内泊肃叶流 
Fig.2  Poiseuille-type laminar flow in a crack with opening w 

 

根据流量相等的原则，如图 2(b)所示，得到平

均流速表达式： 

2

C

d

12
A
v AQ w p

A A η
= = = ∇∫H        (22) 

式中：Q 为流量，A 为截面积。式(22)表明泊肃叶流

的平均流速与裂缝张开位移成平方关系(即泊肃叶

定律)，为统一式(17)和(22)，现将式(22)假设为达西

定律的形式： 
l l

C C ( )p ρ ρ= ∇ − −H K g a         (23) 

根据式(23)可知裂缝内的渗透张量 CK 依赖于

w2。 
2.3.2 裂缝内的渗透张量 

节 2.3.1 将裂缝内的流体等效为泊肃叶流并通

过在原达西流基础上修改渗透张量得以实现，欲补

充泊肃叶流对应的渗透张量关键在于求出裂缝张开

位移值 w，但是相场断裂模型属于弥散式裂缝模

型，因此不能显式地表达裂缝张开位移 w。本文将

根据 C. Miehe 等[16]的做法，通过单元的局部变形表

达 w。 
考虑几何非线性，并考虑初始构型 X∈B0中一

条由相场表示的裂缝面Γ变形到当前构型 x∈ tϕ (B0)
中的裂缝面 ( )tϕ Γ ，如图 3 所示，向量 n0 为初始构

型中裂缝面的法向单位向量，对于相场模型 n0 显然

可以通过相场变量的梯度表示： 

0 | |
φ
φ

∇
=

∇
n                 (24) 

 

 
 

图 3  初始构型与当前构型中相场表示的裂缝面 
Fig.3  The crack surface in the initial configuration and the  

deformed configuration 
 

如图 3 所示，由于单元变形而导致的拉伸向量

为 

0= Fnλ                (25) 

式中：F 为变形梯度(F = dx/dX)。由变形作用导致

的拉伸向量λ 不再垂直于裂缝面，由于相场模型通

过局部连续变形描述裂缝，因此λ 可以局部分解为

与 I 型裂缝和 II 型裂缝相对应的裂缝张开量，将λ
投影到当前构型中与裂缝面垂直的方向上，可以得

到与泊肃叶流(I 型裂缝)相对应的拉伸向量分量： 
λ⊥ = nλ               (26) 

式中：n 为当前构型中裂缝面的法向单位向量： 
T

T| | | |
φ φ
φ φ

−

−

∇ ∇
= =

∇ ∇
x

x

Fn
F

            (27) 

将式(27)代入到式(26)中，得到λ⊥ 的封闭形式： 

1

φ φλ
φ φ⊥ −

∇ ∇
=

∇ ∇C
              (28) 

式中：C 为右柯西–格林张量(C = FFT)。 
由于推导基于局部变形进行，为消除有限元网

格尺寸的影响引入特征长度，并通过上面得到的拉

伸量表达出裂缝张开位移： 

2 2
2 ( 1) ( )

0 ( )
L c

w
c

λ φ
φ

⊥ ⊥⎧ −
= ⎨

⎩

＞

≤
         (29) 

式中：c 为开始考虑泊肃叶流效应的相场变量阈值，

c≤1；L⊥为裂缝面法向方向上的特征长度，在有限

元计算中可取为单元的特征长度 h，即 L⊥ = h。 
综上，写出与泊肃叶流对应的渗透张量： 

2 1 1 1
C c [ ( ) ( )]K w − − −= − ⊗K I I n I n      (30) 

其中， 

C 1 / (12 ) Kη= −K  

式中：I 为单位张量。显然 KC为与裂缝方向相关的

各向异性二阶张量。这样，岩体的总体渗透张量可

以写为 
D C( ) ( )φ = +，K F K K F         (31) 

2.4 控制方程 
节 2.3 建立了考虑动力达西–毕奥流的含裂缝

n0

X
Γ

tϕ  λ  

λ⊥

( )tϕ Γ

x 

n
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岩体平衡方程和渗流方程，并引入了追踪裂缝的相

场演化方程，现引入一个历史状态变量D控制裂缝

一旦形成不会再愈合及应变能密度在到达一定值前

刚度矩阵不发生退化[16]： 

eff

c 0

2 ( )
1

/G l
ψ +

+

= −D
ε

            (32) 

式中：麦考利括号定义为：< • >+ = ( • + | • |) / 2；

eff ( )ψ + ε 由有效应力求得 

+ 2 +
eff eff

1( ) [(1 ) ]
2

ψ φ κ += − +ε σ ε         (33) 

式中： eff
+σ 和 +ε 分别为受拉状态下的柯西有效应力

张量和对数应变张量： 

eff eff
1

1

=

=

d
a

a a
a

d
a

a a
a

σ

ε

+

= +

+

= +

⎫⊗ ⎪⎪
⎬
⎪⊗
⎪⎭

∑

∑

n n

n n

σ

ε
          (34) 

式中： eff
aσ 和 aε 分别为柯西有效应力张量和对数应

变张量的特征值。由于考虑了几何非线性，所以柯

西应力张量 effσ 可由第一类皮奥拉–柯克霍夫应力

张量求得 
1 T

eff J −= PFσ              (35) 

对数应变张量ε 可由右柯西–格林张量求得 
1 ln
2

=ε C                 (36) 

将式(32)代入式(19)中，则相场演化方程改写

为 

0 (1 )l φ φΔ + + =D D           (37) 

联合式(16)和(37)就建立了本文所提出的动力

水力压裂模拟方法的控制方程： 

l l

l s

s

0

div( ) 0

div ( )

                            div( )
(1 )

n n p p
K K

s
l

ρ ρ

α ρ ρ
η

α
φ φ

− − = ⎫
⎪

⎛ ⎞ ⎡ ⎤− ⎪+ = ∇ − +⎜ ⎟ ⎪⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎬⎝ ⎠

⎪+ ⎪
⎪Δ + + = ⎭

a g

K g + a

v

σ

D D

 (38) 

 
3  方法的有限元实现 

 
对式(38)进行有限元求解要求每个单元结点有

位移自由度 u、孔压自由度 p 和相场自由度φ ，本

文求解的策略是 u 与 p 强耦合求解，再与φ 弱耦合

求解。对于 u 和 p 采用双线性等参单元进行空间离

散，下面对某一空间区域B 进行离散： 

1

eN
e

e=

=∪B B                   (39) 

式中：Ne 为域内单元数量，对每个单元Be ⊂ B利用

形函数及其导数进行离散： 

h

1

h

1

n

i
i

n

i
i

N

p N p

=

=

⎫= ⎪⎪
⎬
⎪=
⎪⎭

∑

∑

u u
               (40a) 

h u

1

h p

1

n

i i
i

n

i i
i

p p

=

=

⎫∇ = ⎪⎪
⎬
⎪∇ =
⎪⎭

∑

∑

u B u

B
              (40b) 

式中：Ni 为线性形函数， u
iB 和 p

iB 为单元形函数导

数矩阵，ui和 pi为单元结点的上位移和孔压自由度。

ui 和 pi 通过显式时间积分强耦合求解，即 ui 和 pi

在一个增量步Δt 内同时更新，ui 采用显式中心差分

格式，p 采用显式向前差分格式，则式(16)中动量守

恒方程和孔压演化方程的离散更新格式可以写为 

1/2( )i t t i t i t t i t

i t t i t i

t t
p p p t

+Δ − Δ

+Δ

= + + Δ Δ ⎫
⎬= + Δ ⎭

， ， ， ，

， ，

u u u u
   (41) 

其中， 
1 ext  int( ) ( )i ij i i

− −u u， ，u = M F F         (42) 
1 p  ext p  int( )i ij i iF Fp = − −， ，C          (43) 

式中：Mij 为集中质量矩阵； ext
i
u，F 和 int

i
u，F 分别为

与位移自由度相对应的结点外力和结点内力；而与

孔压自由度相对应的 Cij 矩阵， p ext
iF ， 和 p  int

iF ， 可以

分别表达为 
1 dij i jN N V
M

= ∫C
B

           (44) 

h
p ext p T

h[ ] ( l
i i j jF p ρ

η
⎧ ⎡⎪= ∇ + −⎨ ⎢
⎪ ⎣⎩

∫， KB N a
B

 

l ) dj j iN s Vρ
⎫⎤

+ ⎬⎥
⎦ ⎭

N g            (45) 

p int di iF N J V= ∫，

B
            (46) 

式中：J 为变形梯度的行列式，J = det (F)；M 为毕

奥模量，且有 

l s

1 n n
M K K

α −
= +             (47) 

对于每一个时间增量步 Δt，先更新φ ，然后同

时更新 u 和 p，对于φ 同样采取双线性等参单元进

行离散，更新方法可参见刘国威等[22−23]的研究。 
本文求解过程依托于 Abaqus/Explicit 求解框
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架，具体求解流程如图 4 所示，求解过程中孔压自

由度借用了 Abaqus/Explicit 中的温度自由度[24]，相

场自由度通过 Intel Fortran MKL 库中的线性方程组

求解方法进行求解，通过 Abaqus/Explicit 自带的

VUMAT 子程序接口在每个时步内进行各求解变量

的交互。中心差分格式和向前差分格式都是条件收

敛的，所以计算步长应该足够小以保证求解精度，

由于向前差分的收敛阶数更低，所以应由向前差分

控制整体求解步长，求解时间步长[25]为 
2

max2
ht

K M
η

Δ ≈                (48) 

式中：Kmax为单元渗透张量K 分量中的最大值。式(48)
会使计算步长随着裂缝起裂与扩展变得更小，但是这

也更好地保证了基于分步算法的相场自由度求解精度。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 4  动力水力压裂的相场模拟方法求解流程 
Fig.4  The solution process of the phase-field description of  

dynamic hydraulic fracturing 
 
4  数值算例 
 
4.1 动力固结问题 

为验证本文提出的方法能够正确计算饱和孔隙

介质在动力载荷下的波动行为，本节将模拟已经得

到解析解的一维动力固结问题[26]。模型的几何形状

和边界条件如图 5(a)所示，模型底部和两侧采用法

向位移约束，顶部位移自由并为透水边界(p = 0)，
在顶部施加 p0 = 10 kN/m2 冲击面荷载，加载曲线如

图 5(b)所示，利用 1×1 000 个平面应变单元对模型

进行空间离散，材料参数取值如表 1 所示。 

 

 
(a) 几何模型和边界条件 

 
(b) 加载曲线 

图 5  一维动力固结问题的几何模型和边界条件 
Fig.5  Geometry and boundary conditions of the one dimensional  

test problem for dynamic consolidation 
 

表 1 一维动力固结问题材料参数[26] 

Table 1  Material properties of the one dimensional test 
problem for dynamic consolidation[26] 

弹性模

量E/Pa
泊松

比υ
孔隙

度n

水体密 
度 lρ / 

(kg·m－3)

固体颗粒

密度 sρ / 
(kg·m－3) 

水体体

积模量
Kl/Pa 

固体骨架

体积模量
Ks/Pa

达西渗透

系数Kh/
(m·s－1)

254 423 0.298 0.48 1 000 2 700 3.3×109 1.1×1010 3.55×10－5

 

将数值结果和解析结果[26]中的 P1 点位移和 P2

点水压力进行对比，对比结果如图 6 和 7 所示。P1

点的竖向位移由于超孔压逐步耗散而增大，如图 6
所示。由外荷载引起的压缩波自上而下传播，当到

达底部边界时会发生反射，图 7 明显地反映出了压

缩波反射作用下的叠加原理(水压力峰值基本为外

荷载的 2 倍)，反射回的压缩波在顶部再次被反射并

形成负孔压，负孔压反射到底部边界时会与之前的

孔压相互叠加造成 P2 点的孔压值为 0，如此反复，

最终形成在 2 倍外荷载和零之间往复变化的孔压曲 

VUMAT 更新 nD  

Intel Fortran 更新 1nφ +  

VUMAT 更新 1nσ +  

Abaqus/Explicit 更新

1n+u 和 1np +  

下一时步 

开始 

t0 = 2.5×10－7 s
o
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图 6  P1点的竖向位移数值计算与解析结果对比 

Fig.6  Vertical displacements at point P1 compared with the  
analytical solution 
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图 7  P2点的水压力数值计算与解析结果对比 

Fig.7  The pressure at point P2 compared with the analytical  
solution 

 
线。数值计算结果与解析结果整体吻合较好，说明

了本文建立的水力压裂模拟方法在计算动力孔压和

位移方面的可靠性。 
4.2 裂缝张开位移与渗透张量 

为验证本文建立的水力压裂模拟方法能够正确

反映随着裂缝形成达西流向泊肃叶流的转换过程，

考虑一个中间含有初始裂缝的构件，如图 8 所示，

相关材料参数取值如表 2 所示。构件右侧施加位移 
 

 
图 8  几何模型和边界条件 

Fig.8  Geometry and boundary conditions of simulated domain 

 
表 2  水力压裂计算材料参数取值 

Table 2  Material properties for the calculations of hydraulic  
fracturing 

弹性模

量 E/Pa
泊松

比υ
岩体密度 ρ /

(kg·m－3)
毕奥模

量 M/Pa 

达西渗透 
系数 Kh/ 
(m·s－1) 

特征

长度 l0

临界能量

释放率 Gc/
(N·m－1)

2.0×109 0.2 2 000 1.0×108 2.11×10－9 0.5 5.0 

 
荷载，随着荷载增加裂缝张开位移(w)不断增加，如

前所述，此时渗透张量也应该随之发生变化。 
图 9 给出了裂缝中心单元渗透张量 K 中 2 个分

量(K11 和 K22)随着 w 的变化曲线，可以看出，与裂

缝垂直方向的对应渗透张量分量 K11 基本没有发生

变化，而与裂缝平行方向对应的分量 K22与 w 满足

泊肃叶定律，采用 2 套不同网格尺寸(h = 0.25 和

0.125 m)进行计算，计算结果完全一致，说明渗透

张量 K 随 w 的变化不依赖网格尺寸。 
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图 9  渗透张量分量 K11和 K22 随 w 变化曲线 
Fig.9  Permeability K11 and K22 varied with w  

 
4.3 注水流量控制的水力压裂算例 

考虑边长为 40 m 的方形区域，中心开有 Ainjec = 
0.25 m×4 m 的初始裂缝，如图 10 所示，以流量 Q = 
sAinjec = 5×10－3 m3/s 向初始裂缝中注入液体，所用材 

 

 
图 10  二维水力压裂中心注水计算几何模型和边界条件 

Fig.10  Geometry and boundary conditions for the 2D calculation 
of hydraulic fracturing driven by water volume injection 
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料参数如表 2 所示，模型四周全部法向位移约束且

p = 0，采用 2 套均匀 4 结点平面应变单元进行计算

(h = 0.25 及 0.125 m)。 
图 11 为初始裂缝中心位置处的孔压时程曲线，

以 h = 0.125 m 为例，注水中心位置的水压力先随着

注水体积的增加而增大，随着裂缝发生扩展压力曲

线开始下降，这是水力压裂的典型特征[27]，由于模

型四周受孔压狄利克莱边界(p = 0)约束，所以当裂

缝接近边界时水压力会再次上升，并且会发生振荡，

当 h = 0.25 m 时水压力峰值基本没变，但是和 G. W. 
Liu 等[23]的结论一样，裂缝起裂时间会略有推迟，

导致水压力曲线整体后移。 
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图 11  注水中心位置水压力时程曲线 

Fig.11  Water pressure varied with time at the central location 

图 12 给出了相场云图和水压力分布云图，起

裂之前裂缝内的水压基本为常数，随着裂缝发生扩

展水压力在裂缝内开始重新分布从而产生压力梯

度，值得注意的是，由于本文采用了动力计算方

法，并且流体考虑了黏性效应，所以裂缝内流体的

流动总是滞后于裂缝的扩展，于是在裂缝尖端会形

成负水压区域，这与 S. Secchi 等[10，28-29]的结论是

一致的，这种滞后现象会随着注水速率的减小或临

界能量释放率的增加而明显减弱，另外，云图显示

裂缝以外区域的孔水压力相对裂缝内要小很多，这

是因为计算时间相对于液体渗透速度来讲很短。图 13
为水压力沿模型中线在裂缝扩展方向分布曲线，曲

线进一步说明了水压力在裂缝内的分布变化过程，

中心位置的水压先上升后下降，裂尖的负水压在裂

缝稳定扩展以后并没有明显增加，当裂缝裂缝贯穿

模型后负压消失。 
4.4 2 条裂缝相交算例 

现考虑边长为 40 m 的方形区域，设置方向垂直

的 2 条初始裂缝，四周受法向位移约束同时受孔压狄

利克莱边界(p = 0)约束，如图 14 所示。以恒定流量 Q = 
sAinjec = 0.1 m3/s 向 2 条初始裂缝中同时注入液体，材

料参数如表 2 所示，采用 320×320 均匀平面应变网

格。 

 

       
(a) t = 0.2 s 相场分布云图                                          (b) t = 1.0 s 相场分布云图 

 

       
(c) t = 2.0 s 相场分布云图                                          (d) t = 3.8 s 相场分布云图 
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(e) t = 0.2 s 水压分布云图(单位：Pa)                                (f) t = 1.0 s 水压分布云图(单位：Pa) 

 

       
(g) t = 2.0 s 水压分布云图(单位：Pa)                                 (h) t = 3.8 s 水压分布云图(单位：Pa) 

图 12  相场分布云图及水压分布云图 
Fig.12  Fracture phase field and water pressure field 
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(a) t = 0.2 s                                                (b) t = 1.0 s 
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(c) t = 2.0 s                                               (d) t = 3.8 s 

图 13  不同时刻孔隙水压力沿模型中线的分布 
Fig.13  Water pressure along the center line at different time 
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图 14  二维水力压裂裂缝相交计算几何模型和边界条件 

Fig.14  Geometry and boundary conditions for the 2D calculation  
of joining of two cracks driven by water volume injection 

 

C. Miehe 等[16，30-31]在不考虑惯性的情况下进行过

相似计算，考虑了惯性的水压计算结果如图 15(a)～(d) 

所示，计算结果与单条裂缝相似，孔压先上升后下

降，且由于液体流速小于裂尖速度而在裂缝尖端出

现负压区，但是裂缝区以外整体孔压水平较单条裂

缝扩展时要高。图 15(e)～(h)给出了 2 条裂缝应力

场的相互作用过程(图中未显示φ ＞0.95 的单元)，
起始阶段 2 条裂缝的裂尖相距较近时应力场相互作

用较强，随着各自在压裂液作用下不断扩展，应力

的相互作用效应逐渐减弱。 
4.5 裂缝分叉算例 

计算模型节4.3相同，毕奥模量M = 1.0×107 Pa，
其余材料参数如表 2 所示。输入裂尖能量足够大会

使动态裂缝会发生分叉现象，在注液流量 Q = 5.0 
m3/s 作用下压裂裂缝发生了分叉，不同时刻最大主

应力云图如图 16 所示(图中未显示φ ＞0.95 的单

元)，应力最大值同样呈现出先增大后减小的趋势。

对水力压裂而言，流入裂尖的能量不是来自外部边 
 

        
(a) t = 35 ms 水压分布云图                                   (b) t = 105 ms 水压分布云图 

 

        
(c) t = 175 ms 水压分布云图                                  (d) t = 105 ms 水压分布云图 

 

        
(e) t = 35 ms 最大主应力分布云图                             (f) t = 105 ms 最大主应力分布云图 
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(g) t = 175 ms 最大主应力分布云图                                 (h) t = 385 ms 最大主应力分布云图 

图 15  水压分布云图和最大主应力布云图(单位：Pa) 
Fig.15  Water pressure field and maximum principal stress field(unit：Pa) 

 

          
(a) t = 5 ms                                                    (b) t = 12 ms 

 

         
(c) t = 25 ms                                                 (d) t = 45 ms 

图 16  水力压裂裂缝分叉算例最大主应力云图(单位：Pa) 
Fig.16  Maximum principal stress field of the crack branching case driven by water volume injection(unit：Pa) 

 
界输入的机械能而是来自裂缝内部的水压力，所以

在裂缝分叉之前裂尖附近产生了很大面积的破坏

区。 
4.6 裂缝三维扩展算例 

为了考察本文所提方法计算三维水力压裂裂缝

扩展的能力，现考虑一个 20 m×20 m×20 m 的立方

体，立方体的中心部位设有 2.25 m×1.25 m×0.25 m
的初始裂缝，6 个外表面受法向位移约束且 p = 0。
以恒定流量 Q = sVinjec = 0.703 1 m3/s 向初始裂缝内

注水，计算所用的材料参数如表 2 所示，采用边长

为 0.25 m(h = 0.25 m)的均匀八结点六面体网格对模

型进行有限元空间离散。图 17 给出了不同时间裂

缝内的孔压分布情况(图中只显示了φ ＞0.95 的单

元)，计算结果显示虽然初始裂缝有明显的优势方

向，但是随着注水时间的增加三维裂缝基本呈“圆

饼”状向四周扩展，同时随着裂缝扩展，裂缝内的

孔压也开始下降，当裂缝扩展至模型边界时孔压又

开始上升，这与二维算例的情形一致。 
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(a) t = 25 ms 

 

 
(b) t = 75 ms 

 

 
(c) t = 150 ms 

 

 
(d) t = 210 ms 

图 17  裂缝内水压分布云图(单位：Pa) 
Fig.17  Water pressure field in the crack(unit：Pa) 

 
5  结  论 

 
本文提出了动力水力压裂的相场模拟方法，并

基于显式有限元求解框架予以数值实现，主要结论

如下： 
(1) 将充满微观孔隙的岩体等效为宏观均匀多

孔介质，基于动力达西–毕奥渗流理论考虑液体在

岩体中渗流过程，从而考虑动力荷载作用下固体变

形和流体压力的耦合关系；将裂缝内流体均化为泊

肃叶流，通过修改渗透张量的方式考虑泊肃叶流的

平均流速，再结合相场演化方程，就可以利用相场

方法模拟动力水力压裂过程。 
(2) 基于有限元显式时间积分框架数值实现了

所提出的模拟方法，在每一增量步内首先更新相场，

然后同时更新位移场和水压力场，即位移场与水压

场强耦合，与相场弱耦合，计算时间步长由水压场

的向前差分求解控制，较小的时间步长可以保证相

场求解精度。 
(3) 通过一维动力固结算例验证了本文所提方

法能够正确计算动力荷载作用下的位移场和孔压

场，二维流量控制的水力压裂算例说明了动力水力

压裂裂缝扩展的典型特征，裂缝相交、分叉和裂缝

三维扩展算例展现了方法计算复杂裂缝扩展形式的

能力，故本文为复杂的动力水力压裂数值计算提供

了新方法。 
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