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第五章 大数定律及中心极限定理

§1 大数定律

§2 中心极限定理及其应用
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第五章 大数定律及中心极限定理

§1 大数定律  (law of large number)

Ø大数定律的定义

Ø辛钦大数定理(弱大数定理)

Ø伯努利大数定理
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第五章 大数定律及中心极限定理

定义1     (依概率收敛)
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是一个常数；是随机变量序列，设 aYY n  ,,,1

若对任意 ，有0
,0}|{|lim 
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记为依概率收敛于则称 ,,,,1 aYY n 
.aY P

n 

想想：数列的收敛性定义，

      比较数列与随机变量序列收敛性的区别。

一、定义
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第五章 大数定律及中心极限定理

注意 :

 
；的概率很大，接近于充分大时，事件当

，，意味着对任意给定的依概率收敛于
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.定性弱些，它具有某种不确

中的普通意义下的收敛依概率收敛比高等数学

.可能性很小

生的的发生，而只是说它发并不排除事件  aX n
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第五章 大数定律及中心极限定理

服从大数定律。则称 }{ nX
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第五章 大数定律及中心极限定理

).,(),( bagYXg P
nn 则

依概率收敛的序列有以下性质:

，若 aX P
n  ,bY P

n 

连续，在点函数 ),(),( bayxg
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第五章 大数定律及中心极限定理

 ,,,2,1)( nkXE k  ，

定理1   辛钦大数定理(弱大数定理)
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且具有数学期望
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第五章 大数定律及中心极限定理
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第五章 大数定律及中心极限定理

      辛钦大数定律为寻找随机变量的期望值提供了

一条实际可行的途径.

       例如要估计某地区的平均亩产量 ，
要收割某些有代表性地块，例如n 块地.   计算

其平均亩产量，则当n 较大时，可用它作为整

个地区平均亩产量的一个估计.
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第五章 大数定律及中心极限定理

定理2   伯努利大数定理 ( Bernoulli 大数定理)

发生的次数，重伯努利试验中事件为设 Anf A

率，在每次试验中发生的概是事件Ap
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第五章 大数定律及中心极限定理

由定理1有 ,1}|1{|lim
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即

该定理给出了频率的稳定性的严格的数学意义。

，则： 
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.,,1 分布相互独立同服从于两点其中 nXX 
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注：伯努利大数定理是辛钦大数定理的特殊情况。
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第五章 大数定律及中心极限定理

   小结

大
数
定
律

        大数定律以严格的数学形式表达了随机现象

最根本的性质之一：

平均结果的稳定性
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第五章 大数定律及中心极限定理
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第五章 大数定律及中心极限定理

§2 中心极限定理 (central limit theorem)

Ø定义

Ø独立同分布的中心极限定理

Ø李雅普诺夫定理

Ø棣莫弗-拉普拉斯定理
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    中心极限定理的客观背景

        在实际问题中许多随机变量是由相互独立随机

因素的综合（或和)影响所形成的.

例如：炮弹射击的落点与目标的偏差，

就受着许多随机因素（如瞄准，空气

阻力，炮弹或炮身结构等）综合影响的.

        现在我们就来研究独立随机变量之和所特有

的规律性问题.

每个随机因素对弹着点（随机变量和）所起的作用

都是很小的.那么弹着点服从怎样分布呢 ？
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第五章 大数定律及中心极限定理

       如果一个随机变量是由大量相互独立的随机因

素的综合影响所造成，而每一个个别因素在这种综

合影响中所起的作用不大.   

       自从高斯指出测量误差服从正态

分布之后，人们发现，正态分布在

自然界中极为常见.
高斯

这种量(随机变量和)一般都服从或近似服从正态分布

        在概率论中，习惯于把和的分布收敛于正态分

布这一类定理都叫做中心极限定理.
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        由于无穷个随机变量之和可能趋于∞，故我们

不研究n个随机变量之和本身而考虑它的标准化的随

机变量.
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第五章 大数定律及中心极限定理
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第五章 大数定律及中心极限定理

一、定义
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第五章 大数定律及中心极限定理

定理1 （独立同分布的中心极限定理）
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中心极限定理说明了正态分布的重要地位，它也
是统计学中处理大样本时的重要工具。

二、中心极限定理

服从同一分布，且相互独立设随机变量 ,,,,1  nXX

RxX n 即：服从中心极限定理则 ,}{



第20页
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注: 
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第五章 大数定律及中心极限定理

定理2 （李雅普诺夫(Lyapunov)定理）
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第五章 大数定律及中心极限定理

由定理1有结论成立。

定理3（棣莫弗-拉普拉斯(De Moivre-Laplace)定理）

),10,,2,1(),(~  pnpnbn 设随机变量
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第五章 大数定律及中心极限定理

推论：

}{ baP n 

说明：这个公式给出了n 较大时二项分布的概率      
            计算方法。 
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例1    车间有200台车床，它们独立地工作着，开

工率为0.6,开工时耗电各为1千瓦，问供电所至少

要供给这个车间多少电力才能以99.9%的概率保

证这个车间正常生产？

第五章 大数定律及中心极限定理

设至少要供给这个车间 r 千瓦电才能以99.9%的概

率保证这个车间正常生产。由题意有

解：记某时刻工作着的车床数为 X，则 X ~b(200,0.6).

999.0}{  rXP

中心极限定理的应用
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即供给141千瓦电就能以99.9%的概率保证这个车

间正常生产。
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由棣莫弗-拉普拉斯定理
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        系统由100个相互独立起作用的部件组成，每

个部件的损坏率为0.1。系统要正常工作，至少有

85个部件正常工作，求系统正常工作的概率。

第五章 大数定律及中心极限定理

例2

解：

由德莫佛-拉普拉斯定理有

 }15{XP

.952.0
3
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9.01.0100
1.010015   






































9.01.0100
1.010015

9.01.0100
1.0100XP

.15X

则 X ~ b(100 , 0.1)。

则整个系统能正常工作当且仅当

设 X 是损坏的部件数，
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           一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量
是随机的。假设每箱平均重50千克，标准差为5千
克。若用最大载重量为5吨的汽车承运，试利用中
心极限定理说明每辆车最多可以装多少箱，才能保
证不超载的概率大于0.977。

例3

解：设最多可装 n 箱能保证不超载的概率大于0.977。

.,,1 niXi i 千克，箱重量为第

977.0}5000{
1
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niXDXE ii ,,1,25)(,50)( 则

由独立同分布的中心极限定理有

第五章 大数定律及中心极限定理
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例3（续）
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,4100020000100 22 nnn 

,02.9802.102  nn 或解得 .98n由题意知

因此最多可装 98 箱保障不超载的概率大于0.977。

5,50  

第五章 大数定律及中心极限定理
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第五章 大数定律及中心极限定理
   小结

中
心
极
限
定
理

中心极限定理

独立同分布

中心极限定理

拉普拉斯棣莫弗 
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中心极限定理

李雅普诺夫
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注: .,, 21 是相互独立的随机变量 XX



第30页

第四章    随机变量的数字特征

作业:

P126-127:    5， 7,  14


