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第四章    随机变量的数字特征

§ 1  数学期望

§ 2  方差        
§ 3  协方差及相关系数

§ 4  矩、协方差矩阵
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Ø数学期望的定义

Ø随机变量函数的数学期望

Ø数学期望的性质

§1  数学期望

第四章   随机变量的数字特征

Ø应用问题中数学期望的求解举例
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一、数学期望定义

1）  离散型

第四章    随机变量的数字特征

设离散型随机变量X的分布律为： 
,}{ kk pxXP  ,2,1k







1

)(
k

kk pxXE

若级数                     绝对收敛，则称该级数的和为随机

变量 X 的数学期望，记作 E(X)，




1k
kk px

即

数学期望简称期望,也称为均值。 
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2）连续型

第四章    随机变量的数字特征

设连续型随机变量X的概率密度为     ， )(xf

若积分                       绝对收敛，则称积分

的值为 X 的数学期望。





dxxxf )(




dxxxf )(





 dxxxfXE )()(记为
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第四章    随机变量的数字特征

说 明

.
,,)()1(

的概率分布所决定　　由

完全变化的平均值它刻划了是一个常数

X
XXE

无穷积分问题．对连续型随机变量，是

数求和问题；型随机变量，是无穷级对取无穷多个值的离散

按定义求数学期望：　

)
)
)3(

b
a

.,
)(,

,
    

:)2(

的数学期望存在称
收敛时只有当对连续型

收敛时只有当对离散型

在和不存在的问题随机变量的数学期望存

X
dxxfx

px
k

kk














., 的数学期望不存在仍然称当条件收敛时 X
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第四章    随机变量的数字特征

例1
分布，其密度函数为服从设随机变量 CauchyX

)(
1

11)( 2 


 x
x

xf


由于

dx
x

xdx
x

x
dxxfx 







 





0 22 1
2

1
1)(





0

2 )1ln(1 x









＋

－
不绝对收敛，这表明积分 dxxxf )( 不存在。因而 )(XE
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例 2
第四章    随机变量的数字特征

某商店对某种家电的销售采用先使用后付款的方

式.记使用寿命为     (以年记), 规定X
;1500    ,1 元一台付款X

;2000    ,21 元一台付款 X
;5002    ,32 元一台付款 X

;0030    ,3 元一台付款X












00

0
10
1

)(,
10

x

xexfX
x

概率密度为服从指数分布设寿命

元的数学期望。费试求该商店一台家电收 Y
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第四章    随机变量的数字特征

解：

Y             1500      2000      2500      3000
P         0.0952    0.0861     0.0779   0.7408

,15.2732)( YE

先求寿命X落在各个时间区间的概率.即有 

0952.01
10
1 1.010

1

0
 

 edxe
x

0861.0
10
1}21{ 2.01.010

2

1
 

 eedxeXP
x

0779.0
10
1}32{ 10

3

2




 dxeXP
x

7408.0
10
1}3{ 3.010

3
 

 edxeXP
x

元。即平均一台家电收费2732.15

的分布律Y

}1{ XP
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绝对收敛，且 




dxxfxg )()(

二、随机变量函数的数学期望

定理 1：

第四章    随机变量的数字特征

设 Y =g( X ), g( x ) 是连续函数，

},{ kk xXPp  ,2,1k

(2)若 X 的概率密度为 f ( x )，






 dxxfxgYE )()()(则







1

)()(
k

kk xgpYE则

（1）若 X 的分布律为

绝对收敛，且


1
)(

k
kk xgp
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定理 2：

第四章    随机变量的数字特征

若(X, Y)是二维随机变量，

),( YXgZ 
(1) 若 ( X, Y ) 的分布律为

,2,1,,},{  jipyYxXP ijji







1,

),()(
ji

ijji pyxgZE则绝对收敛，且


1,
),(

ji
ijji pyxg

(2) 若(X ,Y)的概率密度为 f ( x , y ) ，且                                                

绝对收敛，








dxdyyxfyxg ),(),(










 dxdyyxfyxgZE ),(),()(则

g ( x ,  y) 是二元连续函数，
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       设( X, Y )在区域 A 上服从均匀分布, 其中A为x轴,
y 轴和直线 x+y+1=0 所围成的区域。求 E(X)，
E(-3X+2Y)，E(XY)。

第四章    随机变量的数字特征



 

其它；,0
),(,2),( Ayxyxf解：

例 3










dxdyyxxf ),( 



0

1

0

1

2
x

dyxdx

)43( YXE 





0

1

0

1

)23(2
x

dyyxdx

0 x

y
01  yx

)(XYE 



0

1

0

1

2
x

ydyxdx










 dxdyyxfyx ),()43(

)(XE
3
1



3
1












 dxdyyxxyf ),( 12
1


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第四章    随机变量的数字特征

例4    国际市场上每年对我国某种出口商品的需求量

是随机变量 X（吨），X ~ U(2000,4000)，每售出这

种商品一吨，可为国家挣得外汇3万元，但销售不出

而囤积在仓库，则每吨需浪费保养费1万元。问需要

组织多少货源，才能使国家收益最大。 

设 y 为预备出口的该商品的数量，则

用 Z 表示国家的收益（万元）



Z

解：

yX 

yX 

,3 y
),(3 XyX 

.40002000  y
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




 dxxfxgZE )()()(

8250)3500(
1000

1 2  y

第四章    随机变量的数字特征

40002000  y,
),(3

,3
)(









yxxyx
yxy

xgz

下面求 E(Z)，并求 y 使 E(Z )达到最大值， 

即，组织3500吨此种商品是最佳的决策。 

dxxyxy





2000 2000

)(3

]1047000[
1000

1 62  yy

]1043500)3500[(
1000

1 622  y

dxy

y


4000

2000
3
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三、数学期望的性质

第四章    随机变量的数字特征

.),()(  :
1 1

是常数其中推广 i

n

i

n

i
iiii aXEaXaE  

 



，若 bXa  .)( bXEa 则

.,)()1 是常数cccE 

.),()()2 是常数cXcEcXE 

)()3 bYaXE  .,)()( 是常数baYbEXaE 

)()()(,,, 111 nnn XEXEXXEXX  则相互独立如

有重要

应用!

).()()( YEXEXYE 则4) 若X、Y 相互独立，
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例 5
第四章    随机变量的数字特征

对N个人进行验血，有两种方案：

（2）将采集的每个人的血分成两份，然后取其中的
一份，按k个人一组混合后进行化验（设N是k的倍
数），若呈阴性反应，则认为k个人的血都是阴性反
应，这时k个人的血只要化验一次；如果混合血液呈
阳性反应，则需对k个人的另一份血液逐一进行化验，
这时k个人的血要化验k+1次;

（1）对每人的血液逐个化验，共需 N 次化验；

假设每个人的血液呈阳性反应的概率都是 p，且各
次化验结果是相互独立的。

试说明适当选取 k 可使第二个方案减少化验次数。 
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第四章    随机变量的数字特征





k

N

i
iXX

1
, 




k

N

i
iXEXE

1

)()(且

解：设 X  表示第二个方案下的总化验次数，

iX 表示第 i 个组的化验次数，则

个组的平均化验次数。示第

表平均化验次数，表示第二种方案下总的

i
XEXE i )()(

,11 kX i 或只可能取两个值

}1{ iXP }1{  kXP i

)( iXE )1)(1( kk qkq  kkqk  1

,kq ,1 kq

)1( pq 
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第四章    随机变量的数字特征

)( iXE
./,,2,1 kNi 

)1)(1( kk qkq  kkqk  1

)(XE所以 )1( kkqk
k
N

 )11( kq
k

N 

,1/11  kqk
kqk /1

只要选 k 使 即

就可使第二个方案减少化验次数；

)1( pq 

就可使化验次数最少。

当 q 已知,

取最小值，使若选 kqkkfk  /11)(
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第四章    随机变量的数字特征

例如：当p=0.1，q=0.9时，可证明 k=4 可使最小；
这时，

NNXE 5939.0)9.04/11()( 4 

工作量将减少40%.

第四章    随机变量的数字特征
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第四章    随机变量的数字特征

解：






.,0
,,1

个盒子无球第

个盒子有球第
设

i
i

X i .,,2,1 Mi 

,1 MXXX  则 ,)()(
1




M

i
iXEXE

,)11(}0{ n
i M

XP  ,)11(1}1{ n
i M

XP 

,)11(1)( n
i M

XE  ,,,1 Mi 

].)11(1[)()(
1

n
M

i
i M

MXEXE 


例6    将    只球放入到    只盒子中去,设每只球落入

各个盒子是等可能的,求有球的盒子数    的均值

M
).(XE

n
X
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第四章    随机变量的数字特征

典型方法：

  将随机变量 X 分解成几个分布相对简单的随机变
量之和,

 然后利用

随机变量和的数学期望等于随机变量数学期望之和

来求 X 的数学期望。
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









00
0

)(
x

xe
xf

x

的数学期望。求 XeY 2
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1. 解:   设试开次数为X,

分布律为：是离散型随机变量，其X

   E(X)   



n

k n
k

1

1

2
)1(1 nn

n



2

1


n

3
1)()(

0

22   





 dxeedxxfeYE xxx

P(X=k)=1/n, k=1, 2, …, n
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第四章    随机变量的数字特征

练习题      用某台机器生产某种产品，已知正品率
随着该机器所用次数的增加而指数下降，即

.0,,2,1,}{    kekP k次生产出的产品是正品第

假设每次生产100件产品，试求这台机器前10次生
产中平均生产的正品总数。

解：设X是前10次生产的产品中的正品数，并设





.0
,1
否则，

件产品是正品；次生产的第第 ikX ki


 


10

1

100

1

X            
k i

ki .X则

,100,,2,1,10,,2,1   ik
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第四章    随机变量的数字特征

分布，—的服从而 )10(k
ki epX 


 


10

1

100

1
)()(

k i
kiXEXE

,100,,2,1,)(   ieXE k
ki



所以





10

1

100
k

ke 





10

1
100

k

ke 













e

)e(
1

1100e 
10-



第25页

第四章    随机变量的数字特征

本节小结：

1）数学期望的定义。

2）随机变量函数的数学期望。

3）数学期望的性质及典型应用。
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第四章    随机变量的数字特征

作业:

P87-88:    24， 26, 27, 29


