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§2      边缘分布

边缘分布函数

边缘分布律

边缘概率密度

第三章  多维随机变量及其分布
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 的分布，，二维随机变量如果已知 YX

边缘分布也称为边沿分布或边际分布．

第三章  多维随机变量及其分布

边缘分布的定义：

   YXYX 或者的分布为或者称

 的边缘分布．，关于二维随机变量 YX

本节问题：已知联合分布，如何求边缘分布？
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   ，，的分布函数为，设二维随机变量 yxFYX

第三章  多维随机变量及其分布

}{ xXP 

的分布函数为同理，随机变量Y

的分布函数为则随机变量 X
)(xFX

)( yFY

),(  xF

),( yF 

},{  YxXP

}{ yYP 
},{ yYXP 

一、 联合分布函数    边缘分布函数
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  





 





 

22
arctan0 CxBAxF ，

解：

；、、常数试求：⑴ CBA 的边缘分布函数．及⑵ YX
由分布函数的性质，得⑴

  ，F1 





 





 

22
 CBA

 的联合分布函数为，设二维随机变量 YX

  





 





 

3
arctan

2
arctan yCxBAyxF ，

  yx ，

例1

第三章  多维随机变量及其分布

  





 





 

3
arctan

2
,0 yCBAyF 
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  yx ，

第三章  多维随机变量及其分布







 

2
arctan

2
1 x


,由以上三式可得

  ),(  xFxFX

  





 





 

3
arctan

22
arctan

2
1 2

yxyxF 


，则

2
,

2
,1

2




 CBA

的边缘分布函数为X)2(

),( x

  ),( yFyFY 

的边缘分布函数为同理 Y,







 

3
arctan

2
1 y
 ),( y
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 jj yYPp 


j

ijp

)}(,{ j
j

i yYxXP  

)},({ ji
j

yYxXP  

第三章  多维随机变量及其分布

 的联合分布律为，随机变量 YX
 ,jiij yYxXPp  ，  ，，， 21ji


i

ijp

 ii xXPp 

 
j

ji yYxXP },{

 
i

ji yYxXP },{

的分布律为：现求随机变量 X

的分布律为：同理，随机变量 Y

二、联合分布律        边缘分布律

,2,1i

,2,1j
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下表表示的边缘分布律也可以由以及YX

第三章  多维随机变量及其分布

边缘分布律名称的由来：写在联合分布律表格的边上。
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   例2  掷一枚骰子，直到出现小于5点为止。

        X 表示最后一次掷出的点数，Y 为掷骰子的次数。

    求：随机变量（X,Y ) 的联合分布律及 X、Y 的边缘     
分布律。

解： X 的可能取值为1，2，3，4，
Y 的可能取值为1，2，3，
(X,Y)的联合分布律为

},{ jYiXPpij  ,)
6
2(

6
1 1 j

,2,1;4,3,2,1  ji

第三章  多维随机变量及其分布
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X 的边缘分布律为







1

.
j

iji Pp

 ,2,1;4,,1,
6
1)

6
2( 1   jip j

ij






 
1

1

6
1)

6
2(

j

j

4
1

3
11

1
6
1






Y 的边缘分布律为





4

1
.

i
ijj Pp 



 
4

1

1

6
1)

6
2(

i

j 11 )
3
1(

3
2)

3
1(

6
4   jj

.4,3,2,1i

,2,1j

第三章  多维随机变量及其分布
例2（续）
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  ),,( yxfYX 的概率密度函数为，二维连续型随机变量

)(xfX X的边缘密度函数：求随机变量

 



 





x
dudyyuf ),(

   




 dyyxfxf X ，得

第三章  多维随机变量及其分布

),(  xF}{)(  xXPxFX 由

三、联合密度函数        边缘密度函数

   




 dxyxfyfY ，同理得

注意: 积分上下限的确定.
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例 3

 
 

各自的边缘密度函数．、

的联合密度函数及，试求随机变量

上的均匀分布．服从区域，随机变量

所围，及直线是由抛物线区域

YX
YX

DYX
xyxyD  2

第三章  多维随机变量及其分布

y

o

y=x

y=x2

1

D
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例 3（续）

1

0

32

3
1

2
1







  xx

的面积为区域 D)1(

6
1

3
1

2
1



第三章  多维随机变量及其分布

解:









Dyx
Dyx

yxf
),(0
),(6

),(


x

x
dydxA

2

1

0

）的联合密度函数为所以，二维随机变量（ YX ,
y

o

y=x

y=x2

x

D
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例 3（续）

第三章  多维随机变量及其分布









Dyx
Dyx

yxf
),(0
),(6

),(

的边缘密度函数为随机变量 X   )2(

,10 时当  x





 dyyxfxf X ),()(

)(66 2
2

xxdy
x

x
 

所以，



 


其它0

10)(6
)(

2 xxx
xfX

y

o

y=x

y=x2

1 x
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第三章  多维随机变量及其分布

例 3（续）

的边缘密度函数为同理，随机变量 Y

,10 时当  y





 dxyxfyfY ),()(

)(66 yydx
y

y
 

所以，



 


其它0

10)(6)( yyyyfY









Dyx
Dyx

yxf
),(0
),(6

),(

y

o 1

yx 

x

yx 



第15页

例 4

x

y xy 

第三章  多维随机变量及其分布

的概率密度函数为设二维连续型随机变量 ),( YX

 


 




其它
，

0
0 yxcxe

yxf
y

; )1(  c常数试求： 的边缘密度函数。及　 YX)2(
解:

到由密度函数的性质得，  )1(

dxdyyxf







 ),(1 dxcxedy

y y 
 
0 0

.2
22 0

2 ccdyeyc y  

 1, c所以
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例 4（续）

x

y xy 

(2)

第三章  多维随机变量及其分布

 


 




其它
，

0
0 yxxe

yxf
y

,0 时当 x





 dyyxfxf X ),()( y

x

y xedyxe    
的边缘密度函数为所以 X ,











00
0

)(
x
xxe

xf
y

X
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例 4（续）  


 




其它
，

0
0 yxxe

yxf
y





 dxyxfyfY ),()(

x

y
xy 

第三章  多维随机变量及其分布

的边缘密度函数为Y 












00

0
2

2

0

y

yeydxxe yy y
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结 论 1:

布是一维正态分布．二维正态分布的边缘分

  ),,,,,(~, 2
2

2
121 NYX即若

 .~ 2
22  ，NY ,~ 2

11  ，NX

则有，

结 论 2:

无关．布中的参数

的参数与二维正态分上述的两个边缘分布中



第三章  多维随机变量及其分布

  ),,,,,(~, 2
2

2
121 NYX设二维随机变量例 5

.的边缘密度函数及试求 YX
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结 论 3:

表明：如果结论 2

第三章  多维随机变量及其分布

说明：联合分布唯一确定边缘分布，反之不然.            

        即：不能由边缘分布确定联合分布。

 .,,,,~),( 1
2
2

2
12111 NYX

 .,,,,~),( 2
2
2

2
12122 NYX

)( 21  其中

,),(),(: 2211 的分布不相同与则 YXYX

,21 的分布相同与但是 XX .21 的分布相同与YY
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第三章  多维随机变量及其分布

1 二维随机变量的边缘分布与联合分布的关系：

   联合分布唯一确定边缘分布，但不能由边  

    缘分布确定联合分布。

2 二维正态分布的性质。

难点：求边缘分布时如何确定积分上、下限及边缘 

      密度不为零的范围。

       确定积分上、下限时，用到了二重积分的思想。

小结： 
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•  条件分布律

•条件概率密度

•条件分布函数

第三章  多维随机变量及其分布

§3  条件分布



第22页

一 、离散型随机变量的条件分布律

   设 ( X ,Y ) 是二维离散型随机变量，其分布律为                  

,2,1,}{
1

 



 ippxXP

j
jiii

,2,1,}{
1

 



 jppyYP

i
jijj

(X, Y )  关于 X 和关于 Y 的边缘分布律分别为：

第三章  多维随机变量及其分布

P{ X= xi ,Y= yj }= pi j ,   i , j=1,2,...
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定义：设( X ,Y ) 是二维离散型随机变量，

(1)对于固定的 j , 

}{
},{

j

ji

yYP
yYxXP






为在Y= yj 条件下随机变量 X 的条件分布律。

第三章  多维随机变量及其分布

}|{ ji yYxXP 

若P{Y= yj }>0, 则称

)(
)()|(

BP
ABPBAP 

,
j

ij

p
p



 ,2,1i
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第三章  多维随机变量及其分布

条件分布律具有分布律的以下特性：

  10    P{ X= xi |Y= yj }0；







1

0 }|{2
i

ji yYxXP .1




j

j

p
p




 


1i j

ij

p
p

(2)同样对于固定的 i, 若P{X= xi}>0, 则称

,2,1,
}{

},{
}|{ 








j
p
p

xXP
yYxXP

xXyYP
i

ij

i

ji
ij

为在 X= xi 条件下随机变量Y 的条件分布律。

即条件分布律是分布律。
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第三章  多维随机变量及其分布

例1  一射手进行射击，击中目标的概率为 p，射击

到击中目标两次为止。设以 X 表示首次击 中目标

所进行的射击次数，以 Y 表示总共进行 的射击次

数，试求 X 和 Y 的条件分布律。   
解：

;,4,3,2 的取值是Y
;,3,2,1 的取值是X

的联合分布律为YX ,
},{ nYmXP  2211 pqpqpq nmnm  

1,2,1,,3,2  nmn 

)1( pq 令
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第三章  多维随机变量及其分布

,
1

1
1

2 





 m
m

pq
q

qp ,2,1m

 
m

nYmXP },{

,3,2n  22 nqp

}{ nYP 

,)1( 22  nqpn

例1（续）

1 mn



1m

1n

 ,3,2,1,2,1,},{ 22   nnmpqnYmXP n

的边缘分布律为X

的边缘分布律为Y

}{ mXP   
n

nYmXP },{   22 nqp
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在Y=n 条件下随机变量 X 的条件分布律为

}|{ nYmXP 

当 n=2,3,… 时，

第三章  多维随机变量及其分布

;1,,2,1  nm ,
1

1
)1( 22

22











nqpn
pq

n

n

,3,2,)1(}{ 22   nqpnnYP n

}{
},{

nYP
nYmXP






退  出前一页 后一页目  录

 ,3,2,1,2,1,},{ 22   nnmpqnYmXP n
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,2,1  mmn

在 X= m 条件下随机变量Y 的条件分布律为

当m=1,2,3,… 时， 

第三章  多维随机变量及其分布

}|{ mXnYP 
}{

},{
mXP

nYmXP





,1
1

22






 mn
m

n

pq
pq

qp

 ,3,2,1,2,1,},{ 22   nnmpqnYmXP n

,2,1,}{ 1   mpqmXP m
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}|{  yYyxXP

第三章  多维随机变量及其分布

}{
},{








yYyP

yYyxXP

P{ y < Y  y + }>0, 若对于任意实数 x，

二、连续型随机变量的条件概率密度

设 ( X ,Y ) 是二维连续型随机变量，由于      
.}|{,0}{ 无意义所以 yYxXPyYP 

因此不能直接用条件概率公式引入条件分布函数的
概念。

定义：给定 y，              设对于任意固定的正数>0 ，,0)( yfY
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第三章  多维随机变量及其分布


 






 



y

y Y

x y

y

dyyf

dxdyyxf

)(

]),([

)(

),(

yf

dxyxf

Y

x



    


x

Y

dx
yf
yxf
)(
),(

)( 很小时当

得出以下定义度的定义式比较与一维随机变量概率密 ,

,
)(
),()|(|  


x

Y
YX du

yf
yxfyxF

称为在条件Y= y下X的条件分布函数.
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)(
),()|(| yf

yxfyxf
Y

YX 

第三章  多维随机变量及其分布

)0)(,(
)(
),()|(|  xfx

xf
yxfxyf X

X
XY 对固定的

称为随机变量    在         的条件下的条件概率密度.X yY 

称为随机变量    在         的条件下的条件概率密度.Y xX 
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例 2 的概率密度为设随机变量 ),( YX





 


.,0

,10,||,1
),(

其它

xxy
yxf

;)|(),|()2(;)(),(1 || xyfyxfyfxf XYYXYX）（试求：

}.0|
2
1{)3(  YXP

解：








x

y

0 1

xy 

xy 






 dyyxfxf X ),()()1(

,10  x



x

x

xdy ,21

.               ,0 其它
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




 dxyxfyfY ),()(



  .               ,0

1|||,|1
其它

yy





 


其它。,0

1||,
||1

1 xy
y
















)(
),()|()2( | yf

yxfyxf
Y

YX 

,10  y 
1

,11
y

ydx

,01  y

.               ,0 其它





1

,11
y

ydx

例 2（续）

,1|| y当



  .,0

,10,||,1),(
其它

xxyyxf

x

y

0 1

xy 

xy 
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



 

其它。,0

,,
2
1 xyx
x

4
3

11
2
1

2
2
1)

2
11(







)(
),()|(| xf

yxfxyf
X

XY 

}0|
2
1{)3(  YXP

}0{

}0,
2
1{






YP

YXP

例 2（续）

,10  x当



  .      ,0

10,2)(
其它

xxxf X

  .,0

,10,||,1),(
其它

xxyyxf

梯形的
面积

x

y

0 1

xy 

2
1
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 1 条件分布律；

 2 条件概率密度。

小结：

难点：如何确定条件密度不为零的范围。


