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深埋隧道排水系统非对称堵塞后渗流场的 
解析研究 

 
刘新荣，刘  坤，钟祖良，金美海，陈红军 

(重庆大学 土木工程学院，重庆  400045) 

 
摘要：基于目前未见对隧道排水系统非对称堵塞渗流场进行解析研究，通过对研究区域进行简化假设，求解代表

渗流场的 Laplace 方程。对研究区域内未知边界条件，采用 PDE 工具进行数值解后，得到近似的非齐次边界条件。

基于此，再运用复平面内的保角变换、坐标变换、微分方程定解问题的分解等方法，将边界条件齐次化，在 Hilbert

空间中将最后唯一的非齐次边界条件表达为正交函数族的级数和，从而得到了此情况下的隧道周边渗流场解析级

数，其后考查了级数项的多少对计算结果的影响。研究结果表明：(1) 隧道排水系统非对称堵塞后渗流场可以表

达为解析后级数，可简化将来针对这一情况下渗流场的求解难度；(2) 隧道排水系统非对称堵塞后渗流场大致呈

漏斗状，但在堵塞侧水头较高；(3) 求和项数对计算精度的影响至多到 100 项，多数情况下只需 50 项；(4) 考

查了隧道可能受到的水压力分布和渗流量，分别与相同条件下的数值模拟结果进行对比，两者相差仅 4.28%和

4.05%。 
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Analytical study on seepage field of the deep tunnel with asymmetric blocked 
drainage system 

 
LIU Xinrong，LIU Kun，ZHONG Zuliang，JIN Meihai，CHEN Hongjun 

(School of Civil Engineering，Chongqing University，Chongqing 400045，China) 

 
Abstract：Analytical study on seepage field of the deep tunnel with asymmetric blocked drainage system has not 
been carried out at present. An analytical solution of the Laplace equation was derived based on the simplification 
of the studying area. With the PDE tools，the unknown but necessary boundary conditions were converted to the 
approximate inhomogeneous ones. These boundary conditions were homogenized with methods like conformal 
transformation in complex plane，transformation of coordinates，separation of problem for determining the 
solution of differential equation. The last inhomogeneous boundary condition was expressed as the sum of a 
family of orthogonal functions in Hilbert space. Finally，a solution of series for the seepage field were derived. 
The seepage flow field is similar to the funnel shape. The hydraulic head is higher in blocked side. And the further 
study shows that in most situations the sum of series converges quickly when the number of term in series greater 
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than 50. The differences between the analytical and numerical results of the distribution of hydraulic pressure and 
seepage flux are only 4.28% and 4.05%.  
Key words：tunnel engineering；drainage system；asymmetric blocked；seepage field；analytical solution 
 
 
1  引  言 

 
我国西南的山地多岩溶地貌，隧道在运营过程

中，排水系统常由于地下水裹挟泥沙而淤积、隧道

注浆材料和初期支护混凝土发生化学反应产生钙化

物淤积、岩溶地貌的地下水含有的 Ca2+，Mg2+等离

子与空气中 CO2 发生结晶反应淤积、微生物在排水

管内滋生结垢及施工过程中的漏浆、窜浆等原因，

最终在一定程度上堵塞隧道的排水系统。而隧道断

面左、右两侧的排水系统因上述原因发生堵塞时，

也很难保证断面两侧的排水系统堵塞状况完全对

称。更难以考虑到隧道在排水系统非对称堵塞后，

隧道结构面临的水压力呈何种规律分布[1]。 
目前的规范并未对交通工程中的隧道在排水系

统堵塞后的水压力变化规律的计算提供现成的计算

方法[2-3]。目前铁路、公路等非水工隧道，在遇到高

水压问题时，常借用电力系统水工隧道中的“外水

压力折减系数法”计算隧道受到的水压力[4]。但是

交通工程中的隧道与电力系统中的水工隧道毕竟存

在诸多差别，特别是在隧道的使用耐久性的要求方

面区别更大。而长期的工程实践也说明了，交通隧

道对于地下水的处理不恰当时，大量排水则造成隧

址区水资源流失，破坏当地水环境[5-6]；过度堵水则

一方面施工复杂，成本大幅上升，另一方面施工难

度过大，隧道内水害不止[7]。因此，学界对隧道与

地下水之间相互作用的研究从未停止。 
隧道渗流的研究大致有几种方法，包括上述的

折减系数法，数值计算分析法，理论解析法。方保

镕和吴正文[8]用边界拟合坐标的有限元法，研究了有

压渗流。杨志锡和杨林德[9]研究了在各向异性介质中圆

形坑道的解析解。王建秀等[10-11]用数值方法结合解

析方法研究了深埋隧道的外水压力。高新强[12]、王

秀英等[13]分别研究了高水压和山岭隧道的衬砌外

水压力，并给出了圆形对称渗流场的解析解。P. 
Arjnoi 等[14]分析高水压下并排隧道在不同排水条

件下的周边渗流场。侯晓萍等[15]提出裂隙岩体非稳

定渗流的复合单元算法。吴祖松等[16]研究了隧道围

岩的非线性渗流和计算流域界限问题。李术才等[17]

研究了海底隧道流–固耦合模型试验系统。 

在渗流场的理论解析法方面，目前的解析解仍

然是建立在隧道断面左、右的排水系统工作状态完

全相同的基础上，给出的渗流场解析解也只与极坐

标下的半径相关。而考虑排水系统非对称堵塞后，

渗流场分布规律的解析解未见。本文以隧道排水系

统非对称堵塞后的渗流场分布解析解为目标进行推

导，结合微分方程的数值解法，分析了隧道衬砌背

后的水压力分布规律，计算了各种隧道半径和水压

下的渗流场分布，并得到了相应情况下的隧道渗流

量。 
 
2  渗流场的解析研究 

 
本节主要内容即是讨论排水系统非对称堵塞情

况下隧道周边围岩中渗流场的分布情况。即推导非

对称下的二维 Laplace 方程的解析解。 
2.1 基本假设 

由于推导非对称情况下的 Laplace 方程的定解

问题，需要对实际的工程做出一些条件限制和假设，

基本假设如下。 
(1) 隧道渗水符合 Darcy 渗透定律，隧道和地

层材料参数均为各向同性，流体不可压缩，隧道断

面呈正圆形。 
(2) 将隧道周边渗流场问题转化为无限含水层

中竖井渗流场问题，因此限制隧道为深埋隧道，当

隧道承受的水头很大(至少 100 m)时，可假设隧道周

边远场的静水头为定常值。 
对于一般隧道而言，其内半径大多小于 10 m，

则作用在隧道最高点与最低点上的水头差在静水压

力场中为 10 m。若隧道承受的水头太小，则隧道高、

低点处的水头差值将不可忽略，将隧道周边渗流场

问题转化为无限含水层中竖井渗流场问题这一做法

则是不合适的。实际上当隧道的埋深越深或者隧道

内高差越小，这一做法引入的误差将越小。 
(3) 隧道衬砌背后未堵塞的排水系统由二次衬

砌渗透系数取值来考虑排水系统透水性，等效为考

虑地下水从二次衬砌表面渗出，最后经由隧道排水

沟排出；隧道衬砌背后被堵塞的排水系统，考虑为

完全不透水材料。 
(4) 为使微分方程可解，隧道衬砌厚度考虑为
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0，不设初支和注浆圈。或者可以理解为只计算衬砌

背后的渗流场分布。 
2.2 微分方程定解问题 

建立以隧道半径方向为 r 轴的极坐标系统，

0θ = 的正方向见图 1。其中，隧道内半径、远场半

径分别为 ar ， 0r ，对应的压力水头分别为 aH ， 0H ，

围岩的渗透系数为 sk ，其中隧道排水系统未堵塞的

一侧，隧道背后的压力水头 a 0H = ；隧道排水系统

堵塞的一侧的隧道背后的压力水头 aH 的分布为未

知；其他参数均为已知。 
 

 
图 1  圆形隧道计算示意图 

Fig.1  Diagram of circular tunnel 

 
极坐标下渗流满足连续性方程(Laplace 方程)： 

 
2

2 2

1 1 =0H Hr
r r r r θ
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

         (1) 

对微分方程的定解条件进行整理如下： 
(1) Dirichlet 边界条件，在渗流场远端，认为水

头不变为 0H ，即 

 
00

[ ]

r rH H

θ

=

∈ −π π ⎫⎪
⎬= ⎪⎭

，
            (2) 

(2) Neumann 边界条件，在隧道衬砌内侧有一

侧排水系统失效，地下水无法渗流通过，即渗流速

度为 0： 

 

  
2 2

0
ar r

H
r

θ

=

⎫π π⎡ ⎤∈ − ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎬

∂ ⎪= ⎪∂ ⎭

，

              (3) 

(3) Dirichlet 边界条件，隧道的另一半排水系统

正常，按前述的假设，认为地下水从表面渗出，即

有如下 2 个条件： 

 

aa

 
2 2

0r rH H

θ

=

⎫π π⎡ ⎤ ⎡ ⎤∈ −π − ∪ π ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎬
⎪= = ⎪⎭

， ，
          (4) 

(1) 保角变换 
Laplace 方程可以用分离变量法解。因边界条件

不对称，在环域内此偏微分方程问题求解非常困难。

采用保角变换的方法，将极坐标下的圆域变换为直

角坐标系下的矩形域，将使问题的难度下降。 
将原平面 ( )r θ， 内的任意点 ( )ρ ϕ， 看作在复

平面内的复数 iz ρ ϕ= + 。采用对数函数的保角变

换，即 
Arg( ) ln ln(| | e ) ln iArg ln ii zw z z z z z ρ ϕ= = = + = +  

 (5) 
将极坐标系下的平面 ( )r θ， 变为了复平面 w 上

的一个矩形域，其中 Im w−π π＜ ＜ 。为进一步简化

计算，将计算域进行坐标平移，向左移动 aln r 单位

长度，其区域表达式为 0 a0 ln lnx r r−＜ ＜ ， η−π π＜ ＜ 。

而用对数表达的 x 轴仍然显得复杂，用新的转换关

系 lnx ξ= ，则横轴的计算区域表达式再变为

0 a0 r rξ −＜ ＜ ，得到新平面 ( - )ζ ξ η 上的计算区域。新

的计算区域关于 0η = 对称，只取 0η＞ 的部分，计

算区域进一步简化为 

2 2

2 2
0

H Hς ς

ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

 0 a(0   0 )r rξ η− π＜ ＜ ， ＜ ＜    (6) 

以下再考虑边界条件，由式(2)～(4)所表述的边

界条件，转换后的区域的边界条件为 

 
0a0

[0 ]

r rH Hξ

η

= −

∈ π ⎫⎪
⎬= ⎪⎭

，
              (7) 

 

0

0   
2

0H
r ξ

η

=

π ⎫⎡ ⎤∈ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦⎪
⎬

∂ ⎪= ⎪∂ ⎭

，

                (8) 

 

a0

2

0H Hξ

η

=

π ⎫⎡ ⎤∈ π ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎬
⎪= = ⎭

，
            (9) 

注意到由于新的计算区域由圆环区域转换而

来，所以还天然的带有一些条件。即η = −π或 π时，

水头势函数 ( )H ξ η， 应相等，才能满足圆环域内以

2π为周期的天然条件，同时在η = −π或 π时，边界

上应没有地下水流入或流出，否则也将破坏天然的

r = ra 
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周期条件，所以有 

 
0 a

0

[0 ]

H

r r

ηη

ξ

π π=−

∈ − ⎫
⎪⎪
⎬

∂ ⎪
⎪

∂
=

⎭或

，

             (10) 

注意到此时的 Laplace 方程定解问题中的矩形

区域边界上， 0ξ = 的边界上为非齐次边界条件，

0η = 的边界上边界条件未知。所以此时所有的边界

条件并不足以求 Laplace 方程的定解问题。以下将

对非齐次和未知的边界条件进行处理。 
(2) 边界条件处理 
对于图 1 中表述的渗流场计算模型，容易看出，

以 0θ = 为对称轴可以将模型分为完全对称的两部

分，取 [ π   0]θ ∈ − ， 的部分进行讨论；同时调整θ 轴

的正方向指向正下方，形成新的坐标轴θ ′。则计算

简化示意图如图 2 所示。�

 

图 2  简化后的轴对称圆形隧道计算示意图 
Fig.2  The simplified diagram of axisymmetric circular tunnel 

 
用 Matlab 软件中 Partial Differential Equation 工

具对上述偏微分问题进行求数值解，目的是得到隧

道排水系统堵塞的一侧背后的水压力分布的一般近

似规律。计算中取隧道内半径 ar = 3～10 m 的整数，

取远场半径 0r 为 50 m，取远场水头 0H = 100～230 m
的整数，以 10 m 为间隔。一共进行了 112 余次偏微 

分方程问题求数值解。从大量的结果中可以发现， 

0   
2

θ π⎡ ⎤′∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
， ， ar r= 的堵水边界上的水压分布规律，

及
2

θ ′ = π
， a 0[ ]r r r∈ ， 边界上的水压分布规律。 

① ' 0   
2

θ π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
， ， ar r= 边界上的水压分布规律 

所有的结果均表明，隧道排水系统堵塞的一侧

背后的水头分布与角度θ ′的关系高度近似于对数

函数，即 

a 0( ) ( ln )H r H θ θθ α θ β′= +，  exp   
2

θ

θβθ
α

π⎛ ⎞−′∈⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  

  (11) 
式(11)中 θα ， θβ 均为近似系数。因水头函数

a( )H r θ， 在此情况下不应小于 0，所以θ ′的取值范

围被规定为 exp   
2

θ

θβθ
α

⎛ ⎞−⎛ ⎞
′∈⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

π
， 。 

隧道排水系统堵塞的一侧背后的水头分布 0H

与角度θ 的关系近似于式(11)，其相关性系数 2R 如

表 1 所示。其中，相关性系数 2R 越高说明式(11)所

表述的对数函数与水头分布的相符程度越高。表 1

中相关性系数 2R 最小值为 0.986 2。一般认为相关性

系数大于 0.95，即可认为其代表的相关性具有极高

可信度。所以式(11)所代表的对数分布形式具有极

高可信度。 
式(11)中 θα 系数的分布如表 2 所示。式(11)中

θβ 系数的分布如表 3 所示。但值得注意的是，这一

相关性并不能用于外推，特别是对于隧道内半径的外

推，差距会急剧增加，不再具有工程意义上的可取性。  

表 1  水头分布与角度θ ′的关系的相关性系数 2R   
Table 1  Correlation coefficients for head distribution versus θ ′  

R2 内径 

ar /m 100 m 110 m 120 m 130 m 140 m 150 m 160 m 170 m 180 m 190 m 200 m 210 m 220 m 230 m

 3 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.986 2 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4

 4 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7

 5 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7 0.990 7

 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 6 0.990 5 0.990 5

 7 0.990 5 0.990 5 0.990 5 0.990 5 0.990 5 0.988 1 0.990 5 0.990 5 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4 0.990 4

 8 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3 0.990 3

 9 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2 0.990 2

10 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1 0.990 1
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表 2  水头分布与角度θ ′的关系的近似系数 θα  

Table 2  θα  for head distribution versus θ ′  

θα  

3 m 4 m 5 m 6 m 7 m 8 m 9 m 10 m

0.159 3 0.159 5 0.160 6 0.162 1 0.163 9 0.165 9 0.168 0 0.170 1

注：3 m 等表示隧道内径 ra，下表同。 
 

表 3  水头分布与角度θ ′的关系的近似系数 θβ  
Table 3  θβ  for head distribution versus θ ′  

θβ  

3 m 4 m 5 m 6 m 7 m 8 m 9 m 10 m

0.672 5 0.684 7 0.696 2 0.707 6 0.719 0 0.730 5 0.742 0 0.753 6

 
当实际查表时，隧道内径 ar 不为表中整数时，

可采用线性插值方法取得 θα ， θβ 的值。对 θα ， θβ 采

用线性插值的方法，起相关性系数仍然极高，最低

为 0.988，说明对 θα ， θβ 采用线性插值取值仍然具 
有极高的可信度。 

为将式(11)得到的水头近似表达式用于图 1 所

示的整体计算模型，需要将式(11)中的坐标进行调

整。令 ' 0θ = 的方向为原坐标轴 / 2θ = π 的方向，将

边界条件通过保角变换方法变换到 Oξ η 平面上，再

考虑对称性，则边界条件可表达为 
(0 )H η =，  

0 ln 0  exp

e

 
2 2

0
2

xp

H
θ

θ
θ

θ

θ

θ

β
α β η

α

β
α

η

η

⎧ ⎛ ⎞⎡ ⎤π π⎛ ⎞− + ∈ −⎪ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠⎪
⎨

⎛ ⎞⎪ ⎡ ⎤π
∈ − π⎜ ⎟⎪ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞−⎡ ⎤
⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎝ ⎠

⎛ ⎞−
⎜
⎝ ⎠⎩

⎟

，

，

 (12) 
因水头分布函数含天然条件 a( ) 0H r θ， ＞ ，所以

式 (12)中 η 的取值范围与原本的 [0   ]η∈ π/2， 和

[   ]η∈ π/2 π， 存在差距，通过计算，在 110 组的 θα ，

θβ 值中，exp( / )θθβ α− 的最大值约为 0.021 1，平均

值约为 0.014 0，也就是说由此产生的差值在最不利

的情况下约为 1.34%，平均差值约为 0.89%。应是

可接受的差值。 
图 3 对比了在 a 08 m 120 mr H= =， 条件下数值

解和式(12)的曲线，可以看到，在 0η = 附近，式(12)
的值稍高于数值解，但总体上两者非常近似，可认

为式(12)可以较为精确地描述原有的边界条件。 
 

 
图 3  (0 )H η， 的曲线图 

Fig.3  The graph of (0 )H η，  
 

② 
2

θ π′ = ， a 0[ ]r r r∈ ， 边界上的水压分布规律 

隧道模型在堵塞一侧的对称轴上的水头分布与

角度θ ′的关系也是高度近似于对数函数，即 

0 ( ln )
2 r rH r H rα βπ⎛ ⎞ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
， ， a 0e r

r

r r r
β
α
−⎛ ⎞

∈ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

，

 (13) 
式(13)中 rα ， rβ 均为近似系数。因水头函数

a( )H r θ， 在此情况下不应小于 0，所以 r 的取值范

围被规定为 a 0[ exp( / ) ]rrr r rβ α∈ + − ， 。 
 

表 4  水头分布与角度 r 的关系的相关性系数 2R  

Table 4  Correlation coefficients for head distribution versus r 

R2 内径 

ra/m 100 m 110 m 120 m 130 m 140 m 150 m 160 m 170 m 180 m 190 m 200 m 210 m 220 m 230 m

 3 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2 0.970 2

 4 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7 0.982 7

 5 0.989 9 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3 0.989 3

 6 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7 0.992 7

 7 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3 0.994 3

 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8 0.994 8

 9 0.994 9 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6 0.994 6

10 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9 0.993 9
  

0

20

40

60

80

100

0 1 2 3
η 

H
/m

 

数值解 

式(12) 
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隧道排水系统堵塞的一侧背后的水头分布 0H
与角度 r 的关系近似于对数函数，其相关性系数 2R
如表 4 所示。其中相关性系数 2R 最小值为 0.970 2，
所以认为式(13)所代表的对数分布形式具有很高可

信度。 
式(13)中 rα 系数的分布如表 5 所示， rβ 系数的

分布如表 6 所示。这一相关性和 θα ， θβ 的一样，并

不能证明可以用于外推，特别是对于隧道内半径的

外推，误差会急剧增加。 
 

表 5  水头分布与角度 r 的关系的近似系数 rα  
Table 5  rα  for head distribution versus r 

rα  

3 m 4 m 5 m 6 m 7 m 8 m 9 m 10 m

0.106 2 0.116 8 0.124 8 0.130 8 0.135 3 0.138 4 0.140 2 0.141 0

 
表 6  水头分布与角度 r 的关系的近似系数 rβ  

Table 6  rβ  for head distribution versus r 

rβ  

3 m 4 m 5 m 6 m 7 m 8 m 9 m 10 m

0.605 0 0.5603  0.525 8 0.499 3 0.479 3 0.465 0 0.455 7 0.450 8

 
当实际查表时，隧道内径 ar 不为表中整数时，

可采用线性插值方法取得 rα ， rβ 的值。 
为将式(13)得到的水头近似表达式用于图 1 所

示的整体计算模型，需要将式(13)中的坐标进行调

整。令 0θ ′ = 的方向为原坐标轴 / 2θ = −π 的方向，

得到的式(13)的表达式不变，只是作用的边界的表

述坐标变为整体坐标系下的 0θ = ， a 0[ ]r r r∈ ， 。 
式(13)在 r 的取值范围内存在差距，通过计算，

在 112 余组 rα ， rβ 值中， exp( / )r rβ α− 的最大值约

为 0.040 9，平均值约为 0.023 4，也就是说由此产生

的差值在最不利的情况下约为 0.102%，平均差值约

为 0.057%。应是可以接受的差值。于是将式(13)所
示图像向左移动 exp( / )r rβ α− ，并通过保角变换方

法变换到 -ξ η平面上，有 

 0(   0) ( ln )r rH Hξ α ξ β= +，         (14) 

图 4 对比了在 a 08 m 120 mr H= =， 条件下数值

解和式(14)的图像，可以看到两者非常近似，因此

用式(14)来描述原有的边界条件是较为精确的。 
(3) 非齐次边界下 Laplace 方程的求解 
① 移动函数图像使边界条件的齐次化 

 
图 4  (   0)H ξ， 的曲线图 
Fig.4  Graph of (   0)H ξ，   

 
(a) 

 

(b) 

图 5  -ξ η平面上的 Laplace 方程定解问题 
Fig.5  Boundary conditions of the Laplace equation on 

-ξ η  plane 

 
将目前所有边界条件汇总，得到在 -ξ η平面上

的 Laplace 方程定解问题，如图 5(a)所示。 
由图 5(a)所示边界条件可知，矩形计算区域四

边中，除η = π边界上为齐次边界条件外，其他三边

都是非齐次边界条件。将远场水头 0H 和隧道内径处

的水头 aH 全部降低 0H ，变为 0 aH H− 和 0，则整个

渗流场图像在绘图空间中下降 0H 。前述边界条件

式(12)和(14)变为 
(0 )Hζ η =，  

ξ
O

2
π

π
η

0 ar r−

H = 0

H = Hξ(0，η)

H = Hξ(ξ，0) 

0H
η

∂
=

∂

90

95

100

105

110

115

120

8 18 28 38 48
ξ 

H
/m

 

数值解 

式(14)   

ξ
O

2
π

π

η

0 ar r−

H = H0

H = H(ξ，0) 

H = H(0，η)

0H
η

∂
=

∂
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0

0 0

  exp

ex

ln
2

0   
2

  
2

pH
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θ θ

θ

θ

θ

θ

α β

β
α

β

η

α

η

η

π⎛ ⎞− +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛

⎞⎡ ⎤π
∈ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

⎛ ⎞⎡ ⎤π
− ∈ − π⎜ ⎟⎢ ⎥⎜

⎞−
⎜ ⎟

⎧

⎟⎢ ⎥⎣ ⎦

⎪
⎪
⎪

⎝ ⎠

⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩ ⎝ ⎠

，

，

     (15) 

0 a0 0(  0) ( l ) (0 ))n (r r rH rH Hζ ξ α ξ β ξ= ∈ −+ − ，，  
(16) 

在 0 ar rξ = − 上边界条件变为齐次条件 0H = ，

如图 5(b)所示，其数学表述为 

2 2

2 2
0

H Hς ς

ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  0 a(0   0 )r rξ η− π＜ ＜ ， ＜ ＜  (17) 

0 a

(0 )    ( 0)

0                 ( )

(  0)    ( 0)

0              ( )

H H

H r r

H H

H

ς ς

ς

ς ς

ς

η ξ

ξ

ξ η

η
η

= =

= = −

= =

∂
= = π

⎫
⎪
⎪
⎪
⎬

⎪
∂

⎪
⎪

⎭

，

，        (18) 

② 分解问题使边界条件的齐次化 
在图 5(b)中，仍有 0ξ = ， 0η = 两个边界条件

非齐次，在无源的稳态渗流问题中，只含一个非齐

次边界条件时，是可以通过变量分离法求解的，非

齐次边界条件起到的作用是确定微分方程原函数的

待定系数。由此，采用非齐次边界的分解，将问题

分解为 2 个只含有一个非齐次条件的问题，分别求

解后，将解叠加得到原问题的解。 
将问题分为(I)，(II)两部分，令 0 0 ar r r′ = − ，分解

后问题(I)的数学表述为 

 
2 2

1 1
2 2

0
H Hς ς

ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  0(0  0 )rξ η′ π＜ ＜ ，＜ ＜  (19) 

 

1

1 0

1

1

(0 ) ( 0)
0 ( )
0 ( 0)

0 ( )

H H
H r
H
H

ς ς

ς

ς

ς

η ξ
ξ
η

η
η

π

= = ⎫
⎪′= = ⎪⎪= = ⎬
⎪∂ ⎪= =
⎪∂ ⎭

，

      (20) 

分解后问题(II)的数学表述为 
2 2

2 2
2 2

0
H Hς ς

ξ η
∂ ∂

+ =
∂ ∂

  0(0 0 )rξ η′ π＜ ＜ ，＜ ＜  (21) 

 

2

1 0

1

2

0              ( 0)
0              ( )

(  0)  ( 0)

0           ( )

H
H r
H H

H

ς

ς

ς ς

ς

ξ

ξ

ξ η

η
η

= = ⎫
⎪′= = ⎪
⎪

= = ⎬
⎪∂ ⎪= = π ⎪∂ ⎭

，        (22) 

(4) 求解分解后的问题 
① 针对问题(I)，由于式(19)是典型的 Laplace

方程，可采用变量分离法求解。令 
 1( ) ( ) ( )H X Yς ξ η ξ η=，          (23) 

将式(23)代入式(19)，得 
( ) ( ) ( ) ( ) 0X Y X Yξ η ξ η′′ ′′+ =  

分离变量得 

 0

0

( ) ( ) 0 (0 )
( ) 0 ( )

X X r
X r

ξ λ ξ ξ
ξ ξ

′′ ′ ′+ =
′= ⎬=

⎫

⎭

＜ ＜
     (24) 

( ) ( ) 0  (0 )

( ) 0    ( 0)

( ) 0  ( )

Y Y

Y

Y

η λ η η

η η

η η

⎫
⎪
⎬
⎪

′′ ′− = π

= =

= π ⎭′ =

＜ ＜

        (25) 

对于 0λ′＞ ， 0λ′ = 的情况，可以推导出矛盾，

予以排除。  
0λ′＜ 时，对于式(25)， ( )Y η 的解为 

1 2( ) cos( ) sin( )Y C Cη λ η λ η′ ′= − + −  

代入式(25)中的边界条件有 

1

2

0

cos( ) 0

C

C λ

=

′π =

⎫⎪
⎬
⎪⎭

 

如果 cos( ) 0λ′π ≠ ，则仍然 1 0C = ， 2 0C = ，从

而 ( ) 0Y η ≡ ， 1( ) ( ) ( ) 0H X Yς ξ η ξ η= ≡， 。 所 以

cos( ) 0λ′π ≠ 时，问题仍然找不到有意义的解。于

是 只 能 有 1 0C = ， cos( ) 0λ′π = ， 于 是 有

/ 2nλ′− π = π− π ，即有 1/ 2nλ′− = − (n 为正整数)。
为表示方便，令 

 1
2n nλ λ λ′= − = −，            (26) 

由于 nλ 有 n 个值，则 ( )Y η 的表达式也对应的有

n 个，则 ( )Y η 的表达式也与 nλ 有关，那么令

( ) ( )nY Yη λ η= ， 。将 nλ 代入式(25)，有 

 2( ) sin( )n nY Cλ η λ η=，            (27) 

以上得出无限多个 nλ 及无限多个 ( )nY λ η， 的

过程，在数学上称为 Sturm-Liouville 问题。 nλ 所代

表的特定的值称为本征值， nλ 对应的 ( )nY λ η， 所代

表的无限多个非零解称为本征函数。 
在数学中可以证明，不同的本征值 1nλ ， 2nλ 所

对应的本征函数 1( )nY λ η， ， 2( )nY λ η， 在区间

(0 )η ∈ π， 内带权重 ( )ρ η 正交。此问题中， ( ) 1ρ η ≡ ，

所以简单地称 1( )nY λ η， ， 2( )nY λ η， 为正交。同样可

以证明本征函数族 ( )nY λ η， 是完备的。 
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设想有一无限维度的 Hilbert 空间，则某一函数

( )f η 则是 Hilbert 空间中的“向量”f。则本征函数

族 ( )nY λ η， 可看作平行于各个维度坐标轴的向量

1Y ， 2Y ， 3Y ，…，两两之间相互正交，构成了此空

间中的基底向量，简称为“基”。只要函数 ( )f η 具

有连续的一阶导数和分段连续的二阶导数，则可以

将函数 ( )f η 所代表的向量 f 表达为“基”的线性组

合： 

1 1 2 2 3 3
1

n

n n
n

c c c c
=

= + + + =∑f Y Y Y Y      (28) 

式(28)右边的级数即为广义 Fourier 级数， nc 称

作广义 Fourier 系数。数学上可以证明式(28)右边的

级数是绝对且一致收敛的，可以逐项积分。用 nY 遍

乘式(28)的最左端和最右端，并逐项积分，由于式(28)
最右端两两正交，除第 n 项外，其余乘积全为 0，
于是有 

 2

0 0
( ) ( )d [ ( )] dn n nf Y c Yη λ η η λ η η

π π
=∫ ∫， ，   (29) 

记 

 2 2

0
( ) [ ( )] dn nN Yλ λ η η

π
= ∫ ，        (30) 

把式(30)左端的平方根 ( )nN λ 称为 ( )nY λ η， 的

模，于是系数 nc 为 

 
2 0

1 ( ) ( )d
( )n n

n

c f Y
N

η λ η η
λ

π
= ∫ ，      (31) 

对于式(24)，代入式(26)后，解得 

 
0 0

0

( ) ( )
'

2
e e( ) 2 e

2

n n
n

r r
r

n xX C
λ ξ λ ξ

λλ ξ
′ ′− − −

− −
= =，  

0sinh[ ( )]n nC rλ ξ′ −             (32) 
其中，将积分待定系数 0

2e nr
xC λ ′− 合并为 nC 。 

将式(27)和(32)代入式(23)，得到对于任意一个

本征值 nλ ，对应的水头势函数称为本征解： 

1_ 0( ) sinh[ ( )]sin( )n n n nH C rς ξ η λ ξ λ η′= −，  

其中，将积分待定系数 2C ， nC 合并为 nC 。则

一般解 1( )Hς ξ η， 应是所有本征解的叠加： 

 1 1_
1

( ) ( )n
n

H Hς ςξ η ξ η
∞

=

= =∑， ，  

0
1

sinh[ ( )]sin( )n n n
n

C rλ ξ λ η
∞

=

′ −∑    (33) 

为确定待定积分系数 nC ，将非齐次边界条件

式(15)， 0ξ = ， 1( ) (0 )H Hς ςξ η η=， ， 代入式(33)，
有 

 0
1

sinh(( )sin(0 ) )n n n
n

rH Cζ λ λη η
∞

=

′= ∑，    (34) 

因 (0 )Hς η， 具有连续的一阶导数和分段连续

的二阶导数，参考式(28)， ( )nN λ 的表达式可由式(30)
得出： 

 2 2

0
( ) sin ( )d

2n nN λ λ η η
π π

= =∫       (35) 

系数 nC 由式(31)得出： 

 0
2

0

sin( )d

( )

(0

in ( )

)

s h
n

n
n n

C
N

H

r
ζ η λ η η

λ λ

π

=
′

∫ ，
       (36) 

代入式(33)，得到针对(I)问题的解： 
1

0 0
1

2
0

( )

sinh[ ( )]si (0n( ) sin( )d

( ) sinh(

)

)

n n n
n

n n

r

r

H

H

N

ζ

ς

η

ξ η

λ ξ λ η λ η η

λ λ

∞ π

=

=

′ −

′

∑ ∫

，

，

  (37) 
其中， 2 ( )nN λ 由式(35)确定， nλ 由式(26)确定。 

再将式(37)所代表的函数图像在 ξ 轴上向正方

向移动 ar 个单位，以还原节 2.2 中进行的保角变换，

所以式(37)变为 
1

0 0
1

2
0 a

( )

sinh[ ( )]sin( ) sin( )d(0

( )sinh[ ( )]

)n n n
n

n n

H

r

N r r

H

ς

ζ

ξ η

λ ξ λ η λ

λ

η η η

λ

∞ π

=

=

−

−

∑ ∫

，

，  

(38) 
② 针对问题(II)，由于式(21)是典型的 Laplace

方程，可采用变量分离法求解。令 
 2 ( ) ( ) ( )H X Yς ξ η ξ η=，          (39) 

为避免重复，按上文所述分离变量后得 

 

2
0

0

( ) ( ) 0  (0 )

( ) 0   ( 0)

( ) 0   ( )

X X r

X

X r

ξ μ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ

′′ ′+ = ⎫
⎪⎪= = ⎬
⎪

′= = ⎪⎭

＜ ＜

    (40) 

 
2( ) ( ) 0 (0 )

( ) 0 ( )
Y Y

Y
η μ η η

η η
′′ − = π

′ = =
⎬

π
⎫

⎭

＜ ＜
     (41) 

式(40)的本征函数为 

 ( ) sin( )m mX μ ξ μ ξ=，           (42) 

式(40)的本征函数的模为 

 2 2

0
( ) sin ( )d

2m mN μ μ ξ ξ
π π

= =∫         (43) 

本征值 mμ 为方程 0sin( ) 0mrμ ′ = 的解，则 mμ 为以

下一系列离散的实数： 

 
0

m
m
r

μ π
=

′
                (44) 

将式(44)代入式(41)，得到对应于 mμ 的本征解
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( )mY μ η， ： 

 ( ) cosh[ ( )]m m mY Dμ η μ η= π −，      (45) 

一般解 2 ( )Hς ξ η， 应是所有本征解的叠加： 

2

2 _
1 1

( )

( ) cosh[ ( )]sin( )m m m m
m m

H

H D

ς

ς

ξ η

ξ η μ π η μ ξ
∞ ∞

= =

=

= −∑ ∑

，

，
 

 (46) 
代入非齐次边界条件式(16)， 0η = ， 2 ( )Hς ξ η =，  

(   0)Hξ ξ， ，得到积分待定系数 mD ： 

 0
2

sin( )d

( )cos (

(

h

  0) m

m
m m

H
D

N
ς μ ξ ξ

μ μ

ξ
π

=
π)

∫ ，
          (47) 

将式(47)代入式(46)，再将函数图像在 ξ轴上向

正方向移动 ar 个单位，以还原在保角变换中进行的

变换，得到 

2 a
1

( ) cosh[ ( )] s in[ ( )]m m
m

H rς ξ η μ η μ ξ
∞

=

⎧
= π − − ⋅⎨
⎩
∑，  

2

0
sin( )( d [ ( ) cos h(0) m m mH Nς μ ξ ξ μ μξ

π ⎫
π)]⎬

⎭
∫ ，  (48) 

这里， 2 ( )mN μ 由式(43)确定， mμ 由式(44)确定。 
③ 解的叠加 

将问题(I)，(II)的解 1( )Hς ξ η， ， 2 ( )Hς ξ η， 叠

加，沿原对称轴 0η = 复制后，按转换回原 -r θ 柱坐

标空间中，得到整个问题的解如下： 

π

0 0
1

2
0

1

π 2

0

( )

sinh[ ( )]sin( ) sin )d

( )sinh( )

cosh[ ( )]sin[ ( )]

si

(0 )(

( n( )d [ ( )cos  0) h( )]

n n n
n

n n

m m a
m

m m m

H

H

H

r

r r

N r

r r

N

ζ

ς

θ

λ λ θ λ η η

λ λ

μ θ μ

μ ξξ ξ μ μ

η
∞

=

∞

=

=

−
+

′

⎧
π − − ⋅⎨

⎩

⎫
π⎬

⎭

∑ ∫

∑

∫

，

，

，

 (49) 
画出式(49)在空间中的图像从上下两个视角观

察，图像如图 6 所示。观察图 6 可以看到，在 ar r= ，

0θ = 处有奇异点，这是在分解原问题为 2 个只含一

个非齐次边界条件时引入的，随着求和项数 n，m
的增加，其影响范围将急剧缩小，并不影响整个渗

流场分布。 
图 7 为用 Matlab 软件对原问题在 0 100H = m，

a 10r = m， 0 50r = m 的条件下进行数值解后的图像，

对比图 6 可以发现，除比例尺造成的变形外，两者

在形状上极为相似。 

 

图 6  ( )H r θ， 图像在柱坐标空间的示意图 
Fig.6  The graph of ( )H r θ，  in the column coordinate  

system 

 

 
图 7  ( )H r θ， 的三维分布图 

Fig.7  The contour of ( )H r θ，  

 
3  结果分析 
 
3.1 求和项数 n 收敛速度分析 

取 0 100H = m， a 10r = m， 0 50r = m 为例，对求

和项数 n 的收敛速度进行讨论。求和项数 n=1，5，
10，20，50，100 时，

a
( ) r rH r θ =， 的曲线如图 8 所

示。 
 

 

图 8  
a

( ) r rH r θ =， 的曲线 

Fig.8   Curves of 
a

( ) r rH r θ =，  

 
由图 8 可知，在求和项数 n = 1，5 时，曲线差

距较大；在 n = 10，20 时，曲线差距已经较小；在

n = 50，100 时，曲线已经基本重合。所以除非计算

H
/m

 

H/m

x/m

H
/m

 

θ
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式(12)中的分段点附近的水头分布函数 ( )H r θ， 值

时，需要更高的求和项数 n，其他情况下，特别是

工程中特别关心的最大水头压力是时，使求和项

数 n＞100 的意义已经不大。 
在 0 100H = m， a 10r = m， 0 50r = m 条件下，考

查 15r = m，求和项数 n = 1，5，10，20，50，100
时， 15( ) rH r θ =， 的曲线如 

图 9 所示。这时 15( ) rH r θ =， 的差距收敛速度更

快，n = 5，10，20，50，100 的曲线几乎重合，进

行更多项数的求和也变得没有工程上的意义。 
在 0 100H = m， a 10r = m， 0 50r = m 条件下，考

查 / 4θ = π 时的曲线如图 10 所示。 
 

 

 
图 9  15( ) rH r θ =， 的曲线 

Fig.9  Curves of 15( ) rH r θ =，  

 
在求和项数 n = 1，5 时，曲线差距较大；在 n = 

10，20 时，曲线差距已经较小；在 n = 50，100 时，

曲线已经基本重合。这时取求和项数 n = 100 较为

合适，更多的求和项数 n 也不能带来显著的精度提

升，意义不大。 
在 0 100H = m， a 10r = m， 0 50r = m 条件下，考

查 3 / 4θ = π ，项数 n = 1，5，10，20，50，100 时，

3 / 4( )H r θθ = π， 的曲线如图 11 所示。这时曲线的收

敛速度更快，n = 1，5，10，20，50，100 的曲线几

乎重合，进行更多项数的求和也变得没有工程上的

意义。 
 

 
  r/m 

图 10  /4( )H r θθ =π， 的曲线 

Fig.10  Curve of /4( )H r θθ =π，  

 
  r/m 

图 11  =3 /4( )H r θθ π， 的曲线 

Fig.11  Curve of =3 /4( )H r θθ π，  

 
3.2 与数值模拟的对比验证 

(1) 计算模型的建立 
将图 2 中描述的简化后的渗流模型在 ANSYS

中建模，代入不同的隧道内径 ar ，远场半径 0r 取值

为 50 m，不同的远场压力水头 0H ，假设隧道的渗

透系数为 1，以图 12 中 x 轴正方向为极坐标 0θ = 的

方向，以直角坐标系的原点 (0   0)， 为极坐标系的原

点，建立计算模型如图 12(a)所示。 

X

Y

Z

       

X

Y

Z

 

(a)                         (b) 

图 12  ANSYS 数值模拟的计算模型示意图 
Fig.12  Mesh for numerical simulation in ANSYS 
 
(2) 水压力 
隧道排水系统非对称堵塞后，隧道周边地下水

的水压力分布将发生变化。而此情况下的隧道衬砌

背后的最大水压力值则是最值得人们关注的物理量

之一。这里将考查各个隧道半径和远场水头值下，

式(49)和 ANSYS 软件数值模拟计算的最大水压力

之间的差异。如果二者之间差异较小，则认为式(49)
在计算水压力值方面有较高的可信度。 

边界条件的施加方式为： 

① 在 0
π π  
2 2

r r θ ⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ， 的边界上，将所有

节点的水压力在数值上固定为 0H ； 

n = 5，10，20，50，100 

n = 1，5，10，20，50，100 

n = 1 

n = 5 

n = 10 

n = 20 

n = 50，100 

H
/m

 

H
/m

 
n = 1 H

/m
 

θ

－3.0 －2.0 －1.0 
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② 在 0
π0   
2

r r θ ⎛ ⎞= ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ， 的边界上，将所有节

点的水压力在数值上固定为 0； 

③ 在 0
π  0
2

r r θ ⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ， 的边界上，将所有节

点的渗流量在数值上固定为 0。 
现随机选取一些隧道内径和远场水压的组合，

试算其渗流场的分布。以 0 07 m 130 mr H= =， 为

例，展示计算过程。 
划分单元并施加上述边界条件后的计算模型如

图 12(b)所示。 

在
π7   0
2

r θ ⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ， 的边界上，ANSYS 的计

算结果和式(11)计算结果比较如图 13(a)所示。 

在
π8   0
2

r θ ⎛ ⎞= ∈ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ， 的边界上，ANSYS 的计

算结果和式(49)计算结果比较如图 13(b)所示。 
由图 13 可知，二者数据非常相近，在角度 0θ =  

附近，按式(49)得出的计算结果稍高于 ANSYS 渗流

模拟的计算结果，这一特征与图 2 与 4 相似。实际

上，这一特征也正是因为用数值解方法处理后的边界

条件，即式(11)和(13)所带来的。两者在最大水压力值

上的平均差距仅为 4.28%，可认为是较为相符的。 

 
(a) 

 
角度 θ 

 (b) 

图 13  ANSYS 与公式的计算结果的比较 
Fig.13  Comparison between results from ANSYS simulation  

and analytical formula 

在 a 0( )
4

r r rθ π
= − ∈， ， 的边界上，ANSYS 的计

算结果和式(49)计算结果比较如图 14(a)所示。 

在 a 0( )
4

r r rθ π
= ∈， ， 的边界上，ANSYS 的计

算结果和式(49)计算结果比较如图 14(b)所示。 
利用 ANSYS 计算的隧道堵塞的半侧排水系统

背后的水压分布，与式(49)对比如表 7 所示。 
 

 

     (a) a 0( )
4

r r rθ π
= − ∈， ，  

 

     (b) a 0( )
4

r r rθ π
= ∈， ，  

图 14  ANSYS 与公式的计算结果的比较 
Fig.14  Comparison between results from ANSYS simulation  

and analytical formula 

 
表 7  各隧道内径各远场水头下最大水压力计算对比 

Table 7  Comparison of maximum pore pressure 

水头压力/m 
隧道内径/m 远场水压/m

式(49) ANSYS 

水头压

力差/%

4 100  77.47  73.947 4.76 

7 130 102.11  99.219 2.91 

9 170 136.29 133.820 1.85 

5 220 170.71 162.680 4.94 

8 150 119.92 116.270 3.14 

3 210 163.13 150.230 8.59 

6 230 179.33 172.810 3.77 
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由表 7 可知，由式(49)计算出的水压力稍高于

软件模拟的结果，且差距很小，是偏于安全的。 
(3) 渗流量 
由于隧道的排水系统有半侧堵塞，隧道的渗流

量与是依据 Darcy 定律进行推导。隧道在排水系统

半侧堵塞情况的下的渗流量计算式如下： 

 s s 0
d 2 dH HQ k r k r

r r
θ θ

π π

−π

∂ ∂
= =

∂ ∂∫ ∫        (50) 

其中， 

a 0
1

( )

cosh[ ( )]cos (   0)[ ( )]m m m
m

H r
r

r Hς

θ

μ μ θ μ ξ ξ
∞ π

=

∂
=

∂
⎧

π − −⎨ ⋅
⎩
∑ ∫

，

，
 

2sin( )d [ ( )cosh( )]m m mNμ ξ ξ μ μ
⎫

π −⎬
⎭

  

0
1

2
00

cosh[ ( )]sin( )

sin )d [ ( )sinh( )]) (0 (

n n n
n

n n n

r

H

x

N rζ η

λ λ λ η

λ η η λ λ

∞

=

π

⎧
−⎨

⎩

⎫ ′⎬
⎭

∑

∫ ，

 

 (51) 
利用 ANSYS 计算的隧道渗流量，与式(50)对比

如表 8 所示。 
 

表 8  各隧道半径各远场水头下渗流量计算对比 
Table 8  Comparison of seepage flux 

渗流量/(m3·m－1) 
隧道内径/m 远场水压/m 

式(50) ANSYS

渗流 
量差/%

4 100 104.264 109.010 4.35 

7 130 159.453 164.493 3.06 

9 170 224.349 230.484 2.66 

5 220 249.136 254.750 2.20 

8 150 127.947 132.828 3.67 

3 210 193.351 210.529 8.16 

6 230 267.535 279.283 4.21 

 
由表 8 可知，由式(50)计算出的渗流量稍低于

软件模拟的结果，但差距很小。此差距的来源为

式(49)，在公式中，渗流场表达为级数解，在边界

附近呈现出类似 Fourier 级数的曲线，在求偏导数的

时候将产生差距。 
 
4  结  论 

 
本文在前人研究的排水系统工作状态对称的隧

道周边的渗流场的基础上，针对隧道可能出现的排

水系统非对称堵塞的情况，采用 Matlab 软件进行数

值计算处理边界条件，利用 Laplace 方程可线性叠

加的性质，运用数学中无限维空间的理论，解得此

种情况的隧道周边的渗流场分布解析解。再采用

ANSYS 软件计算了渗流场，验证了计算结果。本

文得到以下成果： 
(1) 使用 Matlab 软件进行数值计算处理边界条

件，通过引入数学中的复平面保角变换、函数图像

移动、Sturm - Liouville 问题、分离变量法等方法进

行计算，首先得出了隧道半侧排水系统堵塞后的周

边渗流场分布，即式(49)；并研究了式(49)求和项数

对计算精度的影响。 
(2) 利用 Matlab 软件的 PDE 工具，针对各种隧

道内径、各种远场半径的水头下的微分方程进行数

值解，得到堵塞的半侧排水系统背后的水压力分布

曲线，从数据中发现式(11)可以在很高的相关度下

表达这一规律，最大水压力点出现在被堵塞的排水

系统的中心；且利用 ANSYS 软件模拟水的渗流场，

验证了式(11)所计算出的最大水压力值与 ANSYS
分析的结果非常接近，平均差距仅 4.28%。 

(3) 使用 Darcy 定律，通过式(50)给出了隧道半

侧排水系统堵塞后的隧道渗流总量，并用 ANSYS
数值计算了渗流量，进行了印证；式(50)给出的渗

流量与 ANSYS 分析的结果同样非常接近，2 种计

算方法之间的平均差距仅 4.05%。 
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