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摘　要：在和幻阵、积幻阵的相关定义和性质的基础上，给出和积幻阵的相关定义，并将其代数性质
分为矩阵性质和线性性质进行研究。
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　　矩阵是代数学领域一个重要的研究内容，有着
丰富的研究成果［１，２］，幻阵是一类特殊的矩阵，在研

读了许多经典教材后，结合文献［３－５］，以下将给
出和积幻阵的规范定义及相关代数性质。

１　和积幻阵的相关定义

定义 １　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ∈
Ｆｍ×ｎ，如果矩阵Ａ：
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满足条件（１）（３），则称矩阵Ａ是数域Ｆ上的ｍ
×ｎ阶行和积幻阵，满足条件（２）（４），则称矩阵 Ａ
是数域Ｆ上的 ｍ×ｎ阶列和积幻阵，满足条件（１）
（２）（３）（４），则称矩阵 Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ×ｎ阶行
列和积幻阵，Ｓｒ（Ａ）记为 ｍ×ｎ阶行和积幻阵（或行
列和积幻阵）Ａ的行幻和，Ｓｃ（Ａ）为 ｍ×ｎ阶列和积
幻阵（或行列和积幻阵）Ａ的列幻和，Ｐｒ（Ａ）为ｍ×ｎ
阶行和积幻阵（或行列和积幻阵）Ａ的行幻积，

Ｐｃ（Ａ）为ｍ×ｎ阶列和积幻阵（或行列和积幻阵）Ａ
的列幻积。

定义２　如果矩阵Ａ在定义１的基础上满足：ｍ
＝ｎ，Ｓｒ＝Ｓｃ＝Ｓ，Ｐｃ＝Ｐｒ＝Ｐ则称矩阵Ａ是数域 Ｆ上
的ｍ阶弱和积幻方，Ｓ（Ａ）为 ｍ阶弱和积幻方 Ａ的
幻和，Ｐ（Ａ）为ｍ阶弱和积幻方Ａ的幻积。

定义３　如果矩阵Ａ在定义１的基础上满足：ｍ
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则称矩阵Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ阶和积幻方，Ｓ（Ａ）为
ｍ阶和积幻方Ａ的幻和，Ｐ（Ａ）为 ｍ阶和积幻方 Ａ
的幻积。

定义４　如果矩阵Ａ在定义３的基础上满足ａｉｊ
≠ａｋｌ（ｉ≠ｋ或ｊ≠ｌ，ｉ，ｊ，ｋ，ｌ＝１，２，…，ｍ），则称矩阵Ａ
是数域Ｆ上的ｍ阶异元和积幻方，Ｓ（Ａ）为 ｍ阶异
元和积幻方 Ａ的幻和，Ｐ（Ａ）为 ｍ阶异元和积幻方
Ａ的幻积。

特别地，当矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ∈｛ａ＋１，ａ＋２，

…，ａ＋ｍ２｝ｍ×ｍ，ａ∈Ｚ，则称矩阵 Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ
阶连元和积幻方。
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　　特别地，当矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ∈｛１，２，…，
ｍ２｝ｍ×ｍ，则称矩阵 Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ阶始元和积
幻方。

特别地，当矩阵 Ａ＝（｜ａｉｊ｜）ｍ×ｍ∈｛１，２，…，
ｍ２｝ｍ×ｍ，则称矩阵 Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ阶类自然数
和积幻方。

２　和积幻阵的线性性质

定理１　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ，Ｂ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ，ｌ
∈Ｆ，若Ａ为 ｍ×ｎ阶行和积幻阵，Ｂ为 ｍ×ｎ阶行
和积（行列和积）幻阵，且行幻和分别为Ｓｒ（Ａ），
Ｓｒ（Ｂ），则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶行和幻阵，且行幻
和Ｓｒ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｒ（Ａ）±ｌＳｒ（Ｂ）。

证明：因为矩阵Ａ为ｍ×ｎ阶行和积幻阵，Ｂ为
ｍ×ｎ阶行和积（行列和积）幻阵

所以Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ∈Ｆ
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ｋＳｒ（Ａ）±ｌＳｒ（Ｂ）。
则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶行和幻阵，且行幻和

Ｓｒ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｒ（Ａ）±ｌＳｒ（Ｂ）。
推论１是定理１中ｋ，ｌ取特殊值时的情况。
推论１　设Ｆ是数域，矩阵Ａ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ∈Ｆ若

Ａ为ｍ×ｎ阶行和积幻阵，且行幻和、行幻积分别为
Ｓｒ（Ａ）、Ｐｒ（Ａ），则矩阵 ｋＡ是 ｍ×ｎ阶行和积幻阵，
且行幻和Ｓｒ（ｋＡ）＝ｋＳｒ（Ａ），行幻积Ｐｒ（ｋＡ）＝
ｋｎＰｒ（Ａ）。

定理２　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ，Ｂ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ，ｌ
∈Ｆ，若Ａ为 ｍ×ｎ阶列和积幻阵，Ｂ为 ｍ×ｎ阶列
和积（行列和积）幻阵，且列幻和分别为Ｓｃ（Ａ），
Ｓｃ（Ｂ），则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶列和幻阵，且列幻
和Ｓｃ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。

证明：因为矩阵Ａ为ｍ×ｎ阶列和积幻阵，Ｂ为
ｍ×ｎ阶列和积（行列和积）幻阵

所以Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｎ∈Ｆ
ｍ×ｎ，

ｎ

ｊ＝１
ａｉｊ＝Ｓｃ（Ａ），
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ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。
则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶列和幻阵，且列幻和

Ｓｃ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。
推论２是定理２中ｋ，ｌ取特殊值时的情况。
推论２　设Ｆ是数域，矩阵Ａ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ∈Ｆ若

Ａ为ｍ×ｎ阶列和积幻阵，且列幻和、列幻积分别为
Ｓｃ（Ａ）、Ｐｒ（Ａ），则矩阵 ｋＡ是 ｍ×ｎ阶列和积幻阵，
且列幻和Ｓｃ（ｋＡ）＝ｋＳｃ（Ａ）、列幻积Ｐｃ（ｋＡ）＝
ｋｍＰｃ（Ａ）。

定理３　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ，Ｂ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ，ｌ
∈Ｆ，若Ａ，Ｂ均为ｍ×ｎ阶行列和积幻阵，且行幻和
分别为Ｓｒ（Ａ），Ｓｒ（Ｂ），列幻和分别为Ｓｃ（Ａ），Ｓｃ（Ｂ），
则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶行列和幻阵，且行幻和
Ｓｒ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｒ（Ａ）±ｌＳｒ（Ｂ），列幻和 Ｓｃ（ｋＡ±
ｌＢ）＝ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。

证明：因为矩阵Ａ和矩阵 Ｂ都为 ｍ×ｎ阶行列
和积幻阵

对于行和积幻阵，

Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｆ
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可得ｋ，ｌ∈Ｆ，ｋＡ±ｌＢ＝（ｋａｉｊ±ｌｂｉｊ）∈Ｆ
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ｉ＝１
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ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。
则矩阵ｋＡ±ｌＢ是ｍ×ｎ阶行列和幻阵，且行幻

和Ｓｒ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳｒ（Ａ）±ｌＳｒ（Ｂ），列幻和 Ｓｃ（ｋＡ±
ｌＢ）＝ｋＳｃ（Ａ）±ｌＳｃ（Ｂ）。

推论３是定理３中ｋ，ｌ取特殊值时的情况。
推论３　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ∈Ｆ，

若Ａ为ｍ×ｎ阶行列和积幻阵，且行幻和、列幻和分
别为Ｓｒ（Ａ），Ｓｃ（Ａ），行换积、列幻积分别为 Ｐｒ（Ａ），
Ｐｃ（Ａ），则矩阵 ｋＡ是 ｍ×ｎ阶行列和积幻阵，且行
幻和、列幻和分别为ｋＳｒ（Ａ），ｋＳｃ（Ａ）。行幻积
Ｐｒ（ｋＡ）＝ｋ

ｎＰｒ（Ａ），列幻积Ｐｃ（ｋＡ）＝ｋ
ｍＰｃ（Ａ）。

定理４　设Ｆ是数域，矩阵Ａ，Ｂ∈Ｆｍ×ｍ，对ｋ，
ｌ∈Ｆ，若Ａ为ｍ阶弱和积幻方，Ｂ为 ｍ阶弱和积幻
阵（和积幻方、异元和积幻方、连元和积幻方、类自

然数和积幻方），且幻和分别为 Ｓ（Ａ），Ｓ（Ｂ），则矩
阵ｋＡ±ｌＢ是 ｍ阶弱和幻方，且幻和 Ｓ（ｋＡ±ｌＢ）＝
ｋＳ（Ａ）±ｌＳ（Ｂ）。
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证明：因为矩阵Ａ和矩阵Ｂ为ｍ阶弱和积幻阵
由定理３的证明同理可得，矩阵 ｋＡ＋ｌＢ是 ｍ

阶弱和幻方，且幻和Ｓ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳ（Ａ）±ｌＳ（Ｂ）。
推论４是定理４中ｋ，ｌ取特殊值时的情况。
推论４　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ∈Ｆｍ×ｎ，ｋ∈Ｆ，

若Ａ为ｍ阶弱和积幻方（和积幻方、异元和积幻方、
连元和积幻方、类自然数和积幻方），且幻和为Ｓ（Ａ），
幻积为Ｐ（Ａ），则矩阵 ｋＡ是 ｍ阶弱和积幻阵，且幻
和Ｓ（ｋＡ）＝ｋＳ（Ａ），幻积Ｐ（ｋＡ）＝ｋｍＰ（Ａ）。

定理５　设Ｆ是数域，矩阵Ａ，Ｂ∈Ｆｍ×ｍ，对ｋ，
ｌ∈Ｆ，若Ａ为ｍ阶和积幻方（异元和积幻方、连元和
积幻方、类自然数和积幻方），Ｂ为 ｍ阶和积幻方
（异元和积幻方、连元和积幻方、类自然数和积幻

方），且幻和分别为Ｓ（Ａ），Ｓ（Ｂ），则矩阵 ｋＡ±ｌＢ是
ｍ阶和幻方，且幻和Ｓ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳ（Ａ）±ｌＳ（Ｂ）。

证明：若矩阵Ａ和矩阵Ｂ为ｍ阶和幻方，
由定理３的证明同理可得，矩阵 ｋＡ＋ｌＢ是 ｍ

阶和幻方，且幻和Ｓ（ｋＡ±ｌＢ）＝ｋＳ（Ａ）±ｌＳ（Ｂ）。
推论５是定理５中ｋ，ｌ取特殊值时的情况。
推论５　设Ｆ是数域，矩阵∈Ｆｍ×ｍ，ｋ∈Ｆ，若

Ａ为ｍ阶和积幻方（异元和积幻方、连元和积幻方、
类自然数和积幻方），且幻和为Ｓ（Ａ），幻积为Ｐ（Ａ），
则矩阵ｋＡ是ｍ阶和积幻方，且幻和Ｓ（ｋＡ）＝
ｋＳ（Ａ），幻积Ｐ（ｋＡ）＝ｋｍＰ（Ａ）。

定理６　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ∈Ｆｍ×ｍ，ｋ（ｋ≠
０），若Ａ为ｍ阶异元和积幻方（连元和积幻方、类自
然数和积幻方），且幻和为 Ｓ（Ａ），幻积为 Ｐ（Ａ），则
矩阵ｋＡ是ｍ阶异元和积幻方，且幻和为 Ｓ（ｋＡ）＝
ｋＳ（Ａ），幻积为Ｐ（ｋＡ）＝ｋｍＰ（Ａ）。

证明：若矩阵Ａ和矩阵Ｂ为ｍ阶异元和幻方
由定理３的证明同理可得，矩阵 ｋＡ是 ｍ阶异

元和积幻方，且幻和为Ｓ（ｋＡ）＝ｋＳ（Ａ），幻积为
Ｐ（ｋＡ）＝ｋｍＰ（Ａ）。

定理７　设Ｆ是数域，矩阵Ａ∈Ｆｍ×ｍ，若Ａ为ｍ
阶异元和积幻方（连元和积幻方、类自然数和积幻

方），且幻和为Ｓ（Ａ），幻积为 Ｐ（Ａ），则矩阵 －Ａ是
ｍ阶异元和积幻方（连元和积幻方、类自然数和积
幻方），且幻和Ｓ（－Ａ）＝－Ｓ（Ａ），幻积 Ｐ（－Ａ）＝
－Ｐ（Ａ）。

证明：若Ａ为ｍ阶异元和幻方，且幻和为Ｓ（Ａ）
由定理５的证明同理可得，矩阵－Ａ是 ｍ阶异

元和积幻方，且幻和为Ｓ（－Ａ）＝－Ｓ（Ａ），幻积为
Ｐ（－Ａ）＝－Ｐ（Ａ）。

３　和积幻阵的矩阵性质

由和积幻阵的定义及文献［３］中和幻阵的矩阵
性质可得以下结论。

定理 ８　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ＝（ａｉｊ）ｍ×ｍ∈
Ｆｍ×ｎ。

（１）如果Ａ是数域Ｆ上的 ｍ阶弱和积幻方，则
幻和是矩阵Ａ的特征值。

（２）如果Ａ是数域Ｆ上的 ｍ阶和积幻方，则幻
和既是矩阵Ａ的特征值又是矩阵Ａ的迹。

定理９　设 Ｆ是数域，矩阵 Ａ∈Ｆｍ×ｎ，Ｐｍ∈｛０，
１｝ｍ×ｍ，Ｐｎ∈｛０，１｝

ｎ×ｎ，Ｐｍ，Ｐｎ是置换矩阵，Ｐｉ，ｍ＋１－ｉ（ｉ
＝１，２，…，ｍ）是ｍ阶单位矩阵交换ｉ与ｍ＋１－ｉ两
行后得到的矩阵，

（１）如果 Ａ是数域 Ｆ上的 ｍ×ｎ阶行（列、行
列）和积幻阵，则有ＰｍＡ，ＰｍＡＰｎ，ＡＰｎ也是数域Ｆ上
的ｍ×ｎ阶行（列、行列）和积幻阵；

（２）如果Ａ是数域Ｆ上的 ｍ阶和积幻方，则有
ＰｍＡ，ＰｍＡＰｎ，ＡＰｎ也是数域Ｆ上的ｍ阶和积幻方；

（３）如果Ａ是数域Ｆ上的 ｍ阶和积幻方，则有
Ｐｉ，ｍ＋１－ｉＡＰｉ，ｍ＋１－ｉ（ｉ＝１，２，…，ｍ）也是数域Ｆ上的ｍ
阶和积幻方。
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