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准饱和正冻土水热力耦合模型的扩展有限元 
程序研发 
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摘要：针对冻土冻融过程中存在移动相变界面及材料分区不断变化的特点，基于已建立的能全面地描述冻土的水、

热、力与变形实际状态的准饱和冻土耦合模型，推导土颗粒、水和冰颗粒的温度场、变形场及水分场的扩展有限

元解析格式，构建水热力相互作用在程序中实现的具体方法，开发一款能够为实际冻土工程服务的耦合分析平台

3GEXFEM，利用程序对 Fukuda 系列试验进行数值模拟，分析得到的温度场、水分场与变形场与试验结果较一致，

验证了程序的合理性和先进性。此外，基于程序系统地研究不同环境条件：上覆压力、温度梯度、变温模式、温

变速率对冻土冻结过程中水热力耦合的影响，为模型及程序的工程应用奠定了基础。 
关键词：土力学；准饱和正冻土；水热力耦合；程序研发 
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Development of the extended finite element program for the 
thermo-hydro-mechanical coupling model of quasi-saturated freezing soil 

 
HE Min1，2，FENG Xiaopeng1，LI Ning1 

(1. Institute of Geotechnical Engineering，Xi′an University of Technology，Xi′an，Shaanxi 710048，China； 
2. PowerChina of Xibei Engineering Corporation Limited of the Power Construction Corporation，Xi′an，Shaanxi 710065，China) 

 
Abstract：A method based on the extended finite element(EFM) was proposed to overcome the problem in 
modeling the multi-field coupling in permafrost engineering which has the characteristics of moving interface of 
phase transition and changing material zones. A theory capturing various couplings among the liquid transport 
within the pores，the force interaction between the soil skeleton and crystal ice，the energy jump during the 
phase-changing between ice and water was used. The governing equations for solving the primary field variables 
such as temperature，liquid pressure and solid displacement were derived and an analysis platform 3GEXFEM was 
developed. The validation of the program was accomplished by means of the numerical simulation to an 
experiment published by Fukuda. The results of the simulation of the temperature field，moisture distribution and 
heave agreed well with the experimental results. In addition，the moisture-heat-stress coupling of frozen soil 
during freezing process was solved under different environmental conditions such as overburden pressure，
temperature gradient，temperature change mode and cooling rate, showing that 3GEXFEM program are well 
adapted for practical engineering. 
Key words：soil mechanics；quasi-saturation freezing soil； thermo-hydro-mechanical coupling model；program 
development  
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1  引  言 
 

我国多年冻土面积约为 206.8×104 km2，约占国

土面积的 1/5，冻土面积位居世界第三位[1]。如此广

阔的冻土区不仅有着丰富的矿产资源，也有诸多工

程冻害问题。冻害的实质是岩土介质带相变的水、

热、力多场耦合问题[2]。因此，冻土多场耦合问题

研究成为了岩土工程界关注的焦点。关于冻土试验

和耦合模型方面的研究工作已经开展[3]，并已建立

了相对成熟的冻土理论框架[4-6]。但关于冻土工程多

场耦合分析程序方面的研究却相对较少。欧美及日

本在这方面的研究远领先于国内，已开发出了不少

相关的分析程序[7-8]，近年来国内学者也开始关注这

方面的工作。张玉军[9-10]基于 Galerkin 方法先后建

立了岩土介质多场弹塑性耦合二维和三维分析程

序，并通过相关实例进行了验证。刘亚晨[11]建立了

THM 耦合数学模型并编制了相应的有限元程序。韦

立德等[12]研制出了考虑饱和非饱和条件下渗流场

和温度场对应力场作用的三维弹塑性有限元程序。

陈益峰等[13]研发了多相流 THM 全耦合有限元程序

THYME3D。张学富等[14]建立了冻土渗流场和温度场

耦合问题的数学模型，并编制了有限元分析程序。

贾善坡等[15]则以 ABAQUS 软件为求解器，在 Matlab
语言环境下编制相应的计算程序。刘泉声等[16-19]则

开展了岩体多场耦合方面的研究，并研发了相应的

分析程序。何 敏等[20-23]以 Final 源程序为平台开发

了饱和正冻土全耦合分析程序 3G2012。分析以上各

耦合程序可以看出，这些程序考虑冻土的本构关系

时往往局限于线弹性，或者只是借助于商业程序的

二次开发，没有形成相对成熟且可应用于工程实际

的分析平台。 
冻土冻胀数值分析程序[24-26]仍主要采用基于次

冻胀理论与冰分凝理论提出和发展的的刚性冰模

型，这显然与实际冻土工程的需要不符合。此外，

冻土冻结过程中水热力耦合问题求解的重要特征是

移动冰水界面及冻结区、未冻区等材料分区不断随

时间变化，而传统有限元往往需要更高密度的有限

元网格，大大限制了程序的实际应用。 
鉴于此，本文拟根据已建立的可以考虑水分迁

移引起的对流传热、黏弹性耗散和热力耦合耗散等

多因素影响，且能全面地描述冻土的水、热、力与

变形的实际状态的准饱和冻土耦合模型，推导土颗

粒、水和冰颗粒的温度场、变形场及水分场的扩展

有限元解析格式，构建水热力相互作用在程序中实

现的分析计算方法，尝试开发了一款能够为实际冻

土工程服务的耦合分析平台，通过与标准冻胀试验

成果对比，验证程序的正确性与合理性，并利用程

序系统研究了不同环境条件下(上覆压力、温度梯

度、变温模式、温变速率等)冻土冻结过程中水热力

耦合效应。 
 
2  准饱和正冻土水热力耦合模型 

 
基于冻土骨架黏弹性本构关系，并通过考虑水

体的可压缩性以及冻融过程中冰/水相变、水分迁移

引起的对流传热现象等建立了准饱和正冻土水热力

耦合模型[27]，模型基本假定如下： 
(1) 土体是饱和或者准饱和的，气体以封闭于

土颗粒之间、溶于未冻水 2 种形式存在。 
(2) 冻土体的变形包括四大部分：由于外力作

用而使冻土体发生的线弹性变形或黏弹塑性变形，

未冻水(含迁移水)发生相变成冰引起的体积膨胀，

封存气体导致土颗粒与水的密度变化而引起的变

形；土颗粒的热胀冷缩变形。  
(3) 土体中水体的流动服从达西定律。 
(4) 土骨架中能量传播包括传导、对流及功能

转化。 
(5) 水分驱动力模型为吸附薄膜模型[28]。 

2.1 平衡方程 
平衡方式可表示为 
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式中： ijσ ′ ， ijp 和 wp 分别为土骨架、冰和未冻水的

有效应力张量；χ 为冻土体内未冻水的孔隙水压力

系数。 
2.2 质量守恒方程 

根据准饱和冻土体各相成分的连续性条件，可

以推导得到具有统一形式的质量守恒方程： 
w wi

w w wi
w i

 v n n
t

ρ ρε
ρ ρ

Δ∂
= −∇ ⋅ − +

∂
        (2) 

式(2)表示：单位时间冻土微元体的变形等于迁

移进入的水分量、温度及压力变化导致液相体积变

化(水体密度变化)及土体内的未冻水分相变成冰后

增加的附加体积之和。 
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2.3 能量守恒方程 
能量守恒方程可表示为 

3 1 s 2 w ( )T trC C v T C v T T T
t t

ελ β∂ ∂
+ ∇ + ∇ = ∇ ∇ − −

∂ ∂
 

w wi
w w i

1
2

p nn T v L
T t

β θε ρ
∂ ∂′∇ + +
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      (3) 

式中： 1C ， 2C 和 3C 均为与冻土各组分导热系数、

热容等相关的系数，其中 1 s s s i i iC n C n Cρ ρ= + ，

2 w w w 3 1 2 s s i iC n C C C C n nρ β β β= = + = +， ； ， λ =  

s s i i w wn n nλ λ λ+ + ； sn ， in 和 wn 分别为土颗粒、冰

和未冻水的体积含量； sρ ， iρ 和 wρ 分别为土颗粒、

冰和未冻水的密度； win 为相变水体积含量； wv 为

未冻水迁移速率； sλ ， iλ 和 wλ 分别为土粒、冰和

未冻水的热传导系数； iC ， sC ， wC 分别为土粒、

冰和未冻水的热容。各相成分的混合温度 sT T= =  

i wT T= 。 
2.4 控制微分方程 

综合式(1)～(3)即构成了准饱和黏弹性冻土体

的水热力耦合模型的控制微分方程组。由于控制微

分方程组并不是一个封闭的微分方程组，因此在求

解冻土体的三场耦合问题时，还得补充一些联系各

个变量的方程。 
 
3  耦合模型扩展有限元解析 

 
节 2 耦合方程呈高度非线性，需要借助数值方

法进行求解。本节首先利用扩展有限元将上述耦合

方程在空间域内离散，然后利用向后差分原理在时

间域内离散，为后续耦合程序开发做准备。 
3.1 空间域内的有限元离散 

采用迦辽金法来建立有限元基本方程式。耦合

模型控制微分方程组中，所涉及的未知量包括 5 个

量：3 个位移矢量以及孔压标量和温度标量，即冻

土内任意一点自由度包括(x，y，z)方向的位移(u，v，
w)，孔压 pw和温度 T。与常规有限元类似，把整个

求解区域 D 划分为 m 个单元，从中任取一单元 e，
则单元 e 内的任意一点的未知函数 u，v，pw，T 可

用下式中近似函数表示： 

1

1

w w
1

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

n

i i
i
n

i i
i
n

i i
i
n

i i
i

u N x y z u t

v N x y z v t

p N x y z p t

T N x y z T t

=

=

=

=

⎫
= ⎪

⎪
⎪=
⎪
⎬
⎪=
⎪
⎪= ⎪
⎭

∑

∑

∑

∑

， ，

， ，

， ，

， ，

         (4) 

式中： ( )iN x y z， ， 为所定义的权函数。 
对于规则节点，可表示为 
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对于受界面穿越影响的节点，可表示为 
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 (6) 

按照权函数的性质，可把准饱和冻土水热力耦

合模型控制微分方程组离散化，可得到 5n 个剩余

(误差)函数的加权积分形式，即 
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式中： wTp 为温度影响下的水分驱动力； wTβ 为水

的热膨胀性系数， w
w
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； wp 为由于 

冻土体受外载发生变形引起冻土体内部的水分受压

而产生的超孔隙水压力； wρ 为水的密度， wρ =  

w 0[1ρ − w 0 w 0( ) ( )]T PT T P Pβ β− + − ，其中， w0ρ 为 T = 
T0，P = P0 时水的密度，P 为孔隙水压力， w Pβ 为水 

的压缩性系数， w
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∂
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式(7)中各方程被积函数都是高阶偏微分形式，

因此必须降阶。本文采用分部积分法对式(7)的被积

函数分别进行降阶。限于篇幅，文中仅以 x 方向平

衡方程为例进行说明。x 方向的平衡方程可变换为 

1 3 2

3

1 3 2

3 w

1

(1 )

d

i x y z x

x y z x x

x y z x x

y z x x

u u u vN E l E l l E l
x y z y

w v wl E l l Tl Tl
z x x

u u u v wE l E l l E l l
x y z y z

v wE l l Tl p l
x x

E

Σ

β χ κ

β Ω
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂
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∂
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3
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V

i i i i
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⎧⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂ ∂⎪ + + +⎨⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩
⎤⎞⎡ ⎡ ⎤⎛ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

+ + + +⎥⎟⎢ ⎢ ⎥⎜ ⎜ ⎟⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎝ ⎠⎥⎣ ⎣ ⎦⎠⎦

∫∫∫

1 3

2

3

(1 )

(

i i i i

i i i

i i i

N N N Nu uT T E E
x x x x y y

N N Nu v wE
z z x y x z

N N Nv wE T
y x z x x

β χ κ

β

∂ ∂ ⎡ ∂ ∂∂ ∂⎛′ ′− − + + +⎢ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝⎣
⎡ ⎤∂ ⎤ ∂ ∂∂ ∂ ∂⎞ ′+ + +⎟ ⎢ ⎥⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎠⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂∂ ∂⎛′ ′+ + +⎢ ⎥⎜ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝⎣ ⎦

w d d di
i

N
p X x y z

x
ρ

∂ ⎫− ⎬
∂ ⎭

               (8) 

式中：lx，ly，lz 分别为边界外法线与 x，y，z 坐标

轴正向夹角的方向余弦，积分Σ是沿着所有边界的，

引入边界上Σ的已知应力条件： 

w    

(1 )

   
x x x xy y xz z x

x x xy y xz z x x

f l l l Tlx Tl

l l l Tl p l

σ τ τ β χ κ

σ τ τ β

′= + + − + − +

′ ′+ + − +
   (9) 

将式(9)代入式(8)整理可得 x 方向平衡方程为 

1 3

2 3 2

3 1 3

2 3

j j ji i i
jV

j j ji i i
j

j j ji i i
j

j ji i
j

N N NN N N
E E u

x x y y z z
N N NN N N

E E v E
x y y x x z

N N NN N N
E w E E

z x x x y y
N NN N

u E E
z z x y

⎧⎡ ∂ ∂ ∂ ⎤⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎪ + + +⎨⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪⎣ ⎦⎩
∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛∂ ∂ ∂

+ + +⎜⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝⎝ ⎠
∂ ⎡ ∂ ∂⎞ ⎛∂ ∂ ∂′ ′+ + +⎟ ⎢ ⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎠ ⎝⎣

∂ ⎤ ∂⎞∂ ∂ ∂′ ′+ +⎟⎥∂ ∂ ∂ ∂⎠⎦

∫∫∫

2 3 w

(1 )

ji
j

j ji i i
j j j

i i i
j j j j j j

NN
v

y x
N NN N N

E E w N p
x z z x x

N N N
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x x x
β χ κ β

∂⎛ ⎞
+⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂⎛ ⎞∂ ∂ ∂′ ′+ + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂ ⎫′− − + ⋅⎬∂ ∂ ∂ ⎭

 

d d d d d d di i x iV
N X x y z f Nx y z

∑
ρ Ω= −∫∫∫ ∫∫   (10) 

根据降阶后的各方程，并进行整理可得 

11 12 13 14 15
w

11 12 13 15 1
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w

21 22 23 25 2
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       )

(

       )
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n
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j

ij j ij j ij j ij j i
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限于篇幅，kij 的具体形式不再给出。由于水分

迁移及原位冻胀引起的附加变形 ua，va，wa 可通过

附加等效节点力来表示，考虑到附加变形： 

a w2
wf

w w

ink p
t t
ε ρ

γ ρ
∂ ∂Δ

= ∇ −
∂ ∂

        (12) 

可以根据附加变形形成等效节点力： 
Tf

a{ } [ ] [ ]{ }d d d
v

F B D x y zε= ∫∫∫        (13) 

则控制方程可以采用总变形u ， v ，w 改写为 

11 12 13 14 15 11(
n

ij j ij j ij j ij wj ij j ij j
j

k u k v k w k p k T k u′+ + + + + +∑  

12 13 15 1 f)ij j ij j ij j i xk v k w k T F F′ ′ ′+ + = +         (14a) 

21 22 23 24 25 21(
n

ij j ij j ij j ij wj ij j ij j
j

k u k v k w k p k T k u′+ + + + + +∑  

22 23 25 2 f)ij j ij j ij j i yk v k w k T F F′ ′ ′+ + = +  (14b) 

31 32 33 34 35 31(
n

ij j ij j ij j ij wj ij j ij j
j

k u k v k w k p k T k u′+ + + + + +∑  

32 33 35 3 f)ij j ij j ij j i zk v k w k T F F′ ′ ′+ + = +  (14c) 

41 42 43 44 45 46 4
w w( )

n

ij ij ij ij ij j ij j i
j

k u k v k w k p k p k T F+ + + + + =∑  

(14d) 

51 52 53 54 55
w(

n

ij j j ij j j ij j j ij j ij j
j

k u T k v T k w T k p T k T+ + + + +∑  

56 )ij jk T = 5
iF            (14e) 

3.2 时间域内的有限元离散 
由于建立模型的应力平衡、渗流及相变传热均

随时间变化(具有瞬时效应)，模型的求解还应该在

时域内进行离散，本文采用向后差分格式对其在时

域内进行离散： 
t t t t t t t t t
j j j j j jt t t

j j j

t t t t t t
w j w j j j

wj j

u u v v w w
u v w

t t t

p p T T
p T

t t

−Δ −Δ −Δ

−Δ −Δ

− − − ⎫
= = = ⎪Δ Δ Δ ⎪

⎬
− − ⎪

= = ⎪Δ Δ ⎭

， ，

，

 

(15) 
根据式(15)对式(14a)～(14e)在时间域内进行

离散，并整理成矩阵形式为  

        { }{ } { }t tK Fδ =                (16) 

式中：{ } { }t t
j j j j ju v w h Tδ = ， ， ， ， 为当前待求解的

位移列阵 ( 含附加节点 ) ； 1 2 3{ } {
i

t
i iF F F F= ， ， ， 

4 5} t
i iF F， 为单元的等效荷载列阵(含附加节点)；

{ }tK 为单元的等效刚度矩阵，即 

[ ]ijk
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A B C
D E F
G H I

           (17) 

式中：A，B，C，D，E，F，G，H，I 分别为土体

的等效刚度子矩阵、渗流对土骨架影响子矩阵、温

度对土骨架影响子矩阵、土骨架对渗流影响子矩阵、

等效渗透子矩阵、温度对渗流影响子矩阵、土骨架

对温度影响子矩阵、渗流对温度影响子矩阵、等效

温度传导子矩阵。 

本文耦合模型的刚度矩阵实际包含 9 个部分，

且有 
11 11 12 12 13 13

21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij ij ij

tk k tk k tk k
tk k tk k tk k
tk k tk k tk k

′ ′ ′⎡ ⎤Δ + Δ + Δ +
⎢ ⎥′ ′ ′= Δ + Δ + Δ +⎢ ⎥
⎢ ⎥′ ′ ′Δ + Δ + Δ +⎣ ⎦

A   

14

24

34

ij

ij

ij

tk
tk
tk

⎡ ⎤Δ
⎢ ⎥= Δ⎢ ⎥
⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

B  

15 15

25 25

35 35

ij ij

ij ij

ij ij

tk k
tk k
tk k

′⎡ ⎤Δ +
⎢ ⎥′= Δ +⎢ ⎥
⎢ ⎥′Δ +⎣ ⎦

C  

41 42 43[ ]ij ij ijk k k=D  
44 45[ ]ij ijtk k= Δ +E  

46[ ]ijk=F  
51 52 53[ ]t t t t t t
ij j ij j ij jk T k T k T−Δ −Δ −Δ=G  

54[ ]t t
ij jtk T −Δ= ΔH  

55 56[ ]ij ijtk k= Δ +I  

从式(17)可以看出，由于能量方程中考虑了热

对流引起的能量变化，使得耦合模型的等效刚度矩

阵中渗流与温度的耦合项不对称；由于考虑了冻土

骨架的热阻力耗散，使得平衡方程中温度对土骨架

的作用项与能量方程中土骨架对温度的作用项不对

称，渗流与应力相互作用也不对称。对类似问题，

陈 波[22]通过改变相应的荷载向量使方程对称化，

但考虑到模型复杂性，本文直接采用交叉迭代方式

分别求解温度场及变形场。 
3.3 耦合过程数值分析方法 

(1) 三场耦合关系 
① 温度场对水分场的影响 
温度场变化引起的水分迁移通过基于吸附薄膜

理论建立的土水势模型反应，该模型认为冻土中薄

膜水压力 wfp 与未冻水膜厚度和温度有关。考虑

Clapeyron 方程及没有压力情况下未冻水含量，得到
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水分迁移驱动力模型： 

1
1

w 2
wf w

0.522 8 2
2

100
( )

( )
1 100

[0.127 75( ) ]

T
n

p n T

T

α α β
α

α−

⎡ ⎤−⎢ ⎥−⎣ ⎦=
−

− −

，  (18) 

式中：nw为未冻水的体积含量；α1，α2 为试验参数；

1 220β =  kPa/℃。 

可以看出，温度变化对水分迁移驱动力影响包

括两方面：一方面温度变化直接引起水分迁移动力

的变化，另外一方面，温度变化先是引起未冻水含

量改变，继而引起水分迁移动力的变化。 
② 水分场对温度场的影响 
水分迁移对温度场的影响，通过在渗流方程中

考虑水分迁移引起的水与土骨架之间热对流交换

(见式(3)左边第三项)来实现，对应有限元刚度矩阵

见 H 子矩阵。 
③ 变形场对温度场的影响 
变形引起温度场的变化，主要通过功能转化来

体现，包括热胀冷缩效应以及温变速率引起的热变

化(见式(3)右边的第二、四项)。 
(2) 数值分析流程 
求解三场耦合问题的有限元程序非常复杂。必

须根据具体的实际过程来确定计算时使用的有限元

网格和计算时步长，初始条件和边界条件。本文求

解过程的具体步骤如下所述： 
① 根据温度场的边界条件求解 Laplace 方程，

得到初始温度场。 
② 根据初始温度场确定各计算参数(包括水、

热、力参数)，并判断冻结区和未冻区。 
③ 根据初始温度场和边界条件，假定应变能为

0，求解式(14e)，得到下一时刻的温度场。 
④ 根据此温度场确定各种水、热、力计算参

数，判断冻结区和未冻区。 
⑤ 根据水分迁移驱动力模型，计算出水分驱动

力，并由此计算由水分驱动力造成的水分迁移，再

加上在本时步内的水分原位冻胀量，从而利用式(13)
得到由水分迁移和冰水相变造成的附加变形εa，并

由此附加变形确定等效节点力 a{ }xF εΔ 和 a{ }yF εΔ 。 
⑥ 根据边界条件、附加变形引起的等效节点力

以及修正后的计算参数，求解式(14a)～(14d)，从而

得到冻土体中的孔隙水压场 wp 和总变形场u ， v ；

根据总变形场和附加变形场( au ， av 或 aε )，求解冻

土体中的应力场 sσ ′ (或固体相等效应力 sσ )。 
⑦ 根据此总变形场、附加变形场、水分场和应

力场所确定的黏性耗散能、热力耗散耦合项，对流

传热项及相变潜热，重新求解式(14e)，得到新的温

度场。 
⑧ 重复第④步至第⑦步，循环迭代直到稳定。 
⑨ 逐时步进行计算，直到所需时刻，得到整个

过程的温度场、水分场、应力场和变形场。 
 
4  扩展有限元分析程序开发 

 
由分析模型的有限元求解格式可以看出，耦合

模型求解十分复杂，本文借鉴大型有限元分析平台

Final 编程思想，完成耦合模型扩展有限元分析平台

3GEXFEM 的设计与开发。 
(1) 3GEXFEM 功能模块 
参照 FINAL 源程序[21]，3GEXFEM 程序主要由

以七大模块组成，详见表 1。 
 

表 1  3GEXFEM 程序功能模块 
Table 1  Functional modules of 3GEXFEM program 

模块名称 基本功能 

MACRO 宏控制：控制整个程序流程 

3GEXFEM1 数据输入及检查块 

3GEXFEM2 等效荷载向量块， 

3GEXFEM3 等效刚度矩阵块 

3GEXFEM4 质量、阻尼、热容矩阵块 

3GEXFEM5 方程解法块 

3GEXFEM6 数据输出或模型参数修正块 

 
(2) 3GEXFEM 循环结构 
3GEXFEM 程序中主要有荷载循环、时步循环

和 Loop 循环三类循环结构，详见表 2。 
 

表 2  3GEXFEM 程序循环结构 
Table 2  Circulation structure of 3GEXFEM program 

循环结构 功  能 

荷载循环 如模拟施工过程的分期开挖 

时步循环 如动力问题、流变问题、固结问题、非稳定定

渗流及本文所涉及的多场耦合问题 

LOOP 循环 物理非线性循环与几何非线性循环，如摩擦接

触问题的弹塑性分析时的迭代循环 

 
其中本文求解过程中与时间有关的耦合问题的

循环结构控制图如图 1 所示。 
(3) 3GEXFEM 数据结构 
① 内存中的数据结构 
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图 1  三场耦合循环结构流程图 
Fig.1  The flow chart of loop structures for THMC 

 
程序将分析中通用的环境变量、初始条件、有

限元基本信息等按一定的顺序存放在一个大数组

“B”中，并将数组“B”存放在内存中。 
② 硬盘中的数据结构 
在硬盘中定义各种功能文件，数据存取直接通

过调用这些文件进行。在硬盘中的数据结构型式主

要包括 IDA，IDB，IDC，IDD，用来存取各种矩阵

和向量。具体情况参见表 3。 
 
 

 
表 3  硬盘中的数据结构 

Table 3  The data structure in hard disk 

数据结构 IDA IDB IDC IDD 

1 Element s{ }F  so[ ]k  { }tu  

2  w{ }F  se[ ]k  wT{ }tp  

3  T{ }F  Te[ ]k  w{ }tp  

4  0{ }σ  seso[ ]k  { }tT  

5  { }t tu −Δ  sose[ ]k   

6  wT{ }t tp −Δ  Teso[ ]k   

7  w{ }t tp −Δ  soTe[ ]k   

8  { }t tT −Δ  Tese[ ]k   

9  limeF  seTe[ ]k   

注：限于篇幅，各分区的具体含义参见何 敏[27]研究成果。 
 
(4) 3GEXFEM 整体控制图 
3GEXFEM 程序整体控制图，如图 2 所示。 
 

5  程序验证 
 
为了检验准饱和正冻土三场耦合模型及基于扩

展有限元开发的准饱和正冻土耦合程序的正确性，

以 M. Fukuda 等[29]的试验资料对其进行全面验证。 

 
图 2  3GEXFEM 程序的整体控制框图 

Fig.2  The flow chart of the 3GEXFEM program  

系统数据设置

宏控制(MACRO)

数据输入及检查块

(3GEX1) 
材料分区，确定扩

展到单元的形函数 

等效荷载块(3GEX2) 
(1) 初始应力场：等效节

点荷载 
(2) 耦合分析前温度场：

等效节点热流量 
(3) 三场耦合： 
① 温度场的等效节点热

流量 
② 渗流场的等效节点渗

流量 
③ 应力场的等效节点荷

载 

等 效 刚 度 矩 阵 块

(3GEX3) 
(1) 初始应力场的刚度

矩阵 
(2) 耦合分析前温度场

的热传导矩阵 
(3) 三场耦合： 
① 土体的刚度矩阵 
② 渗流场的渗透矩阵

③ 温度场的热传导矩

阵 
④ 各种耦合矩阵 

质量、阻尼、热容

矩阵块(3GEX4) 
(1) 温度场的热融

矩阵 
(2) 后差格式的等

效热传导矩阵 

 
解方程块 
(3GEX5) 
非对称方程求

解 

 
数据输出或模型参数修

正块(3GEX6) 
(1) 初始应力状态：初始

应力的输出 
(2) 耦合分析前温度场的

参数修正及输出 
(3) 三场耦合分析： 
① 温度场修正参数 
② 水分场修正参数 
③ 应力场的修正参数 
④ 输出结果 

出错 

开始

结束 
结束或出错

出错 出错
出错

出错 出错
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5.1 试验简介 
M. Fukuda 等[29]在研究冻土体内的冻胀规律

时，对长 7 cm、直径 10 cm 的圆柱体饱水黏土土样，

按照标准试验程序开展不同荷载，不同降温梯度下

单向冻结的冻胀试验。 
5.2 冻土参数及初边值条件 

土样初始温度为 0 ℃，试验时土样的初始条件

和边界条件如表 4 所示。以 4#试验条件为基准算例

反演算水分迁移动力模型参数，根据试算确定α1 = 
1.13，α2 =－0.018 7。冻土体的基本热力学参数如

表 5[30-31]所示。 
 

表 4  试验与数值模拟初始条件 
Table 4  Boundary/initial conditions  

编号 暖端温度/℃ 冷端温度/℃ 荷载/kPa 

1# 7～0.042t －0.042t 25 

2# 5～0.042t －0.042t 25 

3# 4～0.042t －0.042t 25 
4# 

5#，6# 
7#，8# 

3～0.042t －0.042t 
25 

150，300 
400，600 

9# 2～0.042t －0.042t 25 

10# 3 －0.022t 25 

11# 3 －0.042t 25 

12# 3 －0.062t 25 

13# 3 －0.082t 25 

 
表 5  冻土体参数[30-31] 

Table 5  Parameters of frozen soil[30-31] 

组分 热容 C/ 
(J·m－3·K－1) 

传导系数 
λ/(W·m－1·K－1) 

密度/ 
(kg·m－3) 

土颗粒 2.20×106 0.907 2768 

冰 1.93×106 2.220 900 

未冻水 4.18×106 0.602 1000 

 
土体的初始孔隙率为 0.43，未冻水与温度的关

系式如下： 

            0( )* *( )ea T Tw w w w −= + −         (19) 

式中： *w 为极限含水量，w 为初始含水量，T0 为冻

结温度， a 为衰减指数。参照 L. Radoslaw[32]，取

0.285w = ， * 0.058w = ， 10.16 a −= ℃ 。 
导水系数利用 K. Horiguchi 和 R. D. Miller[33]的

试验资料，可有 

11

11 13.438

3.072 10             ( 0 )

3.453 10 e   ( 0 )T

T
k

T

−

−

×⎧⎪= ⎨
×⎪⎩

≥ ℃

＜ ℃
      (20) 

5.3 基准算例分析结果 
图 3 给出了试样冻结深度随时间的变化，从图

中可以看出，随着时间的发展，试样的温度逐渐下

降，冻结深度逐渐向上发展，冻结深度移动速率规

律计算结果与实测结果基本一致。图 4 给出了冻胀

量随时间的变化图，可以看出随时间的发展，试样

经历了一个预冷阶段，降温的初始阶段几乎没有冻

胀，随着温度继续降低，冻胀变形不断发展，这一

规律与试验成果及工程经验吻合较好。 
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图 3  冻结深度变化曲线 
Fig.3  Variation curves of frozen depths 
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图 4  冻胀量变化曲线 
Fig.4  Variation curves of frost-heaving deformation 
 
图 5 给出了不同时刻试样总含水量沿试样深度

的分布。由图可以看出，随着冻结锋面的推移，冻

结区不断从未冻区及外界吸收水分，在冻结锋面下

方冻结区的总含水量由初始的 0.43 逐步增加到

0.70。值得注意的是，标准算例采用的是等温度梯

度且低降温速率的温度边界，冻结锋面推进速率较

为均匀(见图 3)，使得试样冻结区各部位均经历了一

个较慢的冻结阶段，各部位吸收的水分较为均匀，

也即完全冻结区的总含水量稳定在 0.70 左右，这与 
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图 5  不同时刻含水量分布曲线 
Fig.5  Distribution curves of water contents at different times 

 
冻结锋面非均匀推进情况下试样总含水量分布有着

本质区别(见后降温模式分析部分)。 
5.4 影响因素分析 

(1) 荷载的影响 
根据试验 4#～8#开展外部荷载对冻胀量的影响

分析。图 6 给出了不同荷载条件下冻胀量随时间的

变化。3GEXFEM 程序所分析得到的计算值与试验

成果差值在±0.5 mm 范围内，基本一致，分析规律

与 X. Y. Zhang 等[34]反映规律一致。由于受到上覆荷

载作用，降低了水分迁移的动力，阻止了冻胀的发

展，荷载越大，冻胀变形越小。 
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图 6  不同荷载条件下的冻胀量变化曲线 
Fig.6  Variation curves of frost-heaving deformation for  

different overburden stresses 

 
(2) 温度梯度的影响 
根据试验 1#～4#及 9#开展温度梯度对冻胀量的

影响分析，图 7 给出了不同温度梯度下冻胀量随时

间的变化。模拟分析成果与试验成果有着较好的一

致性。 
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图 7  不同温度梯度下的冻胀量变化曲线 
Fig.7  Variation curves of frost-heaving deformation for  

different temperature gradients 
 
从图 7 可以看出，在相同时刻，土样温度梯度

越小，冻胀量越大，这与梯度越大，水分迁移动力

越大似乎有着矛盾，造成这种结果的主要原因是由

于温度边界条件不同导致冻结区范围有着显著不

同，温度梯度越大的试验工况对应冻结区范围越大，

从而导致整体冻胀量越大。通过分析冻结率(冻胀量

与冻结区长度比值)来消除冻结范围的影响，试验

1#～4#及 9#的冻结率分别为 0.473，0.377，0.324，
0.264，0.196，即在相同冻结长度情况下，温度梯度

越大，冻胀量越大。还需要指出的是，9#试验进行

到 72 h 时，试样顶部温度降到－1.024 ℃，整个试

样完全冻结，导致冻胀量曲线尾部趋于平缓，进入

原位冻胀发展阶段。 
(3) 降温模式及降温速率的影响 
根据试验 10#～13#的试验条件，即保持土样顶

部温度维持在 3 ℃不变，底部温度分别以不同的降

温速率开始下降，开展降温模式与降温速率的影响

分析。 

图 8 给出了试验 13#不同时刻试样总含水量沿

试验深度的分布曲线，图 9 给出了冻深随时间的变

化曲线。可以看出，随着冻深的增加，在冻结前缘

附近的含水量达到最大值；由于降温过程中温度梯

度逐步加大，导致冻结缘区域的含水量也逐步增大；

试验 72 h 结束时，冻结缘区最大含水量达到 0.85，
对应土颗粒含量只有 0.15，即将出现分凝冰。 

对比两端均匀降温情况下不同时刻总含水量分

布(见图 5)，2 种不同降温模式下冻结区域总含水量

分布不同的主要原因是冻结锋面推进方式的不同，

一端降温模式下冻结锋面推进先快后慢，试样下部

有个快速冻结阶段，先冻结区域吸收水分的冻结时

间短，且受温度梯度小的影响，吸收水分量小，呈 
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图 8  不同时刻含水量分布曲线 
Fig.8  Distribution curves of water content at different times 
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图 9  冻结深度变化曲线 
Fig.9  Variation curves of frozen depths 

 
现出后冻结区域含水量大于先冻结区域含水量的情

况。 
图 10 给出了不同降温速率下最终冻胀量的变

化曲线，可以看出，当冻结指数即试样冷端温度与

冻结时间的乘积相同时，冻胀量随着降温速率的增 
 

27

24

21

18

15

12

9

6

3

0
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

冻结指数相同
冻结时间相同

 
    降温速率/(℃·h－1) 

图 10  不同降温速率下的冻胀量变化曲线 
Fig.10  Variation curves of frost-heaving deformation for  

different cooling rates 

大而先增大后减小。当冻结时间相同时，冻胀量随

着降温速率的增大而增大。分析成果与盛岱超等[25]

规律一致，但盛岱超等[25]是基于一维的刚冰模型的

分析，不能考虑骨架的变形的影响，而本文的模型

可以考虑土骨架、冰、水三相介质水、热、力与变

形真正的耦合作用，且可以应用于工程中的二维及

三维问题研究。 
 
6  结  论 

 
(1) 基于前期已建立的能够考虑多种因素作用

的冻土多场耦合理论，从推导冻土微元体的静力平

衡方程、渗流连续性方程及能量平衡方程的扩展有

限元求解格式入手，确定了耦合模型的刚度矩阵、

荷载向量及程序实现方法，从而建立了准饱和冻土

水热力耦合模型的数值分析方法，在大型有限元分

析 final 平台上开发了一款能够为实际冻土工程服

务的耦合分析平台 3GEXFEM。 
(2) 通过对经典室内冻胀试验进行数值模拟，

结果表明，程序可以较为准确模拟不同荷载、温度

梯度、降温模式、降温速率等情况下冻土冻结过程

中的水热力耦合过程。 
(3) 利用研发的程序对水热力影响因素进行敏

感性分析，结果表明：外荷载能够降低冻结过程中

的水分迁移动力，从而降低冻胀量；温度梯度增加，

将增加水分迁移速度，从而增加冻胀率，但由于受

试样尺寸及边界条件变化的影响，温度梯度的增加

不一定直接增加冻胀量；降温模式的不同，冻结锋

面推进方式的不同，将导致冻结过程中总含水量分

布的不同，恒定梯度冻结过程中，试样冻结区含水

量是均匀分布的，而增大梯度冻结过程中，试样新

冻结区总含水量明显大于先冻结区；降温速率对冻

胀量也有着显著影响，在冻结指数相同的情况下，

降温速率越大，冻胀量越小，在相同冻结时间下，

降温速率越快，冻胀量越大。 
(4) 研发的程序是基于全面考虑冻土中土骨

架、冰、水三相介质水、热、力与变形真正的耦合

作用的数理方程，包括空间 3 个方向的耦合方程，

故利用研发程序可以进行实际冻土工程的二、三维

问题的研究。 
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