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考虑主应力轴旋转作用的一个增量模型 

 

万  征，秋仁东，赵晓光  

(中国建筑科学研究院地基基础研究所，北京  100013) 

 

摘要：为了探究主应力轴旋转作用下土体的变形规律，采用如下思路构建模型：(1) 分析二维铝棒的单剪试验结

果可知，剪应力与正应力之比(剪应力比)与剪应变的类似双曲线关系，采用威布尔函数作为描述上述二者的关系

表达式，不仅可反映双曲线型关系，还能充分考虑到应力比的应变软化现象。(2) 利用应力莫尔圆上的应力比表

达式，与威布尔函数联立得到了剪应变的隐函数。该隐函数认为有 3 个影响剪应变的因素：反映等向压缩或偏压

作用下产生剪应变的球应力 p，对于一般剪切作用下产生相应剪应变的滑动摩擦角 m ，在莫尔圆上剪应力与大主

应力之间的夹角半角 。(3) 通过对上述隐函数求导可得到剪应变与剪应力比之间的增量表达式，联立 Rowe 剪

胀方程，建立二维条件下的考虑主应力轴旋转的增量本构模型，上述二维方程可通过 SMP 准则拓展为三维增量本

构模型。所提 WB 模型不仅能反映土体的压硬性、剪切体缩、体胀、应变硬化、软化，还能充分反映主应力轴旋

转作用下的土体一般应力–应变关系。通过莫尔圆圆周应力路径以及单剪试验和等向压缩试验的结果与预测结果

对比，验证了所提模型的适用性及合理性。 

关键词：土力学；单剪；剪应力比；应变软化；剪胀方程；主应力轴旋转 
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An incremental model considering the effect of rotation of principal stress axes 
 

WAN Zheng，QIU Rendong，ZHAO Xiaoguang 

(Research Institute of Base and Foundation，China Academy of Building Research，Beijing 100013，China) 

 

Abstract：In order to explore the deformation of soil due to the rotation of principal stress axes，the following 

ideas are adopted to establish a model. (1) The results of single shear test on two dimensional aluminum rods are 

analyzed. The relationship of the ratio of the shear stress to the normal stress(shear stress ratio) with the shear 

strain is similar to the hyperbolic curve. The Weibull function is adopted to describe the relationship of shear stress 

ratio and shear strain which describes both the strain hardening and softening. (2) An implicit function about the 

shear strain is established by combining the shear stress ratio equation in Mohrs circle and Weibull function. 

There are three factors influencing the shear strain，including the mean stress p under isotropic or deviatoric 

compressions， the mobilized friction angle m corresponding to the general deviatoric stress state and the half of 

angle between the shear stress and larger principal stress axe. (3) An incremental equation about the shear strain 

and shear stress ratio is established by differentiating the above implicit equation. A two dimensional incremental 
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constitutive equation is established by combining the above stress ratio equation and Rowe dilatancy equation. A 

three-dimensional incremental constitutive equation is derived by expanding the above model adopted by SMP 

criterion. The compression hardening，shear shrinkage，shear dilation，hardening and softening are reflected in the 

proposed model(WB). A general stress-strain relationship considering the rotation of principal stress axes is thus 

derived. The applicability and rationality of the proposed model are verified by comparison of the experimental 

and calculated results. 

Key words：soil mechanics；single shear；shear stress ratio；strain softening；dilatancy equation；principal stress 

axes rotation 
 

 
1  引  言 
 

室内试验以及现场实测皆表明，土体在主应力

轴发生旋转而主应力值大小不变的情况下，也会产

生不可逆的变形[1-11]。在一定的变形控制条件下或

者不排水条件下，土体会产生较大的塑性剪切变形

或者相当大的孔压，某些循环加载条件下土体甚至

产生破坏。目前，室内土工试验中，可模拟主应力

轴旋转应力路径的仪器有空心圆柱扭剪仪。包含主

应力轴旋转路径的试验有直剪试验以及单剪试验，

对于空心圆柱扭剪试验，由于可实现在垂直于径向

应力的平面内进行大小主应力轴旋转，因此更具有

针对性，而直剪以及单剪试验，由于试样内部土体

单元包含了主应力轴旋转以及偏应力 q 增大的耦合

复杂加载路径，其应力路径相当复杂[12]。 

目前，针对岩土材料构建的本构模型，大多基

于 3 个主应力变量或者其等价变量形式，如(p，q，θ) 

等[13-23]，大都是关注于主应力值的变化对应的塑性

变形，而对于主应力轴的方向变化所引起的土体塑

性变形的问题尚考虑不够。对于主应力轴旋转所引

起的土体变形的考虑，目前构建模型的主要思路有

3 种。第一种是继续在主应力变量为基础的模型上，

增加考虑主应力轴转角的变量，将由主应力轴转角

变化引发的塑性剪切应变与塑性体积应变引入到原

有的本构模型中，使之能反映主应力轴旋转的影响。

比较典型的如陈生水等[24]构建的无黏性土弹塑性

模型，通过将某一平面内主应力轴旋转所引其的塑

性体应变与塑性剪应变与纯 q 变化所导致的 2 种塑

性应变相等，来等效求取两者的修正系数，这样即

可通过转角来求取相应的塑性变形。上述方法能够

考虑转角所导致的塑性变形影响，但由于仍然基于

3 个主应力来构建模型，因而无法反映一般应力(如

剪应力)作用下的剪应变，不能从本质和机制上，对

土体的主应力轴旋转变形做出合理解释。刘元雪

等[25-26]也采用的是类似的思路。第二种则是从一般

应力–应变关系出发构建模型，比如 H. Matsuoka

和 K. Sakakibara[27]，其先从二维直剪试验来建立剪

应力比 /  与剪应变  之间的关系，而后通过所建

立的剪胀方程联立求得二维条件下一般应力–应变

方程，通过 SMP 空间滑动面思想推广至三维。虽然

上述模型能反映一些基本特性，如摩擦性、剪胀性，

但由于构建的基本函数为双曲型函数，无法反映一

般土体达到峰值后应变软化的基本特性。第三种是

利用主应力作为变量，通过在主应力空间中屈服面

的非典型塑性变形来实现。典型模型为 K. Hashiguchi

等[28-32]提出的矢量弹塑性模型，认为在主应力空间

中，屈服面不仅服从相关联流动法则，同时认为不

同的材料都具有黏滞性，表现为沿屈服面切向方向

作用有加载路径时，也会产生切向塑性应变。而主

应力轴旋转即对应屈服面上沿切向应力路径运动。

上述矢量模型虽可考虑较为广泛的一类岩土材料的

变形特性，但由于上述模型所依据的是非典型塑性

变形理论，因此在对具体的岩土材料的参数物理意

义以及参数值确定方面，尚不明确。 

针对一般应力中剪应力比 /  与剪应变  之

间的关系，可采用能描述峰值后应变软化的威布尔

函数来描述。利用应力莫尔圆上一般应力之间的关

系，联立威布尔函数，可得到关于剪应变与剪应力

比之间的隐函数方程。认为该方程中对于影响剪应

变大小及方向的 3 个变量分别为球应力、滑动摩擦

角以及剪应力与大主应力夹角半角，通过一般应力

作为变量将上述 3 个变量表示出来，并对隐函数方

程全微分得到剪应变增量与一般应力增量之间的增

量关系式。再利用 Rowe 剪胀方程来建立剪应变增

量与塑性体变、塑性偏应变增量之间的关联表达

式。上述基于剪应力作用下构建的二维方程，为考

虑到等方向压缩下的体变特性，假设等方向压缩下

为弹塑性变形，而卸载阶段为纯弹性变形，则可利

用等方向压缩再回弹试验，可得到压缩线斜率以及

回弹线斜率，由此推导得到等方向压缩作用下的体

变方程。将上述方程综合考虑，可得到在单一平面
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内主应力旋转模型，属于二维模型。为考虑三维条

件下一般应力–应变关系，利用 SMP 空间滑动面[33]

的思想，即某一主应力方向的塑性应变增量应由与

该方向非平行的 2 个滑移面所贡献的塑性应变增量

之和来考虑。由此可建立考虑主应力轴旋转的一般

应力–应变关系增量本构模型(WB 模型)。  

本文建立的模型拼弃了以往传统的采用主应

力轴与某一沉积面呈一定夹角的表达思路，而是直

接分析一般剪应力与剪应力比之间的应力–应变关

系，对主应力轴旋转作用产生体变的根源上，即一

般剪应变所导致的体变进行剖析，从而直接用一般

应力来构建三维模型，避免了采用主应力轴转角表

述的转换过程，物理概念更为明确清晰。 

 
2  剪应力比–剪应变曲线 
 
2.1 试验规律 

为考察二维条件下颗粒体之间剪切的宏观应

力–应变关系，采用截面直径分别为 3 和 5 mm 两

种铝棒堆积体模拟砂土颗粒的二维等效体，按照两

者总体质量比为 3∶2 来配比得到铝棒堆积体。堆

积体正表面上作用均布荷载 52 kPa。图 1 为对应的

剪应力比与剪应变关系[27]。由图 1 可见，曲线整体

类似双曲线函数曲线，出现峰值，在峰值后出现应

变软化现象。 
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图 1  二维铝棒堆积体单剪试验的剪应力比与剪应变关系 

Fig.1  Relationship of shear stress ratio and shear strain of  

single shear test for aluminum rods of two dimensions 
 

在峰值点后，伴随有应变软化阶段。考虑到加

载条件为平面应变条件，因此正应变与体应变相

等，于是，图 2 也可视为体应变与剪应变的关系曲

线。由图 2 可见，在剪切初始时刻，体变为体积收

缩，发生剪缩，在随后的加载过程中，体变逐渐增

大，产生剪切体胀现象，体胀应变 大值为 1.63%。 
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图 2  二维铝棒堆积体单剪试验的正应变与剪应变关系 

Fig.2  Relationship of normal strain and shear strain of single  

shear test for aluminum rods of two dimensions 
 

2.2 剪应变增量方程 

对于能够产生应变软化现象的全量函数，可用

威布尔函数来描述。其中剪应力比 1R 可表示为 

1
xy

x

R



                 (1) 

式中： xy 为一般六面体土体单元某一面上的剪应

力， x 为垂直于上述侧面的正应力。根据威布尔函

数表达式，则可令应力比 R1 表示为 

1

e

c
xy

xy

b

a
R




 
  
 

                 (2) 

式中：a，b，c 为对应的 3 个参量； xy 为在剪应力

作用下产生的一般剪应变。 

图 3 为参量 c 取不同值，而 a，b 为固定值时所

对应的函数曲线形态。当 c 值较小时，曲线形态倾

向于双曲线形态，而当 c 值逐渐增大时，曲线在达

到峰值点后出现软化段。分析上述曲线形态，可根

据 3 个条件来确定函数中 3 个参量 a，b，c：(1) 曲

线原点 O 处，曲线切线斜率为一可确定的参量，显 
 

 
 /%xy  

图 3  威布尔函数曲线形态 

Fig.3  Curves of Weibull function 

R
1 
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然，根据土的压硬性，围压越大，则所对应的初始

切线斜率越大。根据初始切线斜率值可确定出曲线

初始时的陡缓特点。(2) 显然，无论是否存在应变

软化段，无论曲线形态怎样，都存在一个曲线峰值

点，曲线峰值点所对应的点为一典型特征点，其表

征了土体单元在剪切过程中所能达到的 大摩擦

角。(3) 对于应变软化段曲线，由于在软化下降阶

段，曲线存在残余应力比，则此时对应的土体单元

摩擦角保持不变。当 xy = 0 时，曲线斜率为剪应力

比的增长率为 

1

1 0
2

e e

e

c c
xy xy

cxy
xy

c

b b xy
xy

b

c
a a

b b
R

 

 




    
      
   

  
  
 

 
  

     

1
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0

e

c
xy

c

b

c
a a

b b
a





 
  
 

   
             (3) 

随着围压增大，第三主应力增大，导致球应力

增大，根据试验结果，可表示为 

1

b

ln

k
a

p
p

                  (4) 

式中：pb 为量纲一的参数，k1 为剪应力比–剪应变

关系曲线初始斜率的调整系数。 

如图 4 所示，对于 o  平面内，按照莫尔应力

圆，可表示出峰值点对应的峰值应力比。对于峰值

点，峰值应力比 R1f为 

f
1f m f

f

sin(2 )sin
( )

1 cos(2 )sin
R

 
 

 
 


       (5) 

式中： m 为在当前应力下所形成的滑动摩擦角， 
 

 
图 4  一般应力状态的莫尔圆表示图 

Fig.4  General stresses described with Mohr circle 

当土样破坏时，则 m  ，即自动退化为内摩擦角；

 为一般剪应力与大主应力之间夹角的 1/2。 

对式(2)求导可得 

m

m

1

1
2

e e

0

e

c c
xy xy

c
xy

c

b b xy
xy

b

c
a a

b b
R

 

  

 




    
      
   

  
  
 



 
  

   
  

(6) 

分析式(6)可知，分母
2

e 0

c
xy

b

 
  
   ，因此分子必

为 0，因此可导出： 

1

e 1 0

c
xy c

b xy xyc
a

b b


   

  
 

  
   
   

          (7) 

同理可得 
1

1 c

xy b
c

    
 

               (8) 

对于峰值点，以下方程式成立： 

f
1f m f

f

1

sin(2 )sin
( )

1 cos(2 )sin
e

1

c
xy

xy

b

c

xy

a
R

b
c



 
 

 



 
  
 


    


       

   (9) 

联立并求解式(9)，可得 
1

f

f

(e ) sin(2 )sin

[1 cos(2 )sin ]

cc
b

a

 
 




           (10) 

存在残余强度应力比 R1r，使得应力比不变，剪

应变增大，即满足如下条件： 

1rd 0R                    (11) 

r

r r

r

sin(2 )sin

1 cos(2 )sin
e

c

b

a


  
   

 
 




           (12) 

式中： r 为对应残余应力比时刻的摩擦角， r 为对

应残余应力比时刻的 xy 。 

由式(11)，(12)可得 

r
1r

1

1r

e

(e )

c
r

b

c

a
R

c
b R

a




 
 
 

 






                (13) 

联立式(13)可得 

r r

1r 1r

e ln
c

a a
c

R R

  
  
 

            (14) 

令 
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r

1r

c
a

x
R

 
 

 
             (15) 

则可得到 

ln
e

x
x                 (16) 

为确定出式(16)的解析解，可将式(16)等号两

端各视为一个初等函数，则如图 5 所示，根据函数

y1 = lnx 与函数 y2 = x/e 的关系，显然当 x = e 时，满

足如下方程： 

1 e 2 e

1

ex xy y               (17) 

2 e 1 e 1x xy y              (18) 

即在坐标点(e，1)，y2直线与 y1对数曲线相切，

因此有 

r

1r

1

ln
c

a

R


                 (19) 

 
y

o e x

y x2 = /e

y x1 = ln

 
图 5  两曲线相切形态分布 

Fig.5  A line tangential to a curve  

 

则由此推导出了 3 个参数 a，b，c 的计算公式： 

1

b

1

1f

r

1r

ln

(e )

1

ln

c

k
a

p

p

c
b R

a

c
a

R



 



 



 




              (20) 

对于一般应力状态，联立式(2)，(5)可得到如下

方程式： 

m

m

sin(2 )sin
0

1 cos(2 )sin
e

c

b

a


  
   

 
 

 


       (21) 

假设上述方程中的剪应 存在 3 个相关变量，对

其具有不可忽视的影响。分别为球应力 p；主应力

轴旋转时剪应力 τ与大主应力 1 的夹角 ；另外由

于关注的是应力–应变关系，则对应于任意一点的

应力状态，都存在着一个滑动摩擦角 m 与之相对应，

该摩擦角表示强度发挥程度。上述 p， ， m 三个变

量所主导的因素基于岩土材料的 3 个根本性质来确

定的，第一个因素与球应力相关，表明岩土材料具

有压硬性，因此随着球应力的增大，其变形模量以及

刚度也随之相应产增大。第二个因素由主应力轴旋

转时剪应力 与大主应力 1 的夹角 所主导，表明

岩土材料具有典型的非共轴性，即应变增量方向与主

应力方向不一致，其根本原因是一般剪应力作用下产

生的不可逆体变，传统基于主应力为变量的模型无

法考虑一般剪应力所引发的体变，因而无法考虑主

应力轴旋转作用下发生的体变现象。第三个因素由滑

动摩擦角 m 所主导，主要基于岩土材料是一种典型

的摩擦型材料这一基本依据，其强度及变形受到滑

动摩擦角的支配，事实上，在未到达破坏前的任一

点的应力–应变状态点，其应力状态都对应一个摩擦

角。因此，摩擦角可用来表征一般的应力组合状态。 

令关于 p， ， m 的隐函数为 

m
m

m

sin(2 )sin
( ) 0

1 cos(2 )sin
e

c

b

a
f p



   
   

 
 

  


， ，  (22) 

对式(22)进行全微分，可得 

m m
2

m

m m
2

m

[1 cos(2 )sin ] [sin(2 )sin ]
d

[1 cos(2 )sin ]

sin(2 )sin [1 cos(2 )sin ]
       

[1 cos(2 )sin ]

d
f

d

   
 

   
 


 








 

2

e d( ) d e

0

e

c c

c

b b

b

a a
 



 
   
   
   

 
 
 

 
 
             (23) 

根据对式(20)进行求微分，并代入到式(23)中可

得到关于 d 与 d ， md ，dp 之间的增量关系式： 

m m m m
2

m

1

1f2
r 1r

e
d

1

2sin [sin cos(2 )]d sin(2 )cos d

[1 cos(2 )sin ]

( / ) ln( / )
(e )

[ln( / )]

c

c

cc
c

b

a c
b

b b c
c R

a R ab b






      
 

  


 
 
 

 
    

   

  




     
 

 

1
2 2 2

r 1r b

dln
1 1 e

[ln( / )] [ln( / )]

c

b k pc
c a R p p p

 


 
 
 

       
    

  

   (24) 
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对于 d 部分，由于主应力轴方向与应变主轴

方向存在角度 ，即设应变增量方向落后于主应力

方向一个角度 ，则表达于 d 部分中的 cos(2 ) 可

替换为 cos[2( )]  。 

 
3  剪胀关系及剪应变增量式 
 

3.1 剪胀关系 

根据 P. W. Rowe[34]剪胀试验所得到的规律可

知，第一、第三主应力比 1 3/R   与第三主应变

增量与第一主应变增量比 3 1d / d  的关系可表示为

一线性方程： 

3
2 3

1

d

d
R k k




                (25) 

式中：k2，k3 为待定参数，可根据在不同 值时刻

的剪切试验结果拟合得到： 

e
2 tan 45

2
k

   
 

°            (26) 

式中： e 为等效内摩擦角。 

由图 6 可见，大、小主应力之比与小、大主应

变增量比存在直线型关系。上述试验结果分别由应

力莫尔圆中剪应力与横坐标轴之间的夹角 为恒定

值以及单剪和沿着应力莫尔圆路径得到的测试结

果。结果表明，无论何种路径，上述二者的关系曲

线可采用直线来表达。分析式(25)可知，当 R 为一 

个大于 0 的极小数值，则 k3＞0 时， 3
2

1

d
0

d
k




 ＜ ， 

此时由于 k2＞0 是确定的，因此有 3d ＞0 且 1d ＞0，

此时，发生体缩，而当应力比 R 逐渐增大为足够大

的数值，则 R－k3＞0 成立时，此时 3d ＞0 且 1d ＜

0 或者 3d ＜0 且 1d ＞0，此时发生体胀。因此该剪

胀方程能够有效模拟砂土颗粒在剪切作用下先剪缩

后剪胀的特性。 
 

 

0.0 0.5 1.0 1.5
1.0

1.5

2.0

2.5
45 +0.5°  

 = 22.5° 

纯剪切 = 45°

 = 67.5° 

单剪 
莫尔圆路径结果

 1
/

3 

3 1d / d    
图 6  剪胀关系试验结果 

Fig.6  The test results of shear dilation 

剪应变增量与大小主应变增量之间关系式采用

如下公式进行表达： 

1 3d (d d )sin(2 1.2 )         

3
1

2

1 sin(2 1.2 )d
R k

k
  

   
 

        (27) 

1 3 1 3d d d d
d (d ) cos(2 1.2 )

2 2x y

   
   

 
   

3 3
1

2 2

0.5 1 1 cos(2 1.2 ) d
R k R k

k k
  

     
       

       

(28) 

式(28)中，加号表示对应的求取 d x 的方程，而

减号表示求取 d y 的方程。考虑平面上单元体中任

一楔形体，其斜面上的主剪应力以及主正应力的主

应力表述形式都与主剪应变及正应变表述形式是相

同的，因而可类比应力表达形式，将剪应变及一般

应变用主应变表述为式(27)与(28)。 

3.2 剪应变增量式 

根据上述式(27)与(28)，可得到正应变与剪应变

增量比为 

2 3

2 3

2 3

2 3

( )
cos(2 1.2 )

( )
d / d (d / d ) =

2sin(2 1.2 )
( ) 1

  
2sin(2 1.2 )[ ( )] 2tan(2 1.2 )

x y

k R k

k R k

k R k

k R k

 
   

 

   

 
 

 



 


   

 

  (29) 

式(29)中，加号表示求取 d / dx  的方程，而减

号则表示求取 d / dy  的方程。根据莫尔圆上的几

何关系，可得到由应力量表示的滑动摩擦角、剪应

力与主应力夹角半角、球应力关系式，分别为 
2 2

m

( ) 4
sin

x y xy

x y

  


 

 



         (30) 

1
2

0.5 tan xy

x y




 



           (31) 

2
x yp

 
               (32) 

将 d 分解为三部分，即 d d d d p       。

由于 d ， md ，dp 可分别由一般应力增量表示，

将式(30)，(31)，(32)分别求微分，并代入到式(24)

中可得到三部分增量关系式：  

m m
2

m

2sin {cos[2( )] sin }e
d

{1 cos[2( )]sin }
1

c

b

c

a c
b




   


  

 
 
   

 
     

   

 

2 2

( )d (d d )

( ) 4
x y xy xy x y

x y xy

     
  

   
 

   
       (33) 
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2 2
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d

[1 cos(2 )sin ] ( )
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x y

a c
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2

1
b

ln (d d )x y

p
p k

p
  

    
  

          (35) 

3.3 等方向压缩应变增量式 

由式(33)，(34)，(35)联立可得到剪应变的增量

表达式： 
d d +d +d p                 (36) 

2 3

2 3

( ) 1
d (d ) d

2sin(2 )[ ( )] 2tan(2 )x y

k R k

k R k
  

 
  

  
  

 

(37) 

式(37)中，加号表示求取 d x 的方程，而减号则

表示求取 d y 的方程。等方向路径下的体变，则可

根据在 b-( / )e p p  坐标系中整理得到： 

正常压缩线，则 

N N0 c
b

p
e e c

p


 

   
 

            (38) 

式中： Ne 为正常压缩线上在任一点球应力 p 下所对

应的孔隙比， N0e 为正常压缩线的截距， cc 为正常

压缩线的斜率。 

回弹线，则 

s s0 e
b

p
e e c

p


 

   
 

            (39)
 

式中：se 为回弹线上在任一点 p 下所对应的孔隙比，

s0e 为回弹线的截距， ec 为回弹线的斜率。 

初始孔隙比为 0e ，压缩再回弹所得到的孔隙比

变化量为 

0
c e

b b

( )
pp

e c c
p p

     
       
     

         (40) 

塑性体应变为 

p c e 0
v

0 0 b b

( )

1 1

c c pe p

e e p p

 


                  

     (41) 

如图 7 所示，由于主应变增量可分解为 4 个分

量，其中 3 个分量为共轴增量，另一个为异轴分量。

若假设在二维条件下，沿着 x 方向或者 y 方向，两

者塑性应变增量相同，即忽略二者间存在的各向异

性影响，则 
p pd dix iy                   (42) 

p p c e

0 b

( )
d d (d d )

2 (1 )ix iy x y

c c p

p e p




   
 

     
  (43) 

p c c
v 1 2d d di i

i                 (44) 

sd i ， acd i ， rd i 三者可通过式(36)，(37)联立求

解得到。对于等向压缩塑性增量部分，可通过式(43)

得到。 
 
 

 
 

图 7  应变增量分解图 

Fig.7  The decomposition of strain increment 

 

4  加、卸载准则 
 

由前述分析可知，引起剪应变发展的 3 个变量，

即由 ， m ，p 三变量造成的剪应变增量，可分别

由增量式(33)，(34)，(35)来表达。而由球应力所引

发的应变增量可由式(43)来表述。 

由图 8 可见，在剪应力与球应力坐标系中，在

任意一点状态，其应力点当前应力比为 ，则对于

下一个应力增量，可有 4 个区域进行选择，当应力

增量进入 1 区域时，显然应力比增大，且球应力增

大，则剪切硬化与等向压缩硬化同时产生，因此，

为加载区域。当进入 2 区域时，应力比增大而球应

力减小，剪切硬化产生而等向压缩硬化未产生，也

为加载区域。当进入 3 区域时，可判断应力比与球

应力同时减小，剪切硬化与等向压缩硬化均未产生， 

1sd 1acd 1icd



1rd
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图 8  加载区域分区图 

Fig.8  The partition of loading areas 
 

因此可判断为卸载。当进入 4 区域时，应力比减小，

而球应力增大，此时，剪切硬化未产生而等向压缩

硬化产生，可判断为加载。 

 

5  二维增量本构模型方程 
 

假定应变增量可分解为两部分，即弹性增量部

分和塑性增量部分，则弹性模量可表示为 

b
1

e

3(1 2 ) p
E

c p






 


                 (45) 

式中：p 为有效平均应力， 为泊松比， 为等方

向压缩的幂次参数， ec 为回弹曲线在 b-( / )e p p  坐

标系中的斜率。 

弹性剪切模量可表示为 

b
1

e

3(1 2 )

2(1 ) 2(1 )

pE
G

c p






   


 

 
      (46) 

拉梅系数可表示为 

2

3(1 2 ) 3

E
L G


 


           (47) 

按照以应力增量控制来表达，本构方程可表示为 
p

p 1

p

d d d

d d d

d d d

x x x

y y y

xy xy xy

  
  
  



     
            
     

    

D M  
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21 22 23

31 32 33

d

d

d

x

y

xy

M M M

M M M

M M M





  
  
  
     

    (48) 

e e e p e e pd d (d d ) d di ij j ij j j ij j ij j    D D D D       (49) 

e ed d di ij j ij jk k D D M             (50) 

e 1d ( ) de
k ik ij jk ij j

  D M D            (51) 

式中： ik 为单位张量。令 
ee e 1( )ij ik ij jk  -D D M            (52) 

弹塑性刚度矩阵张量为 

ee e
kj ki ijD D D                (53) 

e ( )ij i k i j l kL G  D               (54) 

式中：Mjk为塑性部分柔度矩阵张量。 

 
6  三维增量本构模型方程 

 

如图 9 所示，对于任意一个三维单元体，在三

个方向正应力作用下会产生相应的正应变，则应变

可表示为两者之和的形式： 

d d d
d d d
d d d

  
  
  

 
  
  

x xy xz

y yz yx

z zx zy

            (55) 

式中：d x ，d y ，d z 分别为沿着正应力方向的应

变增量；d xz 为在 xz 二维条件下得到的沿着 x 方向

的应变增量； d xx 为二维条件下，2 个正应力值相

等条件下的应变增量。 
 

 
图 9  单元体的一般应力分解图 

Fig.9  The decomposition of general stress for an element 
 

(1) 三轴压缩条件下，可确定出如下应变增量

算式： 

z x y  ＞  

d d dxz yz zx   ＜  

d 2dz zx   

(2) 三轴伸长条件下，有如下应变增量公式： 

z x y  ＜  

d d dxz yz zx   ＞  

d 2dz zx   

因此，可得 
p
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仿照前文二维的做法，对于 xoz 平面、yoz 平面，

都可得到相似的塑性柔度矩阵张量。 

根据三维塑性柔度矩阵以及二维塑性柔度矩

阵，可联立式(56)以及 3 个表示式相似的二维柔度

矩阵张量方程，可得到三维矩阵张量公式： 
e e e p e e pd d (d d ) d dij ijkl kl ijkl kl kl ijkl kl ijkl kl    D D D D       

        (57) 
e ed d dij ijkl kl ijkl klmn mn D D C           (58) 

e 1 ed ( ) dmn ijmn ijkl klmn ijkl kl
  D C D          (59) 

e 1 e( )mnkl ijmn ijkl klmn ijkl
 D D C D         (60) 

式中： mnklD 为三维弹塑性刚度矩阵张量， ijmn 为单

位张量。 

 
7  模型参数及预测 
 

7.1 模型参数 

所建议的 WB 模型，其所用的参数分别为 k1，

pb，R1f，R1r， r ，k2，k3，cc，ce， ，共计 10 个

参数。 

7.2 模型参数确定 

对于所提 WB 模型的 10 个参数，其中，k1，pb，

R1f，R1r， r 为对应单剪试验得到的应力–应变关系

曲线所得到的参数。k2，k3 为对应的多种应力路径

根据主应力比与应变增量比之间的线性关系得到的

参数。cc，ce， 为由等向压缩及回弹试验所确定

的参数。其中，k1，pb 的确定按照如下思路进行，

根据不同平均应力值进行单剪试验而得到一系列曲

线，再整理剪应力比和剪应变的关系曲线，可得到

对应某一平均应力下的初始斜率值，由斜率值再来

拟合得到 k1，pb 取值。根据式(4)可知，a 即为对应

的初始斜率值。将式(4)变形，可得 

b
1 1

1 1 1
ln lnp p

a k k
           (61)  

将初始斜率倒数表示为 lnp 的线性函数，则式(61)

即为 1/a 关于 lnp 的一次函数，根据不同平均应力

下的一系列测试点，可拟合得到一条直线，直线的

斜率为 1/k1，截距为 lnpb/k1。根据拟合得到的斜率

和截距可计算出参数值 k1，pb。R1f，R1r， r 可根据

单剪试验剪应力比与剪应变曲线试验结果确定。k2，

k3根据图 6 试验结果拟合直线得到。cc，ce， 根据

等方向压缩与回弹曲线在 b-( )e p p  坐标系中拟合

直线得到。 

7.3 模型预测 
根据 H. Matsuoka 和 K. Sakaribaran[27]针对铝棒

集合体所做的莫尔应力圆圆周应力路径试验，可分

别进行预测，对应 2 组试验：第一组试验为大主应

力保持为 48 kPa，而小主应力保持为 32 kPa；第二

组试验为大主应力保持为 49 kPa，而小主应力保持

为 29.4 kPa。2 组试验所选用的参数如表 1 中第一

行所示。 
 

表 1  模型参数 

Table 1  Model parameters 

k1 pb/kPa R1f R1r r k2 k3 cc ce   

60 6 2.05 2 10 2 0.3 0.005 0 0.001 5 0.5

2 0.6 1.05 1 10 1.8 5.6 0.005 0 0.001 5 0.5

0.4 15 1.60 1 15 0.8 1.2 0.001 0 0.000 2 0.8

3 000 289 2.05 1 1.2 1.0 8.4 0.005 0 0.001 5 0.5

1 200 28 2.50 2 30 5.6 1.3 0.000 8 0.000 2 0.5

3 400 21 2.50 2 30 5.6 1.3 0.000 8 0.000 2 0.5

 
由图 10 可见，在大、小主应力值保持不变而主

应力轴旋转条件下，在 x 方向即正压力方向，产生

伸长应变，而在 z 方向即水平剪切方向，则产生了

压缩应变。在剪应力 作用下所产生的剪应变，与

应力莫尔圆中剪应力与大主应力夹角( 2 )关系类 
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图 10  应力莫尔圆圆周应力路径预测对比 

Fig.10  Comparison for predicted results and test data under  

Mohr circle path for second set 
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似于正弦曲线形态。而体变则随着角度 2 呈现出

近似于直线型正比例关系。由预测对比关系可见，

WB 模型较好地模拟了在单一平面内，大、小主应

力轴纯转动所导致的应力–应变关系。由图 10 可

见，虽然应力路径沿莫尔圆为圆周路径，即主应力

大小不发生变化，但由于剪应力 的作用，仍然会

产生一般剪应变  ，在一般正应力作用下产生相对

应的正应变，在上述作用下，发生了塑性体变的累

积效应，即发生了不可恢复的体积应变。图 10 曲线

表现了体变的单调递增规律特点。本文模型能有效

地对上述变形特性进行描述。 

图 11 所示为铝棒堆积体的单剪试验与模型试

验结果对比，其所选取参数见表 1 第二行。由图 11

可见，剪应力比随剪应变呈现逐渐增大的趋势，而

与剪应力同方向的正应变 y 则与体变相等，由此可

见，体变规律呈现出先剪缩后剪胀的规律特点。由对

比结果可见，模型预测的曲线与试验结果吻合较好。 
 

 
图 11  单剪试验应力–应变关系预测对比 

Fig.11  Comparison for predicted results and test data under  

single shear test 
 

图 12 为与图 11 对应条件下的应力值对比，由

图可见，当竖向应力 x 保持不变时，随着剪应变的 
 

 
图 12  单剪试验应力预测对比 

Fig.12  Comparsion for predicted results and test data under  

single shear test 

增大，水平向正应力 y 随着剪应变的增大而逐渐

增大，模型预测与试验结果相吻合。图 11 和 12 中

的单剪路径包含了主应力旋转以及类似于三轴压缩

路径的混合加载模式，其体变规律则是上述 2 种路

径作用下相互叠加的结果，可看出先剪缩后剪胀的

特点。 

图 13 为针对 Toyoura 砂土开展的单剪试验结

果，其中加载在砂土试样上的恒压力为 196 kPa。随

着剪应变的增加，剪应力比逐渐增大，砂土的侧向

位移即体变则表现出先剪缩后剪胀的规律。对比可

见，模型预测曲线能反映砂土在主应力轴发生转动

时的应力–应变关系。模型预测的剪缩及剪胀的体

变幅值都较大，主要原因在于砂土除了是典型的密

度与围压依存性材料外，其体变及强度特性还主要

受到原生各向异性的影响，砂土颗粒形状以及颗粒

间定向排列方式都会对其体变结果产生较大的影

响。相同的加载方式，作用于各向异性程度不同的

砂土试样上，会产生不同的体变结果。本文模型对

于这种原生各向异性对体变的影响尚未考虑，因而

会产生较大的差异。 
 

 
图 13  Toyoura 砂土单剪试验应力应变关系预测对比 

Fig.13  Comparison for predicted results and test data under  

single shear test of Toyoura sands 
 

图 14 为 K. L. Lee 和 H. B. Seed[35]对 Sacra 砂土

进行常规排水三轴压缩时的应力–应变关系曲线，

图 14(a)，(b)，(c)分别对应初始球应力为 290，590，

1 030 kPa，由于砂土为密度状态相关材料，其变形

及强度受当前围压以及密度影响很大，在此，将 pb

视为状态变量，则当其分别为 289，120，50 时，可

得到图 14 所示的广义偏应力与大主应变的关系及

体变与大主应变之间的关系。对于不同初始围压下

的砂土，用 WB 模型可以有效反映其压硬性，剪缩

剪胀特性。 
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(c) p0 = 1 030 kPa 

图 14  Sacra 砂土排水常三轴压缩的应力–应变关系预测对比 

Fig.14  Comparison for predicted results and test data under  

drained triaxial compression tests of Sacra sands 
 

图 15 中数据点为 K. L. Lee 和 I. Farhoomand[36]

针对Sacramento河砂土所进行的一组等方向压缩试

验结果，其所用参数见表 1 中第 5 行。对应于 4 种不

同初始密度的砂土，在等向压缩作用下孔隙比逐渐减

小， 终趋向于一致。对比图中结果可见，WB 模型

可较为合理地用于描述等向压缩下砂土的变形特性。 

图 16 所示数据点为 P. V. Lade 和 P. A. Bopp[37]

针对 Cambria 砂所进行的等向压缩试验结果。选用参

数见表 1 中第 6 行。由图可见，在较大围压作用下，

本文 WB 模型仍可用于描述等向压缩下的砂土体变。 
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图 15  Sacramento 河砂土等向压缩预测对比 

Fig.15  Comparison for predicted results and test data under 

isotropic compression for Sacramento sands 
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图 16  Cambria 砂土等向压缩预测对比向压缩预测对比 

Fig.16  Comparison for predicted results and test data under  

isotropic compression for Cambria sands 

 
8  结  论 
 

根据剪应力比与剪应变之间所形成的类似于双

曲线型的关系曲线，采用威布尔函数来描述二者的

关系，并根据曲线初始斜率、曲线峰值点、曲线残

余值，分别确定威布尔函数的 3 个参量，采用莫尔

应力圆所表达的剪应力比与威布尔函数联立得到应

力比方程。假定上述应力比方程是关于球应力 p、

剪应力大主应力夹角 、任意一点应力状态对应的

摩擦角 m 的函数关系式。通过对上述 3 个变量的方

程进行微分，可分别得到对应于上述 3 个变量所贡

献的剪应变增量，再联立 Rowe 剪胀方程可建立二

维条件下一般应力–应变关系式。根据 SMP 准则的

思想，对于任意一个主应变方向上所产生的主应变，

应由与其非平行的 2 个滑动面来贡献得到，这样，

能够两两相叠加，得到三维条件下的应变增量。根

据上述思想，可由二维应力–应变关系式推导得到

终的三维应力–应变关系式。通过上述推导，并

根据计算结果，得到如下结论： 
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(1) 利用威布尔函数，对于一般剪应变增量，

将其分解为由球应力 p、剪应力大主应力夹角 、

任意一点应力状态对应的摩擦角 m 三个变量所贡

献的增量表达式，并联立 Rowe 剪胀方程建立了二

维条件下的应力–应变关系式。 

(2) 采用 SMP 空间滑动面思想，通过推导得到

二维应力应变关系式，进而得到了三维条件下的本

构方程。 

(3) 所构建的模型拼弃了以往的传统思路，而

是从一般剪应变与剪应力比的关系入手，通过联合

Rowe 剪胀方程以及等向体变硬化特性，从三维单

元体的 SMP 滑移面的思路拓展为三维模型。模型直

接从一般应力–应变关系入手来构建，避免了采用主

应力轴转角这个中间转换变量，因此也避免了采用

传统思路中需要特殊路径构建主应力轴转角与塑性

体变以及塑性偏应变之间的增量关系式，减少了等

效转换的过程，也避免了一些特殊参数的确定过程。 

分别采用莫尔应力圆圆周路径加载试验、直剪

试验、常规三轴压缩以及等向压缩试验结果，对所

提的模型进行验证，结果对比表明：WB 模型不仅

能反映出土体的三大基本特性，摩擦性、压硬性、

剪胀性，还能反映出应变硬化、应变软化特性。所

建议的模型可合理、方便地应用于一般应力–应变

关系的模拟。 
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