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基于热力学理论的水泥石热–力耦合本构模型 
和有限元分析 
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摘要：深层地热井中，水泥环在温度作用下的塑性和应力非线性对井下系统的封固性有重要影响。基于热力学理

论，建立适用于水泥石的黏弹塑性热–力耦合本构模型。模型考虑了密度、弹性应变与温度之间的耦合关系以及

弹性应变与耗散方程的耦合关系，能够模拟水泥石在等温试验中的诸多重要力学特性，以及在非等温试验中随温

度升高而产生的强度和刚度衰减。在本构模型基础上开发瞬态传热的平面有限元程序，对中石油肯尼亚地热开发

项目的套管–水泥环–围岩系统进行了温度和应力分析。研究发现，系统会在套管–水泥环界面和水泥环–围岩

界面处产生应力集中，且界面处的温度附加应力在单调的温度荷载作用下呈现非单调性发展；能量耗散的考虑对

于准确模拟水泥石的滞回特性和塑性变形发展十分重要。 
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A thermal-mechanical constitutive model for cement rock based on 
thermodynamics and its finite element application 
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(1. Department of Civil Engineering，Tsinghua University，Beijing 100084，China；2. School of Civil Engineering， 

Chongqing University，Chongqing 400045，China) 
 
Abstract：The plasticity and stress non-linearity of cement sheaths under thermal loadings have significant 
influence on the integrity logging of deep geothermal well systems. A thermal-mechanical elasto-viscoplastic 
model based on the thermodynamics is established with the density and the elastic strains coupled with the 
temperature and the dissipative equations coupled with the elastic strains. The model is able to simulate many 
important properties of cement stones in isothermal tests and the degradation of strength and stiffness with the 
rising of temperature in non-isothermal tests. A finite element code with transient heat conduction is developed 
based on the constitutive model. The code is then applied for the temperature and stress analysis of a CNPC 
geothermal well in Kenya. Results show that the thermal-induced mechanical stresses，especially at interfaces, are 
non-monotonic during the monotonic thermal loading. The consideration of energy dissipation is essential for the 
reasonable estimations of hysteresis and plastic deformations of cement stones. 
Key words：underground engineering；cement stone；thermal-mechanical coupling；thermodynamic constitutive 
model；deep geothermal well；finite element analysis     
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1  引  言 
 

在深层地热开采过程中，由套管、水泥环、围

岩组成的井下系统的封固性，对于地热井全生命周

期运行的稳定性和安全性十分重要[1]。随着井深的

增加，地温和蒸汽温度不断升高，最高可超过 200 
℃。于是高温就成为封固性问题的关键难点：一方

面，整个系统受套管内压和围岩外压的高压作用，

高温条件下，水泥环会随温度升高而产生强度衰减；

另一方面，套管、水泥环和围岩都有可能因为高温

产生的热应力而损坏、破裂。因此，研究固井材料

的热–力耦合性质，对于合理预测地热井封固性有

着至关重要的作用。 
之前针对油气井套管–水泥环–围岩系统的研

究多为单应力场分析[2-11]，而多场耦合研究则相对

较少，例如，赵新波等[12]应用弹性力学理论建立了

系统的热–力耦合稳态解析解，文良凡等[13]采用理

想弹塑性理论推导了水泥环热–力耦合的变形表达

式。目前还没有针对套管–水泥环–围岩系统的复杂

热–力耦合本构模型研究或瞬态传热有限元研究。 
以往，针对水泥石使用阶段性质的热–力耦合

模型研究很少。为构建热–力本构模型，应力场本

构方程的选取十分关键，采用理想弹性或理想弹塑

性模型具有较大的局限性。首先，水泥石的应力–

应变关系呈现较强的非线性特征，线弹性模型将低

估或高估(取决于弹性模量的取值)水泥石的变形。

其次，经典弹塑性模型规定，材料在卸载和达到后

继屈服面之前的重加载都是完全弹性的，这使其无

法合理模拟水泥石在应力循环加载时的刚度退化和

变形累积行为。S. Ghabezloo 等[14]的试验结果表明，

水泥石在循环应力作用下表现出明显的应力–应变

滞回关系和应变累积。目前已有学者应用较为细致

的本构模型对水泥石进行应力场分析，例如，张 研
和邵建富[15]引入剪切塑性破坏面和孔隙塑性屈服

面的双屈服面塑性损伤模型，模拟水泥石的脆性/
塑性特征；M. Thiercelin 等[16]采用临界状态土力学

模型，对水泥石的收缩变形进行预测分析，S. 
Ghabezloo 等[14]采用多孔介质力学理论，对水泥石

在排水和不排水三轴压缩路径下的变形和孔压进行

模拟预测，结果表明多孔介质理论对于水泥石材料

具有适用性。 
近年来，热力学理论在固体材料本构领域的应

用逐渐成为热点。Y. M. Jiang 和 M. Liu[17]基于非平

衡态热力学理论，引入在颗粒气体和颗粒流体领域

被广泛采用的“颗粒熵”概念和“弹性弛豫”耗散

机制，建立了适用于单相固体材料的流体动力学理

论(granular solid hydrodynamics，GSH)。GSH 理论

不采用传统弹塑性理论中的屈服函数、流动法则、

塑性势函数、加卸载条件等机制，而引入热力学理

论中的自由能函数和耗散方程，对材料的宏观能量

耗散过程进行统一描述，自然满足热力学守恒方程，

物理意义较为明确。 
以 GSH 理论为基础，张志超等[18-23]建立了一种

多孔介质的多场耦合本构理论框架(简称 TTS)，可

统一考虑材料的非线性变形、蠕变、刚度退化、循

环加载响应、强度各向异性和温度耦合效应等行为。

注意到热力学理论的普适性以及水泥石材料的多孔

介质属性[24]，该理论的诸多概念和方法都可以应用

于对水泥石本构模型的研究。基于这种理论考虑，

本文采用 TTS 理论框架，建立水泥石的热–力耦合

本构模型，进行相应的模型特性分析和点源模拟；

并基于本构模型开发瞬态传热平面有限元程序，对

中国石油集团肯尼亚地热井开采项目进行有限元模

拟，重点分析套管–水泥环界面和水泥环–围岩界

面在温度应力作用下的应力–应变行为。 
 
2  水泥石热–力耦合热力学本构模型 
 

目前，学术界就温度对岩土体的影响是弹性的、

弹塑性的还是黏弹塑性(率相关)的，依旧有很大争

议。温度会引起体胀，从而对本构模型弹性部分产

生影响，是比较公认的。而温度究竟会直接导致塑

性应变(热弹–热塑性，thermoelastic-thermoplastic)，
抑或是由温度应力通过弹性方程间接影响塑性应变

(热弹–塑性，thermoelastic-plastic)，还在广泛的学

术讨论中。基于 TTS 框架建立水泥石本构模型是一

个新的尝试。因此，本着科学、严谨的角度，本文

暂时仅考虑温度对本构弹性方程的直接影响。由于

TTS 中耗散能和弹性能具有耦合关系，温度也会对

耗散方程产生影响，但不是显式的(类似于弹塑性理

论中的热弹–塑性机制)，这将在下文公式中体现。 
根据 TTS 理论框架[18，20]，本文选取的热力学

状态变量为：干密度 dρ 、弹性应变张量 e
ijε 、温度T

和颗粒温度 gT 。热–力耦合的水泥石本构模型由超

弹性本构关系和耗散方程组成，其中耗散方程包括

反映耗散定量机制的颗粒熵增方程和反映弹性与耗

散的转化机制的弹性弛豫方程。具体方程如下。 
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2.1 超弹性本构关系 
根据热力学理论，在小应变的连续力学框架下，

自由能函数有 4 种定义方式[25]，即内能函数 u =  
( )iju s，ε ，赫尔姆霍茨自由能函数 ( )ijf f T= ，ε ，热

焓函数 ( )ijh h s= ，σ 和吉布斯自由能函数 ( ijg g= ，σ  
)T 。其中， ijε 和 ijσ 分别为应变和应力二阶张量，

二者为热力学共轭量；T 和 s 分别为温度和熵，二

者为热力学共轭量。4 种自由能函数形式可以通过

Legendre 变换进行转化。本文基于非线性弹性赫兹

接触理论[17，26]，采用赫尔姆霍茨自由能函数形式对

弹性势能函数进行定义，具体形式如下： 
e

e e 2 v
e v v Te e 2

v v

10.4 ( ) ( ) 1
( 1)( )

cB c Tθ εω ε ε β
ε θ ε

⎧ ⎫⎡ ⎤+⎪ ⎪= + + + Δ +⎨ ⎬⎢ ⎥+⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭
 

e e 2
v s( ) ( )B c θξ ε ε+                         (1) 

其中， 

0 1 dexp( )B B B ρ=                          

式中： e
vε 和 e e e

s ij ijε = e e 分别为弹性体积应变和偏弹

性应变张量第二不变量； e
ije 为偏弹性应变张量； 0B

和 1B 为刚度参数； c 为黏性参数；θ 为控制剪切模

量的围压相关性的参数；ξ 为反映材料弹性剪切性

质的参数； Tβ 为水泥石弹性体积热膨胀系数；

0T T TΔ = − ，为相对参考温度 0T 的温度变化量。显

然，等式右端第一项给出了热–弹耦合的定量关系，

并且可知密度、弹性应变和温度 3 个状态变量相互

耦合。 
在早期经典文献中，J. D. Goddard[26]认为，对

于特定条件下的非线性弹性赫兹接触，能量与应变

的 2.5 次方成正比(相当于式(1)中 0.5θ = )。Y. M. 
Jiang 和 M. Liu[17]沿用 J. D. Goddard[26]的研究思路，

建立了弹性势能函数的一般形式，并为使求导后的

有效应力表达式系数得到简化，在弹性势能函数等

式右端第一项加入 0.4 这一系数。本文所研究的水

泥石材料不在 J. D. Goddard[26]定义的“特定条件”

下，因此上述能量与应变的关系不再成立。但本文

遵循 GSH 理论框架，对系数 0.4 以及弹性势能函数

的一般形式进行保留，在其基础上给出了针对不同

材料的具体函数形式以及热–弹耦合方式。 
根据超弹性本构关系，有效应力可表示为 

e 1 e 2 ee
v v ve

e 2 e e
s T v

e 1 e
v v

( ) [0.4( 2)( ) 0.8

( ) ] 2 ( )

0.4 ( ) [( 2) 2 ]

ij
ij

ij ij ij

B c c

K T B c

K B c c

θ

θ

θ

ω
π ε θ ε ε

θξ ε β ξ ε

ε θ ε

−

−

∂ ⎫= = + + + +⎪∂ ⎪⎪
⎬+ Δ + + ⎪
⎪

= + + + ⎪⎭

e

ε

δ δ
 

        (2) 

可见，只要 0θ＞ ，有效应力与弹性应变的关系

即具有非线性；当 0θ = ，有效应力表达式退化为线

性。陈志辉等[19，22]研究表明，有效应力表达式的非

线性是 TTS 模型的重要属性，为模型模拟诸多材料

属性和应力路径的能力提供了帮助。由于参数 c 的

存在，式(2)具有一定的三轴抗拉性能[19]，符合实际

水泥石性质。 
2.2 考虑能量耗散的三轴条件下的本构方程形式 

相比于经典弹塑性模型，TTS 理论不采用屈服

面和流动法则等假定，而采用热力学中的颗粒温度

和弹性弛豫等物理机制对能量耗散进行统一描述。

关于这一部分的理论解释可参考张志超等[18-23]的研

究。这里，为下文的点源模拟，给出考虑能量耗散

的三轴条件下完整本构方程形式。 
(1) 质量连续方程： 

d d v
d d 0
d dt t

ρ ρ ε− =             (3) 

式中： v 1 32ε ε ε= + ，为总体积应变。 
(2) 有效应力方程： 

e e 1 e 2
v T v s

e e
1 3 d

/ 3 ( ) ( ) ( )

6 ( )

kk

kk

p K T B c

q B c

θ

θ

ε β θ ξ ε ε

σ σ ξ ε ε

−′ ⎫≡ π = + Δ + + ⎪
⎬

≡ − = + ⎪⎭
(4) 

其中， 
e e e
v 1 32ε ε ε= + ， e 1/2 e e

d 1 3(2 / 3) ( )ε ε ε= −  

(3) 耗散定量机制——颗粒熵增方程： 
2 2

4
g 2 3 v 2 d g

d

d d d
d d d

mT m m m T
t t t

ε ε
ρ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

   (5) 

式中： gT 为颗粒温度，是能量耗散剧烈程度的量化

表征； 1/2
d 1 3(2 / 3) ( )ε ε ε= − ； 2m ， 3m 和 4m 均为迁

移系数。 
(4) 弹性与耗散的转换机制——弹性弛豫方程： 

e 0.5 e
v v 1 g v

e 0.5 e
d d g d

d d 3 ( )
d d
d d ( )
d d

m T
t t

T
t t

ε ε ε

ε ε ε

⎫= − ⎪⎪
⎬
⎪= −
⎪⎭

        (6) 

式中： 1m 为迁移系数。实际上 2 个等式右端的第二

项分别代表能量耗散导致的不可恢复体积应变率和

不可恢复剪切应变率。 
由三轴条件下的模型方程可以看出，温度作为

状态变量仅显式存在于有效应力方程中，且仅显式

作用于平均有效应力。式(5)所代表的能量耗散公式

中没有显式的温度存在。但注意到式(6)中不可恢复

应变率是弹性应变的函数，而温度能够直接影响弹
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性应变的发展，因此温度应力的改变能够间接影响

不可恢复变形的发展以及能量的耗散速率。 
综上，热力学模型对于弹性应变与有效应力、

弹性应变与不可恢复应变的关系设定，类似于基于

弹塑性理论的经典岩土体热–力耦合模型(例如

ACMEG-T[27])，不同之处在于：(1) 热力学模型的

非线性弹性表达较为复杂，能够反映的材料性质也

更广泛；(2) 由于温度对不可恢复变形的直接影响

尚待证实，因此热–力学模型实际上是采用“热弹–

塑性”假定，不考虑类似弹塑性模型里针对热塑性

进行的温度相关的屈服面修正[27]；(3) 由于热力学

模型的耗散方程对材料本质有很好的描述，选取的

迁移系数物理意义也较为明确，因此不需要额外的

诸如针对应力路径的特殊修正。 
 
3  热力学本构模型的点源分析与验证 
 

为验证模型的可靠性，本节将对水泥石的常规

等温三轴剪切，以及砂岩的不排水非等温压缩进行

模拟。所用参数的标定方法已在张志超等[18-21]中有

详细介绍，此处不再赘述。点源模拟采用的参数以

及其主要影响的模型性质如表 1 所示，其中 d0ρ 为模

拟设置的初始干密度。需要说明的是，水泥石和砂

岩的 0B 取值相差较大，而 1B 取值相差较小，这是因

为标定过程中有效应力对 0B 的敏感性远低于 1B ，具

体可参考式(1)中 0B 与 1B 的数学关系。 
 

表 1  本构模型参数定义及模拟取值 
Table 1  Definition of parameters of the constitutive model and  

their values for simulation 

参数 单位 主要影响性质 水泥石模 
拟取值 

砂岩模 
拟取值 

0B  Pa 弹性模量 35.57 2 000 

1B  m3/kg 弹性模量 0.013 5 0.015 

θ   – 弹性模量 1.5 1.5 

c – 黏聚力 0.004 34 0.015 

ξ   – 剪胀性 0.366 0.83 

1m  – 弹性弛豫 1.283 10 

2m  kg/m3/min 颗粒熵增 4.2×105 1 

3m  – 颗粒熵增 0.5 50 

4m  kg/m3/min 双熵转化 5 000 100 

Tβ   – 体膨胀性 5×10－6 2.8×10－5 

d0ρ   kg/m3 初始干密度 2 116 2 350 

 
为校核模型应力场方程，笔者进行了水泥石常

规等温三轴试验。试验采用 5 和 10 MPa 两种围压，

过程中控制加、卸载速率为 200 N/s，进行了多组试

验，试验控制温度恒定为 20 ℃。编制本构模型的

点源程序与较为理想的一组试验进行对比，结果如

图 1 所示。模型较好地模拟了水泥石在不同围压作

用下的应力–应变发展规律。2 种围压下，水泥石

均在达到峰值强度后迅速发生软化。高围压对应的

峰值强度和残余强度均高于低围压情况。模型之所

以能够反映围压相关的应力–应变性质，是因为本

构关系中考虑了密度的影响。在固结过程结束时，

高围压所对应的密度和弹性体积应变均较大，因此

在后续加载中，初始刚度以及峰值应力均高于低围

压情况下的。根据模拟出的密度变化发现，水泥石

在峰值应力前表现出明显的剪胀性，而在峰值应力

后则表现出明显的剪缩性。可见，模型具备模拟水

泥石在不同围压作用下的硬化、软化以及加卸载的

能力。图 1 中模拟结果与试验结果在刚度、峰值强

度和残余强度上存在一定的偏差，可能是由标定试验

的精确性以及常规三轴试验曲线的随机性造成的。 
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图 1  水泥石常规三轴试验模拟 

Fig.1  Simulation of conventional triaxial compression tests on 
cement rocks 
 

在图 1 应力场模拟结果基础上，进一步对水泥

石本构模型的非等温性质进行探究。采用与图 1 相

同的参数取值，模拟中水泥石首先等向固结至围压

10 MPa，之后保持围压不变，以 0.1 ℃/min 进行排

水升温，直至温度升至 100 ℃时，控制温度不变，

进行排水剪切。相同围压条件下，水泥石在 100 ℃
和 20 ℃时的排水剪切应力–应变关系对比如图 2
所示。在高温条件下，水泥石出现明显的刚度衰减

和强度衰减，这与实际的情况相一致[28]。在排水升

温过程中，由于有效应力不变以及耗散过程(式(5)，
(6))的加剧，导致模型的状态变量中密度和弹性体积

应变都相应减小。因此 100 ℃时排水剪切的初始密

度和初始弹性势能要远低于 20 ℃时排水剪切的初 
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图 2  水泥石在不同温度下的常规三轴实验模拟 

Fig.2  Simulation of conventional triaxial compression tests on  
cement rocks under different temperatures 
 

始值。这就解释了模型为什么能够模拟水泥石升温

过后的刚度衰减和强度衰减。并且由于初始密度的

差异，图 2 中 20 ℃排水剪切时先剪胀再剪缩，而

100 ℃排水剪切时只发生剪缩。 
目前针对水泥石非等温加载的试验相对较少，

而岩石的非等温试验数据则相对更容易获得。因此

为验证模型的热–力耦合性质，对砂岩的不排水升

温试验[29]进行了模拟，结果如图 3 所示。试验[29]

设定初始温度为 20 ℃，首先将砂岩在等温条件下

等向固结至围压为 10 MPa，然后保持围压不变，按

0.2 ℃/min 的速率不排水升温至 70 ℃，在此期间

测试砂岩内部孔压变化以及体积应变变化。为进行

孔压模拟，需在上述方程外添加孔压方程，其形式

为 

T e eT
w T s 1 g v

w T T

1 ( ) 3 ( )
1 /

aGu T m T
c K K

ϕ β β ε ε
ϕ

⎡ ⎤
= − − +⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

 

(7) 
式中：u 为孔压变化率，ϕ 为孔隙率， wc 为等向应

力条件下水的压缩系数， T
wβ 为水的切线体积热膨 
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(a) 孔压与温度增量关系 
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(b) 体积应变与温度增量关系 

图 3  砂岩不排水升温实验模拟 
Fig.3  Undrained heating test of sandstone 

 
胀系数， TK 和 TG 为切线体积弹性模量和切线剪切

弹性模量， e
1 g v3 ( )am T ε 为式(6)中的不可恢复体积应

变率。 
式(7)具体的推导过程如下： 
当存在温度、孔压和平均有效应力的改变，饱

和多孔介质材料的固相和液相体积变化率分别为 
T

s s s s s s s

T
w w w w w

V V T V c u V c p

V V T V c u

β

β

′ ′⎫= − + + ⎪
⎬

= − + ⎪⎭
        (8) 

式中：u ， p′分别为孔压和平均有效应力； sV ， wV
分别为固相和液相的体积； sc 和 wc 分别为固相和液

相在静水压力作用下的压缩系数； sc′为固相在集中

力作用下的压缩系数； T
sβ 和 T

wβ 分别为固相和液相

的切线体积热膨胀系数，满足： 

T    ( s w)T
T

α
α α

ββ β α∂
= Δ + =

∂
，       (9) 

式中： ( s w)αβ α = ， 为材料本征热膨胀系数，并且

s Tβ β= 。 
在不排水条件下，固相和液相的体积变化之和

应等于骨架的总体积变化。因此，结合式(4)和(6)，
忽略固相体积膨胀系数随温度的改变，并考虑到

e
e v/p ω ε′ = ∂ ∂ ，可得 

e eT
s w s T 1 g v

T T

2 2
e e

T de e e
v v v d

2
e

T e e
v s

3 ( )ap GV V V T m T
K K

K

G

ε β ε

ω ω ρ
ε ε ε ρ

ω
ε ε

⎫⎛ ⎞′
+ = − − + ⎪⎜ ⎟

⎝ ⎠⎪
⎪

∂ ∂ ⎪= + ⎬∂ ∂ ∂ ∂ ⎪
⎪

∂ ⎪= ⎪∂ ∂ ⎭

 (10) 

式中：V 为骨架总体积。式(10)中上式等号右边前

三项分别表示平均有效应力、偏弹性应变和温度引

起的可恢复体积变形，最后一项表示不可恢复体积

变形。结合式(8)～(10)，并采用通常的假定 s sc c′= ，



• 72 •                                        岩石力学与工程学报                                       2018年 

 

孔压变化率计算公式即为式(7)。 
参考 J. K. Mitchell 和 K. Soga[30]给出的经典孔

压方程： 
T T
w s st

v

[ ( ) ]T T
u

m
ϕ β β β− +

=          (11) 

式中： T
sβ 为固相的切线体积热膨胀系数， stβ 为考

虑温度升高导致土体塑性重分布的影响系数， vm 为

压缩系数。相比经典孔压方程，式(7)通过 e
1 g v3 ( )am T ε

项显式表示了能量耗散对孔压的影响(即 stβ )，并增

加了剪应变率对孔压的影响。 
根据 S. Ghabezllo 和 J. Sulem[29]，模拟采用的参

数取值为 16%ϕ = ， 10
w 4.4 10c −= × ， T

wβ 随温度变化

的拟合方程为 
T 6 5 8 2
w 6.1481 10 1.120 4 10 2.943 9 10T Tβ − − −= − × + × − ×  

(12) 
如图 3(a)所示，模型能够很好地模拟孔压在上

升阶段的非线性特征。这主要是由于模型对砂岩的

压缩性(与弹性应变、密度、温度相关)、水的体积

热膨胀系数(与温度相关)以及对孔压公式中耗散定

量机制的考虑。S. Ghabezllo 和 J. Sulem[29]介绍，由

于试验初始阶段应变计发生故障，20 ℃～40 ℃阶

段的体积应变没有测量。因此，在图 3(b)中，试验

的体积应变从 40 ℃开始。模型也能够较好地模拟

体积应变的发展趋势。 
由以上点源模拟可知，基于 TTS 框架的热力学

本构模型，能够一定程度上模拟水泥石和砂岩等多

孔介质材料的应力场性质和热–力耦合性质。在下

文中将应用模型编制瞬态传热平面有限元程序，对

深层地热井的套管–水泥环–围岩系统进行热–力

耦合分析。需要指出的是，当前版本模型是将 TTS
框架应用于水泥石材料的初次尝试，其方程形式并

不是完善的。例如，模型无法模拟水泥石在排水试

验有效应力不变的情况下，体积模量随围压升高(或
者说孔压升高)而下降的特殊性质[14]。为解决这一问

题，需要在弹性势能函数(式(1))中添加孔压相关的

参数或状态变量，这将在以后的研究中进行具体讨

论。由于下文的有限元模拟为完全排水状态，因此

不存在此类问题。 
 
4  套管–水泥环–围岩系统有限元

模拟 
 

针对中石油肯尼亚地热井开采项目的套管–水

泥环–围岩系统，基于 Matlab 开发瞬态传热平面有

限元程序，对地热井的 1/4 横断面进行模拟，计算

简图如图 4 所示。地热井由套管和水泥环组成，外

部为围岩。所关心的截面为地热井 1 200 m 深度处。

相关资料显示，该深度处的套管内压为 14.2 MPa，
围岩外压为 12 MPa，系统内部各尺寸：r1 = 110.26 
mm，r2 = 122.25 mm，r3 = 182.56 mm，r4 = 540 mm。

套管、水泥环和围岩的初始温度为 50 ℃。测试显

示，正常工况下，在该深度处，管内温度可达到 200 
℃左右。因此，本研究模拟温度边界(套管内边界)
在 4 d 时间内从 50 ℃线性上升到 200 ℃时系统的

整体受力情况。M. Torsater 等[11，31]提出，对于地热

井系统，应力集中会出现在各材料界面处，引发破

坏或分离。这一论述在此次模拟结果中得到了证实。

因此，本文重点给出界面一(套管与水泥环界面)与界

面二(水泥环与围岩界面)在升温过程中的应力–应变

发展。 
 

围岩

x

y

水泥环

套管

温度
内压

外压

r1
r2

r3

r4  
图 4  套管–水泥环–围岩系统有限元计算简图 

Fig.4  Domain and boundary conditions for finite element  
analysis on the system of steel casing-cement sheath- 
surrounding rock  
 

套管和围岩采用线弹性材料假定，对其受热的

力学行为采用热弹性假定。设 0θ = ，并且不考虑耗

散方程，可以将热力学模型退化为线弹性模型。具

体地，弹性参数 0B 和ξ 与弹性模量和泊松比的显式

关系如下： 

0

0

5
12 (1 2 )

2 (1 )

EB

E
B

ν

ξ
ν

⎫= ⎪− ⎪
⎬
⎪=
⎪+ ⎭

             (13) 

式中： E 为弹性模量，ν 为泊松比。 
套管弹性模量为 206 GPa，泊松比为 0.3；围岩

弹性模量为 20 GPa，泊松比为 0.24。因此，套管和

围岩对应的模型参数如表 2 所示。 
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表 2  有限元模拟材料参数取值 
Table 2  Parameters for the materials in finite element analysis 

材料 0B /Pa 1B /(m3
·kg－1) θ  c ξ 1m 2m /(kg·m－3

·min－1) 3m 4m /(kg·m－3
·min－1) Tβ  

套管 2.1×1011 0 0.0 0.020 0 0.369 0 0 0 0 5×10－6

围岩 1.6×1010 0 0.0 0.020 0 0.503 0 0 0 0 5×10－6

水泥石–标准 35.576 0.013 5 1.5 0.003 5 1.830 0.279 2.6×106 0.5 5 000 5×10－6

水泥石–RS 35.576 0.013 5 1.5 0.003 5 0.430 0.279 2.6×106 0.5 5 000 5×10－6

水泥石–NLE 35.576 0.013 5 1.5 0.003 5 0.430 0 0 0 0 5×10－6

水泥石–LE 35.576 0 0.0 0.003 5 0.430 0 0 0 0 5×10－6

 
水泥石为此次模拟重点分析材料。水泥石会因

长期高温产生强度衰退，由上文的点源模拟可知，

模型具备模拟这一特性的能力。采用的水泥石在 50 
℃时的单轴抗压强度为 41 MPa，而在 200 ℃时的

单轴抗压强度下降至 5 MPa 左右。根据资料提供的

试验数据进行标定，水泥石(命名为“水泥石–标

准”)的参数取值如表 2 所示。为进行对照分析，另

取 3 组水泥石参数并分别进行有限元模拟。第一组

在“水泥石–标准”参数基础上进行强度折减，取

单轴抗压强度为 5 MPa，命名为“水泥石–RS”；
第二组在“水泥石–RS”参数基础上，忽略能量耗

散，仅考虑应力场的非线性弹性部分，命名为“水

泥石–NLE”；第三组同样不考虑能量耗散，将应力

场退化为线弹性，命名为“水泥石–LE”。各组参

数对应的单轴应力–单轴应变曲线如图 5 所示。 
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图 5  各水泥石模型对应的单轴应力–应变曲线 

Fig.5  Axial stress-strain curves for different cement rock  
models under uniaxial compression 

 
在证明了不影响宏观应力发展规律的前提下，

为简便起见，套管、水泥环和围岩的初始干密度均

设为 2 116 kg/m3，且温度相关参数取相同数值，设

体膨胀系数为 5×10－6，比热容为 4 200 J/kg/℃，热

传导系数为 191 W/m/K。施加温度荷载后，地热井

沿径向的温度分布如图 6 所示。由于采用瞬时加载，

考虑了温度扩散的时间效应，故温度从地热井中心

沿径向向外围非线性递减。当套管内壁达到 200 ℃
时，围岩外边界温度达到 145 ℃。 
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图 6  地热井沿径向的温度分布 

Fig.6  Radial temperature distribution of geothermal well 

 
图 7 和 8 分别为界面一与界面二的径向应力和

环向应力随时间的变化曲线。当水泥石模型采用“水

泥石–标准”、“水泥石–RS”或“水泥石–NLE”
时，随着温度的单调升高，径向应力和环向应力的

发展却表现出非单调性。对这一现象的合理解释如

下： 
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图 7  2 个界面的径向应力随时间变化 

Fig.7  Radial stress variations with time for two interfaces 
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图 8  2 个界面的环向应力随时间变化 

Fig.8  Hoop stress variations with time for two interfaces 
 

初始状态，在内部和外部围压作用下，水泥石

处于双向压缩状态，径向和环向应变均为正。而随

着温度的升高，水泥石发生体积膨胀，径向和环向

应变从正逐渐变为负，这在应变云图中有清晰的体

现。在这一升温过程中，模型主要有 3 个状态变量

影响应力的发展——弹性应变和密度的减小使应力减

小，而温度的上升使应力增大(见式(2))。在升温初

段，由于边界的约束作用，弹性应变和密度变化产

生的影响弱于温度升高的影响，因此径向和环向应

力均逐渐增大。而在升温后段，总应变逐渐转变为

负，弹性应变和密度减小产生的影响强于温度升高

的影响，因此径向和环向应力均逐渐减小。 
“水泥石–标准”、“水泥石–RS”或“水泥石–

NLE”模型之所以能够反映应力发展的非单调性，

是因为 3 种模型的本构方程中，弹性部分具有非线

性这一共同特征，有效应力公式中的弹性体积模量

等重要参数能够合理表现弹性应变、密度与温度的

相对发展关系。相比之下，“水泥石–LE”由于是

线弹性的，无法反映应力的非单调性。并且观察图 7
可以发现，前 3 种模型计算的径向应力在界面一处

均大于界面二处，而线弹性模型则正好相反，且界

面一与界面二的应力幅值差距显著。 
黄祥峰等[6-7]研究表明，水泥环的刚度会影响套

管–水泥环–围岩系统内部的应力分布。由图 5 可

知，“水泥石–标准”和“水泥石–LE”在单轴加

载时刚度几乎相同；“水泥石–RS”和“水泥石–

NLE”虽与“水泥石–标准”刚度差别明显，但三

者在图 7，8 中的规律相似。因此这里 4 种模型径向

和环向应力发展规律的差异并不是刚度差别造成

的，而的确是由线弹性与非线性弹性的区别造成的。

这一结论对于工程的数值分析方法研究有重要意

义，反映出如果采用线弹性模型进行模拟，会显著

高估或低估实际的应力水平，且可能错误估计最不

利荷载的作用区域，给工程设计带来一定的风险。 
定义径向应变与环向应变之差为偏应变，径向

应力与环向应力之差为偏应力，进而可得到偏应力

与偏应变的发展关系，如图 9 所示。之所以没有在

图中给出“水泥石–LE”的结果，是因为线弹性模

型显著高估或低估了偏应力的发展。 
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图 9  2 个界面的偏应力随偏应变变化 
Fig.9  Deviatoric stress variations with deviatoric strains for  

two interfaces 
 

由图 9 可知，“水泥石–标准”和“水泥石–

RS”的偏应力发展具有非单调性，为先减小再增大，

而“水泥石–NLE”的偏应力则单调增加。这表明，

考虑能量耗散(或者说塑性)对于偏应力的准确模拟

很重要。相比之下，非线性弹性模型对偏应力发展

的预测则不够准确。另外，虽然“水泥石–标准”

和“水泥石–RS”的偏应力均没有达到抗剪强度，

但采用相对高强度的水泥石不会产生偏应力的滞回

环，而采用相对低强度水泥石则会产生明显的滞回

环。滞回环关乎材料内部塑性的累积和微裂缝的开

展，以及界面处材料之间的贴合关系，对系统的封

固性有重要影响。因此，此次项目采用的水泥石能

够达到强度要求，在升温过程中不存在明显塑性积

累。但一旦在运行过程中经历温度循环等因素的影

响导致强度衰减，则有可能引发开裂，须注意防范。 
 
5  结  论 
 

本文基于热力学理论框架，初步构建了适用于

水泥石等多孔介质固体材料的黏弹塑性热–力耦合

本构模型。首先对模型的弹性势能函数和耗散方程

进行了介绍；之后应用点源程序对水泥石和砂岩的

等温、非等温三轴试验进行模拟；最后基于 Matlab
平台编制瞬态传热平面有限元程序，对中石油肯尼

亚深层地热井项目的套管–水泥环–围岩系统受温
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度荷载的影响进行分析。主要结论如下： 
(1) 因为合理考虑了密度、弹性应变与温度之

间的耦合关系，以及弹性应变与能量耗散之间的耦

合关系，模型能够较好模拟水泥石在等温试验中因

围压不同导致的强度差异，以及在非等温试验中因

升温导致的强度和刚度衰减。结合本文提出的考虑

耗散影响的孔压公式，模型能够较好模拟砂岩在三

轴不排水升温试验中的孔压和体积应变发展。 
(2) 由于应力非线性性质的影响，模型的有限

元模拟能够反映套管–水泥环–围岩系统中界面处

温度应力随单调温升而表现出的非单调性。采用线

弹性模型会明显高估或低估系统中应力的发展，且

可能错误估计最不利荷载的作用区域。 
(3) 模型的耗散方程能够较好地模拟套管–水

泥环–围岩系统中界面处偏应力在升温过程中的非

单调性以及滞回特性。项目采用的水泥石性能上能

够满足地热井在一次升温过程中的封固性要求，但

须谨防温度循环引发的水泥石强度衰减。 
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