
第七章  不可压缩流体动力学基础

本章讨论三元流动，主要内容是有关流体运动的基本概念和基本原理，

以及不可压缩流体流动的基本方程。

积分形式的基本方程用于解决控制面上的流动参数问题。

微分方程可用于解决流 动参数在流场中的分布问题。
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§7-1  流体微团运动的分析
一、运动形式

1、流体微团：指体积微小，随流体一起运动的一团流体物质。与流体质点不

同，虽体积微小，但包含无数个流体质点。各质点间存在着相对位置的变化。

2、基本运动形式

二、运动分析

       以二元流动的情况为例，研究几种

       基本运动形式的速度表达式。

        如图，方形流动微团
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各侧边中点A、B、C、D的流速分量分别为

1、平移运动速度



2、线变形速度
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X方向线变形速度
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A、C两点速度差值： 差值为正，发生伸长变形。
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3、旋转角速度

     逆时针为正

      对角线EMF的旋转角速度定义为

     整个流体微团在oxy平面上的旋转角速度。

方向：右手定则
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4、角变形速度

z
直角边AMC（或BMD）与对角线EMF的夹角的变形速度定义

为流体微团的角变形速度，记为        ，表示在xoy平面上的角变形速度。

三元流动：

 的下标表示发生角变形的所在平面的法线方向。



三、亥姆霍兹速度分解定理  （了解）

设流体微团内某点M0(x,y,z),速度为         、         、         ，

则邻边M0的另一点M (x+dx,y+dy,z+dz)的速度为 

展开           …….，变换整理得
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 涡量场
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§7-2 有旋流动

0 zyx 

x y z

无旋流动：                                   （详见第8章）

有旋流动  ：        、       、         至少有一个不等于零。  

 涡量： 涡线，涡线方程，涡量连续性方程

 涡通量：斯托克斯方程，汤姆逊定理

1、涡量
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 ：哈米尔顿算子，矢性微分算子
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3、涡线， 涡线方程

     涡线：表示某一瞬时流体质点旋转角速度向量方向的曲线。

2、涡量连续性微分方程



二、涡通量

        

涡量在     投影为       ，则                为涡通量。n n dA
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对有旋转流动，在同一瞬间，通过同一涡管的各截面的涡通量相等。
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2、涡通量的计算

    （1）速度环量：流速沿封闭曲线s的积分。s正向为逆时针方向。

斯托克斯公式：



As J

0

dt
d

n


      s为流场中任意封闭曲线

       A是S所围成的曲面

           是曲面A的外法线单位向量。

结论：沿任意封闭曲线S的速度环量等于通过以该曲线
为边界的曲面A的涡通量。

斯托克斯定理

（2）汤姆逊定理 （了解）
     在理想流体的涡量场中，如果质量力具有单值的势函数，那么沿

由流体质点所组成的封闭曲线的速度环量不随时间而变。即：



推论：质量力具有单值势函数的理想流体的流动，如果在某一

时刻是有旋流，那么此前、此后也是有旋流。如果为无旋流，

那么此前、此后也是无旋流。

自学：P186例[7-2]
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§7-3  不可压缩流体连续性微分方程

净流体体积=流出－流入

2、分析推导：微元分析法
    
依据质量守恒定律，取微小平行六面体，中心M（x,y,z)， ux、uy、uz，

    x方向，dt时间
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 （柱面坐标形式）

1、方程：



同理y方向： dxdydzdt
y
u y 




z方向： dxdydzdt
z
u z 



根据不可压缩连续性条件，dt时间内，x、y、z方向

   流出-流入=0

0

0)(





























z
u

y
u

x
u

dxdydzdt
z
u

y
u

x
u

zyx

zyx



0












z
u

r
u

r
u

r
u zrr


























cossin
sincos

sincos

uuu
uuu

zzryrx

ry

rx 













 cossin

sincos

yx

yxr

uuu

uuu

柱面坐标系：

柱面坐标与直角坐标换算关系：ｐ193 图7-7

3、应用

（1）方程对恒定流、非恒流都适用，是判断流动连续性的条件。

（2）是以后运动微分方程求解的一个条件。



例1：p190[7-6]
例2：判断下列流场是否满足不可压缩流体的连续性方程

（1）

 （2）

解：
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（3）此式给出了流体通过某固定点时，流体的三个速度分量之间的关系。

表明对不可压缩流体，单位时间内流入与流出某空间点的流体体积之差为

零，即体积（质量）守恒。
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§7-4  粘性流体的运动微分方程

 ——纳维—斯托克斯方程

一、粘性流体的内应力

粘性流体运动时，所受表面应力包括法向应力和切应力。

流场内任一点的应力可表示为



二、以应力表示的运动微分方程（根据牛顿第二定律）
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（7-4-1）

讨论：加上连续性方程，4个方程，12个未知量，无法求解。

需找其它关系式，这些其它关系即是应力与变形速度的关系。
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1、切应力与角变形速度的关系

因此三元流动的牛顿内摩擦定律可以写成如下形式：

由牛顿内摩擦定律：

xoy平面上:

三、应力与变形速度的关系
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式（7-5-1）

式（7-5-1） 即广义牛顿摩擦定律，使式（7-4-1）中的12个未知数消去6个。

2、法向应力和线变形速度的关系

      在流体微团的法线方向上的线变形速度，使法向应力（压应力）的大

小与理想流体相比有所改变，产生附加压应力。

可以证明，对于不可压缩流体，附加法应力与线变形速度的关系:
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（1） (7-5-3)

（2）平均压应力

定义点压强：

(7-5-4)



式中，        、         、       表示法向应力，

                  表示压强，       

            表示理想流体压强。
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代入（7-5-4）
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（7-5-6）
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a）对于理想流体

b）不可压缩流体

c ） 对于均匀流                                                      
流速沿流线是常数

d ）对于粘性流体方程

              、     、       三个未知数变为一个    ，原则上方程已可求解
了。

             

xxp yyp zzp p

（7-5-6）式讨论：

tpp 



四、 N-S方程

把（7-5-1）式和（7-5-6）式代入（7-4-1）式，消去应力

对不可压缩流体有                                        代入得

展开

                当地加速度            位移加速度
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（7-6-1）
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（7-6-3）

1、N-S方程

柱坐标系：P197[7-6-4]式



2、讨论：

（1）与连续性方程联立，4个未知数、4个方程，原则上可求解速
度分量和压强。

     N-S方程是不可压缩流体最普遍的运动微分方程。

（2）二阶非线性非齐次的偏微分方程组，难以求出精确解。只对
一些较简单的情况求出精确解。大多数问题是借助计算机技术求
出近似解。

      P198例[7-7]      自学



例：已知流速场

          试求t=0.5时空间点（2,5,3）处的流体质点的加速度。

    解：
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§7-5      理想流体运动微分方程及其积分
分析N-S方程

1、理想流体

（7-7-1）

2、静止时 得流体平衡微分方程（2-7-1a）



3、变换（7-7-1）式，在方程中第一式的加速度项加                                 之后，
整理得：

    同理变换第二式、第三式，得：

                                                                                    
                                                                                     （7-7-2）

恒定流：                                  ，并设质量力有势函数W，则
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  分别乘以dx、dy、dz，相加得

若                 ，                                   ，则

                                           ，理想恒定流能量方程。
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所以                                  是导出理想恒定流能量方程的条件。

行列式等于零，则任一行全等于零或任两行成比例。

讨论：

（1）                                   流体静止。

（2）                                   流线方程

同一条流线上        

（3）                                     无旋流

              无旋流空间各点，处处满足能量方程。

（4）                                涡线方程     涡线上满足理想流体能量方程。
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（5）                                       螺旋流动 （涡线与流线相重合）

螺旋流动中，全部流动均满足理想流体能量方程。
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§7-6      流体运动的初始条件和边界条件

解二阶偏微分方程，需确定方程的定解条件（初始条件和边界条件）。

目前，计算流体力学已广泛应用于解决工程中的流动问题，如何正确
合理给出初始条件和边界条件尤为重要。具体条件依赖于具体的流动。

以粘性不可压缩流体流动为例

1、初始条件

   zyxutzyxuu xxx ,,,,, 00 

若恒定流动，不必给出。

2、边界条件

边界包括固体壁面，两种流体介质的分界面，管道的出入口等。



（1）固体壁面静止

0),,( fzyx uuu 固壁无滑移条件

（2）不同液体的分界面 ， 两侧液体的速度、压强保持连续 ，即

2121 , ffff ppvv 

（3）自由液面

0,0  pp

（4）进出口

考虑进出口速度分布和压强分布。

结论：合理的给出流动问题的初始条件和边界条件，对于确定简捷的
计算方法和获得准确的解是至关重要的。

       实际工程作研究时，结合实际，反复验证，建立符合实际的流动
模型。



§7-7    不可压缩粘性流体紊流运动的基本方程及封闭条件

                                             （了解）



                                           第7章小结

1、基本概念

1〉流体微团的运动形式及速度表达式；

2〉有旋、无旋流动；判断条件

3〉不可压缩流体连续性微分方程。

2、有旋流动

1〉涡量连续性方程；

2〉涡线方程；

3〉斯托克斯定理，汤姆逊定理。

3、N-S方程

1>含义

2〉简化方程。

4、流动的初边界条件



习题7-9   p208  N-S方程应用
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单宽流量

）

自由液面切应力

边界条件：


