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一种新型裂尖加强函数的显式动态扩展有限元法 

刘学聪，章  青，夏晓舟 
(河海大学工程力学系，南京 211100) 

摘  要：基于扩展有限元方法提出了一种新的裂尖加强函数，与传统三角函数基表征的加强函数相比，该裂尖

加强函数通过组合传统的函数基，继承了传统附加函数的特性，同时使得结点的奇异附加自由度减少为 2 个，

减少了总体劲度矩阵的规模，提高了计算效率。通过集中质量矩阵考虑结构的惯性效应，使用显式时间积分方

法计算了含裂纹结构的瞬间受载问题，并应用相互作用积分得到裂尖端点处的动态应力强度因子。通过相关算

例的对比分析，验证了所提出的裂尖加强函数的有效性，同时表明采用显式时间积分方法进行结构动态响应分

析的可行性及准确性。 
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A NEW ENRICHMENT FUNCTION OF CRACK TIP IN XFEM DYNAMICS 
BY EXPLICIT TIME ALGORITHM 

LIU Xue-cong , ZHANG Qing , XIA Xiao-zhou 

(Department of Engineering Mechanics, Hohai University, Nanjing 211100, China) 

Abstract:  A new enrichment scheme of crack tip is proposed in the framework of extended finite element 

method. In the new enrichment scheme, the characteristic of enriched functions are preserved by combining the 

traditional function basis, and only two additional degrees of freedom are added at each node of the crack tip 

element to improve the computational efficiency and reduce the matrix size. The inertia effect is considered by 

using the lumped mass matrix, and explicit time algorithm is adopted to research the problem of stable crack with 

dynamic loading. The values of dynamic stress intensity factors are computed by the interaction integral approach. 

The numerical results show that the new enrichment scheme is effective, and the feasibility and accuracy of 

simulating the dynamic response of the structure by explicit time algorithm is verified. 

Key words:  extended finite element method; dynamic stress intensity factor; explicit time algorithm; dynamic 

loading; enrichment of crack tip 

 

固体材料和结构的破坏问题具有广泛的应用

背景，也是学术界长期关注的重要课题。使用传

统有限元方法模拟材料和结构的断裂过程，需要

频繁地重构网格，花费大量计算用时，且计算结

果也依赖网格质量。扩展有限元方法 (Extended 

Finite Element Method, XFEM)在计算断裂力学问题

时，采用附加含不连续特性的形函数基表征计算

域内的间断，以单位分解法为基础，将区域划分

成两部分：不含裂纹区域以及使用附加函数近似

的 裂 纹 区 域 ， 引 入 Heaviside 阶 跃 函 数 和

Westergaard 渐进场函数表征裂纹贯穿单元的不连

续特性及裂尖附近应力的奇异性[1―2]，不需重构网

格，可以较好地追踪裂纹的扩展过程。目前，

XFEM 已经广泛应用于各种不连续断裂问题。 
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在结构的动态断裂问题方面， Belytschko   

等[3―4]提出了一种特殊的裂尖单元模型，裂尖单元

中的裂纹呈线性张开，并采用显-隐式混合时间积

分方法研究了弹性裂纹的动态扩展问题。Réthoré

等[5―6]基于能量守恒提出了时空扩展有限元，进行

了裂纹动态扩展分析。Menouillard 等[7―8]使用显式

时间积分方法，采用集中质量矩阵代替一致质量

矩阵参与计算，分别计算了动载下稳定裂纹和裂

纹扩展时的应力强度因子。上述研究都是基于经

典的裂尖加强函数，含有较多的自由度，组装成

的整体矩阵规模大，增加了计算消耗。Kumar 等[9]

提出一种 Heaviside 函数与斜坡函数的组合形式研

究裂纹的动态响应问题，斜坡函数中包含裂纹长

度和角度等信息，可以准确定位裂尖的位置，但

由于采用 Newmark 隐式积分格式，需要求解整体

方程组，计算量较大。国内学者中，Xu 等[10]模拟

了动态裂纹的分支问题。Liu 等[11]结合 XFEM 和

谱单元法模拟了裂纹动态发展。张社荣等[12]采用

合理的地震波动模型对国内某混凝土重力坝强震

下的动力破坏过程进行了分析。夏晓舟和章青[13]

提出一类指数型间断函数，该附加函数以到间断处

的垂直距离为自变量，且随距离的增大而呈指数衰

减，并验证了其可行性和有效性。王克锋等[14―15]在

此基础上修正了裂尖附加基函数，用于解决流固耦

合作用下的裂纹扩展。江守燕和杜成斌[16]提出了一

种改进的裂尖加强函数，将裂尖结点的附加自由度

个数由 8 个减少至 4 个，针对含不同结构，给出了

相应的裂尖附加函数形式[17]。 

本文基于近裂尖位移场的解析解形式提出了

一种新的裂尖加强函数，虽然附加基函数是 4

个，但水平方向和竖直方向(二维情形)使用的基函

数不同，使得受裂尖影响的结点附加自由度减少

至 2 个。并采用显式算法进行时间积分，计算得

到了稳定裂纹的动态应力强度因子(Dynamic Stress 

Intensity Factor, DSIF)，避免迭代求解整体方程

组，提高计算效率。通过若干算例，验证了所提

出的裂尖附加函数的可靠性以及采用显式算法进

行时间积分的可行性。 

1  扩展有限元的位移模式 

1.1  经典型式 

对于平面问题，断裂力学已给出 I 型、 II 型裂

纹的近裂尖位移场的理论解[18]： 
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式中： xu  、 yu 分别是裂尖附近点的位移分量；脚

标 x、 y表示以裂尖为坐标原点，裂纹延伸线为

横轴建立的局部坐标系下的横轴和纵轴； ( , )r  是

裂尖处的局部极坐标，如图 1 所示；KI、KII 分别

是 I 型和 II 型裂纹的裂尖应力强度因子；G 为材

料的剪切模量，
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图 1  整体坐标系与裂尖局部坐标 

Fig.1  The global coordinate and the local coordinate of  

crack tip 

对于复杂的裂纹形态，其裂尖附近的位移场

都可以由式(1)和式(2)以一定的形式组合得到。

Belytschko 等[19]采用 Heaviside 阶跃函数表征裂纹

处位移的不连续特性，从式(1)和式(2)中选取了一

组三角函数作为基函数表征裂尖处的应力的奇异

性，给出了常规的 XFEM 位移模式： 
4

1 1
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式中：i 是该域内的结点；ui 是结点 i 的常规自由

度；Ni(x)是与结点 i 相关的形函数；aj、bki 为结点

的附加间断自由度和附加奇异自由度，分别代表

结构中由不连续特性所引起的额外位移部分和裂

尖处应力场的奇异性； ( )H x 为 Heaviside 阶跃函

数； ( , )r  是一组三角基函数： 
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( , ) {cos( / 2), sin( / 2),r r     

sin( / 2)cos( ), cos( / 2)sin( )}     (6) 

由式(6)中所示基函数组成的加强函数，每个

受裂尖影响的结点都有 8 个附加自由度，增加了

后续组装整体劲度矩阵以及求解整体方程组的工

作量。 

1.2  改进的裂尖加强函数 

为了减少裂尖附加自由度个数，本文基于  

式 (1) 和 式 (2) ， 以
1

cos ( cos )
2 2π 2

r

G

   和

1
sin ( cos )

2 2π 2

r

G

   作为裂尖局部坐标中水平

方向 ( 图 1 中的 x 方向 ) 的加强基函数，以
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( 2 cos )   作为裂尖局部坐标中竖直方向(图 1

中的 y方向)的基函数，通过平移加强函数使得的

单元结点处的位移也得到满足[2,4]，改进的位移模

式表达为： 
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式中： I 为离散结构中的所有结点； cI 为受裂缝

影响而加强的结点； tI 为受裂尖影响而加强的结

点； mt 为裂尖的加强自由度； Tβ 是建立在裂缝前

缘的局部坐标与整体坐标之间的转换矩阵： 
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其中： 是裂纹与整体坐标轴 x轴的夹角，如图 1
所示； ( )xF 是由与裂尖局部极坐标 ( , )r  相关的

函数组成的矩阵，其表达式为： 
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相比于经典的裂尖加强方式，本文所提出的

改进裂尖加强函数的基函数也是 4 个，但每个受

裂尖影响的结点的附加自由度由 8 个减少至 2

个，大大减少了整体矩阵的规模，提高了计算  

效率。 

2  控制方程 

考虑如图 2 所示含裂纹体的结构，在 时刻，

考虑裂纹表面不受力情况，其平衡方程和边界条

件为： 
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式中：σ为应力张量； b为体力；  为密度；u 为

位移向量； u为加速度向量； 为整个域内； uΓ


为 时刻的位移边界； t
 为力边界； c

 为裂纹

表面； n 为表面的外法线向量； An 和 Bn 分别对应

裂纹表面 A 和 B 的外法线。 

基于小变形假设，由虚功原理可以得到式(1)

的弱解形式： 
T

s s: : d + d =
 
      u C u u u  

t

d d
 

      u b u t      (11) 

式中： s 为梯度算子；C 是材料的弹性张量。 
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图 2   时刻结构示意图 

Fig.2  The schematic drawing of structure at time   

将改进的位移模式式(7)代入式(11)，进行区域

离散化，得到基于扩展有限元法的离散方程： 
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其中： M 是总体质量矩阵； K 是总体刚度矩阵；

d 是结点的自由度矩阵； f 是载荷矩阵。 

对于平面四结点单元( , 1,2,3,4i j  )，有： 
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由式(14)所确定的质量矩阵称为一致质量矩

阵，它由标准项、区块对角化附加项以及耦合附

加项三个部分组成，其形式与刚度矩阵类似，可

参考文献[7,20]。在实际计算中，为了提高计算效

率，与传统有限元类似，一般使用集中质量矩阵

代替一致质量矩阵。所不同的是，由于裂纹等不

连续特征的存在，不能和传统有限元一样把一个

单元的质量平均分配到结点的每个自由度上。

Menouillard 等[7]基于质量守恒和动能守恒，提出

了几种常见的质量阵对角化方法(如行叠加法、等

质量分配法等)，并系统比较了这几种方法对计算

精度和稳定时间的影响。Zi 等[21]采用行求和的方

式将质量矩阵对角化，但加强自由度对应的质量

矩阵部分采用一致质量矩阵。Jim 等[22]基于面积

比，由常规自由度的对角化质量矩阵来确定加强

自由度对应的对角质量矩阵，并附图说明了裂纹

扩展前后单元结点的集中质量的分布情况。庄茁

等[1]、余天堂等[2]以及江守燕等[20]也分别提出相应

的质量矩阵处理方案。文献[7]所提出的质量集中

矩阵基于能量守恒，能获得和无加强自由单元同

阶的任意开裂单元的关键时间步长，并且处理简

单，所以本文采用该集中质量矩阵，对由广义

Heaviside 函数加强的函数，质量对角化形式为： 

el

2
diag

n el

1
d

mes( )

m
m H

n 



        (19) 

式中： el 为单元区域； m 是单元的质量；

elmes( ) 为单元的面积； nn 为单元的结点数。裂

尖单元的质量阵也采用同样的对角化方法简化处

理，即将裂尖延长到单元的另一边，计算此时含

裂尖单元的节点的 Heaviside 值，由式(19)得到裂

尖单元的质量阵。 

3  动态应力强度因子的计算 

对于平面问题，在裂纹顶端附近，应力分量

存在 1/2r 阶的奇异性。奇异性的强弱程度可由应

力强度因子表示，且奇异性不会因为载荷快速变

动和裂纹扩展而变化。DSIF 的计算可借助合适的

辅助场，基于相互作用积分方法求到。对于稳定

的裂纹情形，DSIF 的为[2]： 
*

(1,mode  I)
I

*
(1,mode  II)

II

2

2

E
K I

E
K I





 

            (20) 

式中： *

2

         ,

  ,
1

E
E E




 
 

平面应力

平面应变
； (1,2)I 为真实应

力应变场和辅助应力应变场的相互作用积分，与

静力问题相比，动载情况下的相互作用积分增加

了一个惯性相关项，其表达式为[2]： 
(1,2) (1) (2) (2) (1) (2) (1)

,1 ,1 1 ,( ) dij i ij i ik ik j jA
I u u q A         

(1) (2)
,1 di iA

u u q A                      (21) 

式 中 ： A 为 相 互 作 用 积 分 的 积 分 区 域 ；
(1) (1) (1)( , , )ij ij iu  和 (2) (2) (2)( , , )ij ij iu  分别为真实的和

辅助的平衡状态； q 为权重函数。 

本文求解 DSIF 的步骤为：①  给出积分范

围，确定积分单元；② 对积分单元循环；③ 对

每个积分单元中高斯点循环；④ 计算每个高斯点
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的真实的和辅助的应力及位移导数；⑤ 由式(20)

和式(21)求得 DSIF。如图 3 所示，其中 R 表示积分

半径 r 与结构最小单元尺寸 Lmin 的比值，每个常规

积分单元中布置 3×3 个高斯积分点，裂纹贯穿单元

和裂尖所在单元增加到 12×12 个高斯积分点。 

r=RLmin

裂尖

单元的高斯点分布求解DSIF的积分单元
 

图 3  求解 DSIF 的积分区域及单元高斯点分布 

Fig.3  The integral zone for DSIF and the distribution of 

Gauss point in element 

4  显式时间积分格式 

时间逐步积分法是求解动力问题控制方程最常

用的数值计算方法，逐步积分法可分为隐式方法和

显式方法。隐式方法对时间增量步大小没有内在的

限制，增量步的大小通常取决于精度和收敛情况，

常用的隐式方法有 Newmark- 法、Wilson- 法

等。但隐式方法对于每一个增量步都必须迭代求

解全域方程组，大大增加了计算成本。而显式方

法的时间增量步只依赖于模型的最高固有频率，

每一个增量步的计算成本相对较低。本文采用如

下的显式时间积分格式： 
2

2t t t t t

t
t


   U U U U            (22a) 

ext int
t t t t t t   MU F F               (22b) 

( )
2t t t t t t

t
 


  U U U U             (22c) 

式中： tU 、 tU 和 tU 分别为 t 时刻的位移、速度和

加速度； t 为时间步长； ext
tF 为 t 时刻的外力；

int
tF 为 t 时刻的内力。 

采用显式积分方法，为了得到精确的结果，时

间增量必须相当小，使得每个增量步中的加速度

几乎为常数，时间步长存在一个稳定性限制，假

设该临界时间为 st ，当时间增量大于 st 时，出

现数值不稳定现象。对于无阻尼情况，稳定的时

间步长 t 需满足条件： 

s
max

2
t t


  ≤              (23) 

式中， max 为结构的最高频率。 

5  算例分析 

5.1  含裂纹的均匀板受瞬态载荷作用 

含裂纹的均匀板受到动态荷载作用，其几何

形状、裂纹形态及受载情况如图 4 所示，板的两

端受水平约束，底部受竖直方向约束。板的长度

为 L=10 m，宽度为 2H=4 m，裂纹长度 a=5 m，板

的上边缘受到瞬时的拉应力0=500 MPa 的作用。

材料的弹性模量 E=210 GPa，泊松比 =0.3，密度

 =8000 kg/m3，采用 33×99 的均匀网格。 

对于稳定裂纹，Freund[23]基于含半无限长裂纹

的无限大板情况，给出了该类问题中裂尖处 DSIF

的理论解： 

d
I 0

(1 2 ) / π
( ) 2

1

c t
K t










        (24) 

式中，cd 是材料的膨胀波速，应力波到达裂纹处时

t=0。此外，该理论解是存在局限性的。随着时间

持续增大，根据式(24)的所得的 DSIF 将会趋向无

穷大，与实际情况是不相符的，本文模拟结果表

明该理论解的有效性只在与临界时间 tc 相当量级

的时间范畴内。 

L

a

 

图 4  含裂纹均匀板的载荷及边界条件 

Fig.4  Loading and boundary conditions of a homogeneous 

material plate with crack 

本文将所得到的 DSIF 除以 0K a 进行标

准化，数值计算的时间从应力波开始传播时计

算，并将时间 t 除以 c d/t H c 进行无量纲化处

理，其中 tc 是应力波从试件顶部传播到裂纹处所

用的时间。 
图 5 给出了时间步长为 0.1μst  时，不同积

分路径对应的 DSIF 计算结果，并与理论解对比。

从图中可以看出，本文所使用的方法对于不同的

积分路径具有很好的稳定性。当 ct t≤ 时，曲线前

部分结果为零，这是由于应力的传播还没有到达
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相应的 DSIF 的积分区域；在应力波到达裂纹处

后，数值解与理论解是比较一致的；但是，由于

得出理论解的计算条件和本文并不完全一致，且

理论解是在裂纹面受到应力作用瞬时所得到的，

理论解存在一定的局限性，故数值解和理论解结

果并不完全一致。 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

t/tc

R=5, t=0.1 s

理论解

R=4, t=0.1 s
R=3, t=0.1 s
R=2, t=0.1 s

 
图 5  不同积分路径下的 DSIF 

Fig.5  The DSIF with different integral path 

图 6 给出了 R=5 时，不同时间步长下得到的

DSIF。从图中可以看出，取不同的时间步长得出

的结果几乎相同，说明该方法对时间步长的变化

并不敏感。随后，由于反射波和入射波的重叠，

会产生振荡现象，如图 7 所示，数值结果很好地

显示了这个现象。 

K
I/K

0

 
图 6  不同时间步长计算得到的 DSIF 

Fig.6  The DSIF with different time step 

0 4 8 12 16 20
0

1

2

3

4

5

K
I/K

0

t/tc

R=5, t=0.1 s

 

图 7  裂尖端处的 DSIF 

Fig.7  The DSIF of crack tip 

5.2  含中心裂纹的矩形板受瞬态载荷作用 

如图 8 所示，含中心裂纹的矩形板两端受到

突加荷载 =100 MPa 的作用，板的尺寸为 2h= 

0.04 m，2b=0.02 m，裂纹长度 2a=0.0048 m，材料

的弹性模量 E=199.99 GPa，泊松比 0.3  ，密度

 =5000 kg/m3。试件离散为 49 99 的均匀四节点

网格，将所得到的 DSIF 除以 0K a 进行标   

准化。 

 
图 8  结构示意图 

Fig.8  The sketch of structure 

图 9 给出了积分区域 R=5 时裂纹左右两裂尖

点的 I 型和 II 型 DSIF，从图中可以看出，I 型

DSIF 的两条曲线十分吻合，II 型 DSIF 的曲线呈

反对称，符合实际情况。 
图 10 中将时间 t 乘以 c d=2 /t C h进行无量纲化

处理，其中 ct 是应力波从试件顶部传播到裂纹尖

端处所用的时间， dC 是材料的膨胀波的传播速

度。给出了无量纲化后左裂尖处 DSIF 的曲线，结

果与 Song 等[24]和江守燕等[20]的结果相吻合。 
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K
I/K

0

 
(a) I 型 

0 2 4 6 8 10 12 14 16
0.4

0.3

0.2

0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

K
II
/K

0

左裂尖处DSIF
右裂尖处DSIF

时间/ s  

(b) II 型 

图 9  裂尖两端的 DSIF 

Fig.9  The DSIF of two crack tips 

 
图 10  本文结果与文献[20,24]结果比较 

Fig.10  Comparisons of the present results and the reference 

solution 

图 11 给出了不同积分区域对左裂尖处 DSIF 的

影响，可以看出不同的积分区域对 DSIF 影响不

大，也验证了应力强度因子在不同积分路径下所得

到的结果是相同的。图 12 给出了不同的时间步长

计算得到的左裂尖处 DSIF 随时间的变化曲线，在

不同的时间步长下，所得到的 DSIF 结果相同，说

明当时间步长低于稳定值时，数值结果趋向稳定。 

图 13 给出了左裂尖处的 DSIF 随时间的变化情 

况，试件受到冲击后，膨胀波传播一定时间后到

达试件的边界后会产生反射波，直接影响裂尖

DSIF 的变化，裂尖处的 DSIF 随计算时间的变化

十分剧烈，且呈现出周期性变化，体现了应力波

传播的过程。 

0 2 4 6 8 10 12 14
0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

K
I/K
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R=4
R=3
R=2

时间/ s  

图 11  不同积分路径下对应的左裂尖处的 DSIF 

Fig.11  The DSIF with different integral path of  the left 

crack tip 
K

I/K
0

 

图 12  不同时间步长对应的左裂尖处 DSIF 

Fig.12  The DSIF of the left crack tip with different time 

increments 
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图 13  左裂尖处的 DSIF 随时间呈周期性变化 

Fig.13  The DSIF of the left crack tip changed periodically 

over time 
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5.3  含不同角度中心裂纹的矩形板受瞬态载荷作用 

如图 14 的矩形板，其材料参数及受载条件与

算例 5.2 相同，裂纹长度也相同，裂纹呈不同的角

度变化。图 15 给出了夹角 =15、30、45、60
和 75时的 I 型和 II 型 DSIF 的变化曲线，并与文

献[25]中的结果进行对比，表现出较好的吻合性。 

 

图 14  含不同角度裂纹的矩形板 

Fig.14  The rectangular plate with crack of different angle 

 
(a) I 型 

 
(b) II 型 

图 15  不同角度的裂纹尖端的 DSIF 

Fig.15  The DSIF of crack tip with different rotation angle 

从图 15(a)可以看出，在应力波到达裂尖后的小段

时间内，I 型 DSIF 的峰值随着 的增大逐渐减

小；从图 15(b)中所示的 II 型 DSIF 中看出，

 =15和 =75、 =30和 =60的 KII 曲线重合

度很高，这与文献[25―26]中的结果是一致的。 

6  结论 

本文在扩展有限元的框架下，利用含裂纹的

无限大板的 I 型和 II 型断裂问题的裂尖位移场的

解析解形式，构造了一种新的裂尖加强函数。与

由传统三角基函数表征的加强函数相比，新提出

的加强函数使得裂尖结点附加自由度个数减少为 2

个，大大提高了计算效率。另外，采用显式时间

积分方法研究了稳定裂纹的瞬间受载问题，与隐

式时间积分算法相比较，显式方法不用求解全域

方程组，大大减少计算耗时。最后，通过算例，

并与相关文献的结果比对分析，表明文中所提出

的裂尖加强函数是可行有效的。 
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