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1 NLP模型

2 NLP最优解定义

3 迭代算法框架
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NLP模型

minf(x)g(x) ≤ 0

h(x) = 0

1 无约束

2 值含有等式约束

3 只含有不等式约束

4 两种约束都含有

5 线性规划是 NLP的特殊情况
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NLP最优解的定义

1 局部最优解

2 严格局部最优解

3 全局最优解

4 严格全局最优解
5 说明：

求解 NLP就是获得全局最优解，但是难度太大
可考虑先获得局部最优解，再在多个局部最优解中挑选
最好的
某些特殊的 NLP，例如凸规划，其局部最优解就是全局
最优解，从而引出了图规划的研究
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NLP迭代算法框架

1 给定初始点 x0, k := 0

2 停止计算条件

一般由最优性条件构造，从而引出了各种 NLP模型的最
优性条件

3 迭代方向 pk

不同的产生方式导致了各种不同的算法
必须遵守:是可行下降方向
下降方向必须满足−∇f(xk)Tpk ≥ 0

pk = −H∇f(xk)是一种一般的取法，其中 H是半正定矩阵
当 H是单位矩阵时，就是最速下降法，当 H是 f的
Hessian矩阵的逆矩阵时，就是 Newton法,...

4 迭代步长:一维搜索（精确、非精确）

5 k := k+ 1,转向 2.
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凸规划 I

1 凸集：∀x1, x2 ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] , λx1 + (1− λ)x2 ∈ S

2 凸函数

定义：∀x1, x2 ∈ S,∀λ ∈ [0, 1] , f(λx1 + (1− λ)x2) ≤
λf(x1) + (1− λ)f(x2)
性质:

凸函数的非负数乘仍凸

两个凸函数之和仍凸

两个凸函数之积不一定仍凸

判定

凸函数定义

判定定理（梯度/导数，Hesse矩阵/二阶导数）

3 凸集与凸函数的关系定理：凸函数的水平截集仍是凸集
4 凸规划
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凸规划 II

1 定义：f是凸函数，可行区域是凸集

2 性质：任意局部最优解都是全局最优解

3 判定：NLP中非线性函数都是凸函数
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一维搜索问题

1 问题模型及其背景

2 精确搜索算法:0.618,Newton
3 非精确算法

Goldstein：

φ(tk) ≤ φ(0) +m1φ
′(0)tk

φ(tk) ≥ φ(0) +m2φ
′(0)tk

Armijo：

φ(tk) ≤ φ(0) +mφ′(0)tk
φ(Mtk) ≥ φ(0) +mφ′(0)Mtk
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无约束最优化

1 问题模型

2 最优性条件
3 算法

最速下降法
Newton法
共轭方向法（共轭梯度法）
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无约束最优性条件

1 无约束最优化问题：min{f(x)|x ∈ Rn}
2 最优性条件（四个定理 4.4.1–4.4.4）：

下降方向的判定：∇f(x)Tp < 0

局部最优解的必要条件：∇f(x∗) = 0

局部最优解的充分条件：∇f(x∗) = 0,∇2f(x∗)正定
凸规划的最优解的充要条件：∇f(x∗) = 0
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最速下降算法

1 算法思想

迭代方向采用−∇f(xk),步长采用精确的一维搜索算法。

2 最优性条件：∇f(x∗) = 0

3 迭代终止条件：
∥∥∇f(xk)

∥∥ ≤ ε

4 初始点：任意 x0都可以
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迭代步骤

1 init:给定初始点 x0, k = 0, ε > 0

2 若
∥∥∇f(xk)

∥∥ ≤ ε,则输出近似解 xk,stop;否则转型下一步

3 取 pk = −∇f(xk),构造一维搜索问题

min φ(t) = f(xk + tpk),采用 0.618法求解之，得 tk

4 xk+1 = xk + tkpk, k := k+ 1,转向步骤 2.
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算法分析

1 具有全局收敛性

2 每次迭代，计算量较小

3 迭代速度较慢

4 改进：用非精确搜索代替精确搜索



NLP总结

lzj

基本概念

凸规划

一维搜索问题

无约束最优化

最速下降算法

Newton法

共轭方向法

约束最优化

Newton法

1 算法思想

f(x) ≈ f(xk) +∇f(xk)T(x− xk) +
1

2
(x− xk)T∇2f(xk)(x− xk)

= g(x)

let∇g(x) = 0,解得 xk+1 = xk −∇2f(xk)−1∇f(xk)

2 Newton法迭代步骤
1 init:给定充分靠近最优解的初始点 x0,误差 ε > 0, k = 0

2 若
∥∥∇f(xk)T

∥∥ ≤ ε,则输出 xk，stop
3 xk+1 = xk −

[
∇2f(xk)

]−1 ∇f(xk)
4 k = k+ 1,转向步骤 2.
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Newton法特点

同一维搜索的 Newton法

1 具有局部收敛性
2 只有当初始点充分靠近最优解时，才能保证算法的收敛
性

1 改进：xk+1 = xk − tk
[
∇2f(xk)

]−1 ∇f(xk), tk采用一维搜索
2 即迭代方向 pk = −

[
∇2f(xk)

]−1 ∇f(xk)

3 具有二阶收敛速度

4 每次迭代步的计算量较大：
[
∇2f(xk)

]−1
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共轭方向法

简介：

1 计算量介于最速下降法和 Newton法之间

2 为二次规划设计的

3 调整后，可适用于非线性规划，依据是在最优解附近，

非线性函数近似于二次函数

4 迭代方向采用共轭方向

5 步长采用精确一维搜素
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共轭方向

1 共轭方向：p, q ̸= 0, pTAq = 0,其中 A是实对称矩阵。

注：正交是共轭的特殊情况。

2 共轭方向组：对 p1, · · · , pn中的任何两个不同的向量，满
足 (pi)TApj = 0, i ̸= j

3 共轭方向组的性质

共轭方向组是线性无关组（Th4.4.5）
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共轭方向法定理

对二次严格凸函数min f(x) = 1
2x

TAx+ bTx，其中 A是 n阶实

对称正定矩阵：

依次沿着任意一组共轭方向：p1, · · · , pn,采用精确一维搜索，
则最多经过 n轮迭代就可获得整体最优解。
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迭代步骤

1 给定 x0, ε > 0

2 计算∇f(xk),若
∥∥∇f(xk)

∥∥ ≤ ε,stop,输出 xk

3 令 k = 0,pk = −∇f(xk)

4 采用一维搜索，求解min φ(t) = f(xk + t pk),解得 tk.

5 xk+1 = xk + tkpk,k++
6 While k ≤ n:

1 若∇f(xk),若
∥∥∇f(xk)

∥∥ ≤ ε, stop,输出xk

2 λk =
∥∇f(xk)∥2

∥pk∥2 ,pk+1 = −∇f(xk) + λkpk

3 采用一维搜索，求解min φ(t) = f(xk + t pk+1),解得
tk.xk+1 = xk + tkpk+1

4 k++

7 转向步骤 2.
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约束最优化

1 约束最优化模型

2 最优性条件：K-T条件
3 算法

简约梯度法
罚函数法
内点障碍函数法
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K-T条件 I

∇f(x) +
∑

i∈I(x∗)

λi∇gi(x) +
∑
j∈J

uj∇hj(x) = 0, λi ≥ 0, i ∈ I

等价于

∇f(x) +
∑
i∈I

λi∇gi(x) +
∑
j∈J

uj∇hj(x) = 0

λigi(x) = 0,i ∈ I (1)

λi ≥ 0,i ∈ I

其中 λigi(x) = 0称为互补松紧条件。
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K-T条件 II

1 K-T条件是 NLP最优解的必要条件!

2 凸规划的充要条件：定理 4.5.2

3 K-T条件的作用是：把最优化问题，转换为方程组问题，

然后运用方程组的求解理论方法来解决。

4 注意：K-T条件适用于 LP问题（熟练写出 LP三种模型的

K-T条件）
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简约梯度法

1 考虑的问题

minf(x)

st.

Ax = b

x ≥ 0

2 算法思想

仿照 LP中的单纯形法，在每一轮迭代的当前点 xk处，把

xk分为基变量部分和非基变量部分，则 f(x) = F(xN),采

用 F(xN)的负梯度方向构造可行下降方向 p，迭代步长采

用一维搜索方法。
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定理 4.5.3

1 若 p ̸= 0,则 p是 f(x)在 xk处的可行下降方向;

2 p = 0的充要条件是 xk是 K-T点。



NLP总结

lzj

基本概念

凸规划

一维搜索问题

无约束最优化

约束最优化

迭代步骤 I

1 算法初始化，给定初始点 x0, ε > 0, k := 0

2 设 IkB是 xk的m个最大分量的下标集，对矩阵 A进行分解

A = (Bk,Nk)

3 计算∇f(xk) =
(
∇Bf(xk),∇Nf(xk)

)T
，然后计算简约梯度

rkN =
(
B−1
k Nk

)T∇Bf(xk)−∇Nf(xk).记 rkN的第 i个分量为 rki
4 构造 pk =

(
pkB, p

k
N

)T
,其中

pkN =
(
pki
)
=

rki , rki ≤ 0

xki r
k
i , rki > 0

,pkB = −B−1
k NkpkN.若

∥∥pk∥∥ ≤ ε,

停止迭代，输出 xk.
5 采用一维搜索，求解min

{
f
(
xk + tpk

)
|0 ≤ t ≤ tkmax

}
,得

到最优解 tk,其中 tkmax =

+∞, pk ≥ 0

min
{
− xki

pki
|pki < 0

}
, else
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迭代步骤 II

6 xk+1 = xk + tkpk, k := k+ 1,转向 2.
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算法说明

1 数值实验表明：对于大规模的线性约束的 NLP，简约梯

度法是最好的

2 对约束最优化而言，迭代方向必须是可行下降方向，此

类算法统称为可行下降算法。

3 由定理 4.5.3（pk = 0的充要条件是 xk是 K-T点。），从而

迭代终止条件采用简单的
∥∥pk∥∥ ≤ ε,而不是采用复杂的

K-T条件。

4 初始点，可采用 LP中的两阶段法获得。
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罚函数法

1 算法思想

利用问题中的约束，构造适当的带有参数的惩罚函数，

然后在转移到原来的目标函数上，以构造增广目标函数，

把约束 NLP问题转化为求解一系列无约束 NLP问题。

2 序列无约束极小化方法

这种把约束 NLP的求解转换为一系列无约束优化问题求

解的方法，统称为序列无约束极小化方法。

3 增广函数构造

构造增广函数：F(x) = f(x) +Mkp(x)
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1 基本概念

2 凸规划

3 一维搜索问题
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5 约束最优化
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1 基本概念

2 凸规划

3 一维搜索问题

4 无约束最优化

最速下降算法

Newton法

共轭方向法

5 约束最优化
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