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基于 MLS-NMM 的摩擦接触问题研究 
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摘  要：摩擦接触问题的求解是将基于移动最小二乘插值的数值流形法(MLS-NMM)应用到裂纹扩展的必经之路。

该文通过结合罚-线性互补方式的施加接触边界条件，并使用拉格朗日乘子法施加本质边界条件，得出一套基于

MLS_NMM 的摩擦接触问题的求解体系。该方法无需节点与边界重合，则可域外布点和均匀布点，来提高插值精

度和降低布点难度，尤其是接触边界处。采用罚-线性互补的方式施加接触条件，使计算格式统一而简洁，利于编

程实现。通过算例表明，该方法能准确地模拟接触面的张开、黏结和滑动状态，证明该方法对求解接触摩擦问题

是可行的、有效的。 
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THE RESEARCH OF FRICTIONAL CONTACT PROBLEM BASED ON 
MLS-NMM 

LI Wei1,2 , ZHENG Hong1,2 , GUO Hong-wei1,2 

(1. State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering,  

Institute of Rock and Soil Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China; 

2. University of Chinese Academy of Sciences, Beijing 100049, China) 

Abstract:  The solution of frictional contact problems is vital to the simulation of crack propagation in the 

MLS-based numerical manifold method (MLS-NMM). Through the application of penalty-linear complementarity 

model for contact constraint conditions and Lagrange multiplier method for imposing essential boundary 

condition, this study presents the solving method of frictional contact problems using MLS-NMM. The method 

does not require the nodes on the boundaries, which means that the nodes may be outside of domain and 

uniformly distributed. Thus it can improve the interpolation precision and reduce the difficulty of the distribution 

for nodes, especially for those on contact boundaries. The use of penalty-linear complementarity model can make 

the calculation format unified and concise, which is favorable for programming. Numerical examples show that 

the proposed method can accurately simulate the contact state of opening, bonding and slipping. The method is a 

feasible and effective solution for frictional contact problem. 

Key words:  moving least squares interpolation; numerical manifold method; frictional contact; linear 

complementary method; crack propagation 
 

岩体中存在大量的节理和裂纹等不连续界面，

它们是影响岩体物理力学性质的重要因素，所以它

们是岩体的数值模拟必须克服的障碍。这些不连续

的裂纹，在岩体中有不同的存在形态，主要有张开

型裂纹和闭合型裂纹。相对于张开型裂纹，闭合型

裂纹的数值模拟更加复杂，它要考虑裂纹面的接触

摩擦问题。而此问题是复杂的非线性问题，对该问

题的数值求解是非常具有挑战性的。 
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目前，对接触摩擦问题的数值模拟方法主要有

有限元法[1―2]、扩展有限元法[3―5]、无网格伽辽金  

法[6―7]和数值流形法[8―9]等。文献[10―11]已经对它

们进行评述。此外，钟志鹏等[12]采用逐点 Lagrange

乘子法求解巴西圆盘中心裂纹在压剪荷载作用下

裂纹面可能发生的摩擦接触问题。薛冰寒等[13]提出

了求解弹性摩擦接触问题的 IGA-B 可微方程组方

法。而基于移动最小二乘的数值流形法 (MLS- 

NMM)是由 Zheng 和 Liu 等[14]提出的，它是根据常

规数值流形法(基于有限元网格的数值流形法)的思

路，利用移动最小二乘插值(MLS)的单位分解性质，

用节点的影响域来构造数学片，通过不同物理边界

的切割相应的数学片生成物理片，最终得到数学覆

盖和物理覆盖两套覆盖系统的方法。此方法兼有

MLS 的高插值精度特性和数值流形法处理连续和

非连续问题的统一性的特性，丰富发展了数值流形

法，为数值流形法的研究注入新的活力。此方法可

以使节点布置均匀和域外布点，这样能提高全域的

求解精度，尤其是边界处。此外，物理片上局部近

似解的准确性，将直接影响整体解的精度，所以更

加注重物理片上局部解的构造。该方法现已成功应

用到张开型裂纹扩展模拟[14―15]和无压渗流问题[16]

中。作者的目标是将该方法的应用进行扩展，使其

能准确地模拟闭合型裂纹扩展。而接触摩擦问题的

研究，是闭合型裂纹扩展研究的必经之路。 

采用罚-线性互补的方式来施加接触条件的方

法是由朱昌铭[17]提出的，它具有形式简洁，可使用

成熟的 Lemke 算法求解的优势。余天堂[5]将其应用

到基于扩展有限元的摩擦问题的分析中，马文涛[7]

将其应用到基于无网格伽辽金法的摩擦问题的  

求解。 

本文将结合 MLS-NMM 法，采用罚-线性互补

的方式施加接触条件，并使用拉格朗日乘子法施加

本质边界条件，建立了摩擦接触问题的求解格式。

通过三个算例验证了本文方法求解摩擦接触问题

的可行性。 

1  MLS-NMM 

图 1 表示一个含有裂纹的求解域，数学节点布

置均匀且可布置在域外。本文采用矩形影响域来构

造数学片，方框的中心点和对应的方框表示一个数

学节点及其对应的数学片。Mi 表示第 i 个数学片，

阴影部分表示物理片Pi-j(数学片Mi经切割生成物理

片 Pi-j)。MPi 表示第 i 个数学节点，PPi-j 表示对应

Pi-j 的物理节点。下面简要介绍几种典型物理片的生

成方式：MP1 位于域内且 M1 不被边界和裂纹切割，

则 P1=M1，PP1=MP1；MP2 位于域外且 M2 被边界切

割，生成 P2，PP2=MP2；MP3 位于域内且 M3 被边

界切割，生成 P3，PP3=MP3；MP4 位于域内且 M4

被裂纹切穿，生成两个物理片 P4-1 和 P4-2，两个物

理节点 PP4-1= PP4-2=MP4；MP5 位于域外且 M5 被边

界和裂纹切穿，生成两个物理片 P5-1 和 P5-2，两个

物理节点 PP5-1= PP5-2=MP5；MP6 位于域内且 M6 未

被边界和裂纹完全切割且含裂尖，生成一个奇异物

理片 P6，PP6=MP6。 
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图 1  含有裂纹的求解域 

Fig.1  A computational domain containing crack 

从以上的分析中，根据构造物理片上局部准确

近似解的不同，可将物理片分为普通物理片(如 P1、

P2、P3、P4-1、P4-2、P5-1、P5-2)和奇异物理片(如 P6)。

本文对普通物理片采用 0 阶近似，对奇异物理片在

0 阶近似的基础上扩充基函数[14]c。 
3 3

cos sin cos sin
2 2 2 2

r r r r
       

c  (1) 

式中， r 和 的定义如图 1 中奇异物理片 P6 所示。 

将普通物理片和奇异物理片的局部近似函数

写成统一格式为： 

2
h
i i i i u I u E A           (2) 

式中： 2I 为 2×2 的单位矩阵； iu 为常规自由度；

4

4

0

0
i

i
i

 
  
 

c
E

c
， 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , , , , , )i i i i i i i i ia a a a b b b bA

为广义自由度，当为普通物理片时，式(2)的第二项
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去掉即可。 
采用移动最小二乘插值(MLS)[18]记为作为权

函数，得到一个全局近似函数： 
h u ΦU                (3) 

式中： 1 2[ , , , ]
pnΦ Φ Φ Φ ； 1 2[ , , , ]

pnU p p p ，

2[ , ]i i i i Φ I E ， T( , )i i ip u A ， 1,2, , pi n  ， pn

为物理片的总数。 

2  摩擦接触的罚—线性互补格式 

在二维小变形情形下，设接触体系为 AΩ 、 BΩ

两个物体组成，接触边界为 cΓ ，如图 2 所示。则定

义接触面上对应点的法向和切向位移分别为( A
nu , 

Au )和( B
nu , Bu )，接触应力为 np 、 p (作用在物体

BΩ 的接触力，方向与弹性力学假设相符)。所以接

触面上对应点的相对位移为： 
A B

n n n n

A B

u u u g

u u u  

   

  

          (4) 

式中： ng 为法向初始间隙。 

1) 法向接触条件 
0nu ≥ ， 0np ≤ ， 0n np u       (5) 

三个式子，依次表示为非侵入条件、法向不受拉条

件和互补条件。 

2) 切向接触条件 

使用 M-C 摩擦定律，则表示为： 

n

n

p p c

p p c







   
   

,黏结

,滑动
        (6) 

式中： 为摩擦系数； c 为粘聚力。 

 
图 2  接触体系示意图 

Fig.2  The schematic diagram of contact 

参照文献[17]，式(5)、式(6)可参照理想刚塑性

体单向应力-应变关系的表述为： 

n

p

p

p





 
   
 
 

g ， 
n

n

n

p p c

p p c

p








  
     
 
 

f ， 

T
p
c

c

     

g
u λ

p
                       (7) 

e p
c c c    u u u                       (8) 

0λ≥ ， 0f ≤ ， T 0λ f                (9) 

式中： T
c [ ]np pp ； p p p T

c [ ]nu u   u 为塑性

位移值； g为接触滑动势函数； c/ g p 表示切向和

法向相对滑动位移的方向； T
1 2 3[ ]  λ 表示接

触点切向和法向滑动量的大小；f 为接触滑动函数。 

引入惩罚因子，可将式(7)、式(8)和式(9)另写

为： 
e p

c c c c c c( )      p D u D u u  
T

c c c c g
c

( )
           

g
D u λ D u m λ

p
  (10) 

式 中 ： c

0

0 n

E

E
 

  
 

D ， T
g c( / )   m g p  

1 1 0

0 0 1

 
 
 

；E 和 nE 分别为切向和法向的罚因子。 

T T
c c c c c g( ) 0     f m p C m D u m λ C≤   (11) 

式中： 

c c

1 1 0
( / )

1 
 

     
 

m f p ； 

T[ 0]c c  C 。 

为 了 便 于 计 算 ， 引 入 松 弛 变 量
T

1 2 3[ ]v v vv ，则接触问题的线性互补关系为： 

T

0

, 0, 0

 





f v

v λ λ v≥
         (12) 

式中， f 即由式(12)确定。 

通过拉格朗日乘子法施加本质边界条件则得

到含裂纹结构的混合变分方程为： 

c

u c

t

u

T T
c c c

T T
c c g

T T

T

d ( ) ( )d

d ( ) d

d d

( )d 0

 

 

 



   

  

   

 

    

  



 










 
 
 



ε Dε u D u

u P u D m λ

u b u t

P u u

 (13) 

式中：D为弹性矩阵；b为体力； t 为应力边界上

的面力； P 表示为位移边界上力的负值(即拉氏乘
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子)； u为位移边界上的已知位移。 

式(12)和式(13)联立就可得到问题的解。 

3  MLS-NMM 离散控制方程 

式(13)含有接触面的积分，因此必须对接触面

进行离散，面面接触。将接触面划分为有限区段。

每个区段两侧布设相同数目的高斯点，组成接触点

对。对于某一个接触点对，由式(4)求其相对位移为： 

c c u RΦ U             (14) 

式中：
x y

y x

n n

n n

 
   

R ， xn 和 yn 分别为裂纹面 c 的

法向方向余弦； c c c
A B Φ Φ Φ ， c

AΦ 和 c
BΦ 为高斯

点对对应于 AΩ 和 BΩ 的形函数。 

将式(14)代入式(13)中得： 

  
T

u00

      
       

      
U H fK

K T fU H
λ

fPT
     (15) 

式中： 

c

T T T
c c cd d

 
   K B DB Φ R D RΦ ， 

u

T
pd


 T Φ Φ ， 

1 2[ , , , ]NH h h h ， 
T T
c c gi i i iw Jh Φ R D m ， 

T T T T
1 2[ ]Nλ λ λ λ ， 

t

T Td d
 

   f Φ b Φ t ， 

u

T
u p d


 f Φ u ， 

1 2[ , , , ]pB B B B ，

T
/ 0 /

0 / /
I I

I
I I

x y

y x

    
      

Φ Φ
B

Φ Φ
 

N 为接触面上高斯点的总数目； iw 高斯点权重； iJ

为雅可比矩阵的行列式值； pΦ 是用于插值 P的线

性拉格朗日形函数。 

将式(14)代入式(12)得： 

g c

T

0

0, , 0

   







M U C M λ v

λ v v λ≥
        (16) 

式中： 
T T T T

g g1 g2 g[ , , , ]NM m m m ，

T
g c c ci im m D RΦ ，

c1

c

cN

 
   
  

m

M

m


  



0

0

， 

T
c c c gi m m D m ， T T T T

1 3[ , , , ] NC C C C 。 

为了便于编程令 g g[ ]M M 0 ，使 0矩阵的行

数与 gM 相同，列数与U 中 uP 的数目相同，易知

g gM U M U 。 所 以 ， 由 式 (15) 解 得 U  

1( ) K Hλ f 代入式(16)中得： 

T 0, , 0





 



v Mλ q

λ v v λ≥
        (17) 

式中： 1
c g

 M M M K H ； 1
g

  q M K f C。 

式(17)是标准的线性互补问题，即可使用成熟

的 Lemke 法进行求解。 

4  算例 

下面的算例，在所有的接触直线段部分，都划

分为 10 段，每段布置 5 个高斯积分点。 

4.1  算例 1 

此算例[3―4,19]已被广泛用来验证在非均匀的压

荷载作用下接触面处的黏结和滑动行为。示意图见

图 3，1 m×1 m 的方板，在 y = 0.5 m 处是接触面，

弹性模量为 E1 = E2 = 10 GPa，泊松比1 = 2 = 0.3。

顶部施加竖向位移 uy = (0.09x0.1) m 和水平位移 

ux = 0.05 m，底部完全固定。 

本文为了将计算结果与文献[4]比较，也将考虑

μ1=0.1 和 μ2=0.4 两种情形，在接触面的法向刚度取

为 kn = ks = 105×E。为验证结果的收敛性，取数学节

点的间距为 h 为 0.1 m、0.05 m、0.025 m 和 0.04 m。

节点间距 h=0.05 m 的数学节点布置如图 4，其他间

距的数学节点布置类似，都保证域外的点到外边界

的最短距离为 0.5h。本例取 2h 作为生成数学片半

径的尺寸。 

 
图 3  算例 1 计算简图 

Fig.3  The calculation diagram for first example 
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图 4  间距 h=0.05 m 的数学节点布置图 

Fig.4  Math points layout for the first example when h=0.05 m 

本例的计算结果与文献[4]的计算结果(限于篇

幅参考文献的结果不在列出)基本一致。计算结果显

示随数学节点间距的减小，计算结果会收敛到一个

固定解。 

当接触面的摩擦系数取 μ1 时，从图 5(接触面上

摩擦系数为 μ1 时切向滑动量分布图)中易知此时整

个接触面处于滑动状态，对应于图 6(接触面上摩擦

系数为 μ1 时接触应力分布图)可知，接触面上的接

触切向应力呈递减的趋势，而接触法向应力的值受

外部荷载的作用也是递减的。 

当接触面的摩擦系数取 μ2 时，因为 μ2>μ1，则

抗滑摩擦力增大。从图 7(接触面上摩擦系数为 μ2

时切向滑动量分布图)知，大约在 0≤x<0.2 m 的范

围内，接触面处于黏结状态，0.2 m<x≤1 m 范围内

处于滑动状态。此外，图 8(接触面上摩擦系数为 μ2

时接触力分布图)中接触切应力的变化趋势是先增

大后减少，转折的地方也恰恰是黏结和滑动状态的

转变处，这说明切应力的变化趋势能间接地反映出

接触状态的变化。 

 

图 5  接触面上摩擦系数为 μ1 时切向滑动量分布 

Fig.5  The distribution of tangential slip for μ1 

接
触

应
力

/G
Pa

 
图 6  接触面上摩擦系数为 μ1 时接触应力分布图 

(N 代表法向接触应力，T 代表切向接触应力) 

Fig.6  The distribution of contact stress for μ1 (‘N’ and ‘T’ 

represent the normal and tangential contact stress respectively) 

 
图 7  接触面上摩擦系数为 μ2 时切向滑动量分布 

Fig.7  The distribution of tangential slip for μ2 

 
图 8  接触面上摩擦系数为 μ2 时接触应力分布 

(N 代表法向接触应力，T 代表切向接触应力) 

Fig.8  The distribution of contact stress for μ2 (‘N’ and ‘T’ 

represent the normal and tangential contact stress, respectively) 

从图 5 和图 7 中可知，接触法向应力的值是不

随摩擦系数的变化而变化的，这也与实际多接触摩

擦的认识是相符的。 

4.2  算例 2 

此例是考虑刚性基础上的弹性块问题，它虽然 
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简单和理想化，但它很适合阐明方法的有效性，也

已被大量论文所使用，如文献[19―21]，其计算尺

寸如图 9 所示。 

 
     图 9  算例 2 计算模型尺寸图    /m 

Fig.9  The dimension figure of the calculation model for 

second example 

本例为了与文献[21]中的结果比较，取弹性块

的材料参数为 E1=1000 Pa，1 =0.25。弹性块的顶边

在1.8 m ≤ x ≤ 1.8 m的范围内施加Py = 200 Pa的

竖向荷载，弹性块的右边施加 Px = 60 Pa 的水平荷

载。取弹性块与刚性基础接触面的摩擦系数 μ = 0.5。

在刚性基础的底边和左右两边施加法向约。因基础

是刚性的，所以取基础的材料参数为 E2 = 10 GPa，

1 = 0。 

数学节点间距 h=0.2 m的布置图，如图10所示。

在接触面的法向刚度取为 kn = ks = 105×E2，本例取

1.5h 作为生成数学片半径的尺寸。为了将接触面上

接触应力计算结果同 Simo 等[21]的计算结果作比

较，取计算范围为1.8 m ≤ x ≤ 1.8 m，且以压应力

为正。 

 

图 10  数学节点间距 h=0.2 m 的布置图 

Fig.10  Math points layout when h=0.2 m 

从图 11 接触面上的法向和切向接触应力的分

布图来看，本文的计算结果基本和文献[21]一致，

且本文解光滑性更好。 

图 12 表示弹性体变形图，以及 y 方向位移的分

布云图，与文献[21]如图 13(弹性体的变形图)相比，

结果显示本文计算结果是合理的。 

接
触
应
力

/P
a

 

图 11  接触面上的法向和切向接触应力 

(T 代表法向接触应力，N 代表切向接触应力) 

Fig.11  The distribution of the normal and tangential contact 

stress (‘N’ and ‘T’ represent the normal and tangential contact 

stress, respectively) 

 

     图 12  弹性体的变形图和位移 uy分布云图    /m 

Fig.12  The deformation of elastic body and the distribution of 

displacement uy 

 

图 13  弹性体的变形图(文献[21]) 

Fig.13  The deformation of elastic body (from the paper [21]) 

4.3  算例 3 

图 14 是一个中间带有斜裂纹的矩形板，顶部

和底部施加受压荷载作用。取板的尺寸为

w=31 mm，h=55 mm，初始裂纹的长度为 a=10 mm，

裂纹与水平方向的角度为。取岩石试样的计算参

数为：弹性模量 E=10 GPa，泊松比1 = 0.25，密度

 =2500 kg/m3，内摩擦角 φ=40°，抗拉强度 T0= 

0.5 MPa，预制裂纹面的接触面假定为无摩擦、无粘

聚力、无拉伸强度。 
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图 14  带预置裂纹受压板 

Fig.14  A rectangular plate containing crack under compression 

为了模拟裂纹的扩展，本文采用基于强度准则

的裂纹扩展准则，详细内容可参见文献[22]。裂尖

应力是采用 Shepard 插值来计算的。为了简要模拟

裂纹的扩展路径，采用循环加卸载的方式进行，且

每步施加的荷载是相同的。本例所施加的荷载大小

为 p=100 MPa，固定步长取为 0.002 m，底边两端

点施加法向约束，中点施加切向约束，取 kn = ks = 

10×E。计算模型采用数学节点间距为 0.003 m。 

图 15 表示受压下 =30°时扩展 22 步后的裂纹

扩展图。裂纹扩展过程中拉伸翼形裂纹先出现，裂

纹向受压荷载作用线位置附近扩展，且裂纹扩展方

向慢慢趋向于平行于压荷载作用线的方向。文   

献[23]是使用相同计算参数基于 RFPA 的岩石试样

的裂纹扩展模拟，如图 16 所示，对比图 15 和图 16，

本文的裂纹扩展路径和文献[23]的基本相似，说明

本文的结果也是合理的。 

 
图 15  受压 =30°时扩展 22 步后的裂纹扩展图 

Fig.15  The crack propagation after 22 steps for  =30° under 

compression 

 

图 16  受压 =30°时 RFPA 模拟结果[23] 

Fig.16  The crack propagation for  =30° under compression 

by using RFPA[23] 

此外，图 17(受拉下 =0°时扩展 10 步后的裂纹

扩展图)显示出使用本文的方法不仅能模拟处理受

压的裂纹扩展路径，也能准确模拟裂纹受拉张开的

裂纹扩展路径。 

 

图 17  受拉 =0°时扩展 10 步后的裂纹扩展图 

Fig.17  The crack propagation after 10 steps for  =0° under 

tensile 

5  结论 

本文通过结合罚-线性互补的施加接触条件的

方式，并使用拉格朗日乘子法施加本质边界条件，

得出一套基于移动最小二乘插值的数值流形法

(MLS-NMM)的摩擦接触问题的求解体系。本文方

法允许节点布置到域外，即节点布置无需与边界重

合，这样不仅能增加边界附近插值节点数目，还能

容易地均匀布置节点，从而降低布点难度和提高插

值精度，尤其是在接触边界处。此外本文方法还允

许裂尖位于物理片中，通过在局部近似函数中添加

扩充基函数(式(1))，来模拟裂尖奇异性，提高求解

精度，减少前处理工作量。采用罚-线性互补的方式

施加接触条件，使计算格式统一而简洁，利于编程
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实现。为确保本质边界条件施加准确采用拉氏乘子

法。通过算例的计算分析表明，本文方法具有良好

的收敛特性，接触应力的计算准确可靠，且能准确

地模拟接触面的张开、黏结和滑动状态。同时，算

例 3 也表明该方法对模拟受压和受拉裂纹扩展的可

行性。本文的工作也将为 MLS-NMM 应用到复杂闭

合裂纹的扩展模拟奠定基础。 
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