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第四讲：
一阶微分方程存在唯一性定理

1. 解的存在性

2. 解的唯一性

3. 解的近似估计
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1. 解的存在性

满足Lipschitz条件：

1 2 1 2| ( , )- ( , )| | |f x y f x y L y y≤ −

理解：不是线性的，但能被线性控制住。
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构造Picard迭代序列：
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证明所构造的Picard迭代序列一致收敛

0 1
1

( ) ( )+ [ ( ) ( )]
n

n k k
k

x x x xϕ ϕ ϕ ϕ −
=

= −∑

1
1

1
1 1

[ ( ) ( )]

| ( ) ( )|

只要 k k
k

k k k
k k

x x

x x a

ϕ ϕ

ϕ ϕ

∞

−
=

∞ ∞

−
= =

−

≤ − ≤ < ∞

∑

∑ ∑

1

1| ( ) ( )|
!

k
k

k k
MLx x h

k
ϕ ϕ

−

−− ≤

用数学归纳法可以证明：
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函数序列一致收敛则存在极限
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( )所以 是原方程的解.存在性得证.
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2. 解的唯一性

Gronwall不等式（课后第6题）
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Gronwall不等式的简化版本（Bellman引理）：
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∫
此简化版本
更常用！
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假设有两解 则

从而当 时
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由Gronwall不等式
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3. 解的近似估计

0

0 0

0
0 1

( ) ,
| - | .

( ) ( , ( )) ,
x

n nx

x y
x x h

x y f s s ds

ϕ

ϕ ϕ −

= ≤
= + ∫

Picard迭代序列可直接用于解的估计

这是最经典的估计方法
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例1： 2 2 (0,0)求方程 过 点的第二次近似解.
dy x y
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= +
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解：由Picard迭代方法,



谢谢！
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