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第三讲：
一阶线性方程与恰当方程

1. 一阶线性方程

2. 伯努利方程

3. 恰当方程
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一、一阶线性微分方程

1、定义：形如

( ) 0Q x ≡

( )dy P x y
dx

=

（1）的方程

称为一阶线性微分方程。

若

( ) ( )dy P x y Q x
dx

= +

，称为一阶齐次线性微分方程。

若 ( ) 0Q x ≡ ，称为一阶非齐次线性微分方程。

这里假设P(x),Q(x)在定义域里都连续。

2、常数变易法：

对齐次线性微分方程
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( )dP x x
u e ∫′

是变量分离方程，可求得其通解为

( )
( ) (2)

P x dx
y Ce C∫= ∀

下面讨论非齐次方程的通解。

( )d
( ) ( ) ,

P x x
y x u x e ∫= 则

( )P x=
( )dP x x

ue ∫ ( )Q x+

即

作变换

( )d
( )

P x x
P x ue ∫+

( )d
( ) d

P x x
u Q x e x C

−∫= +∫两端积分得



4

齐次方程通解 非齐次方程特解

( )dP x x
Ce ∫

故原方程的通解

( )d ( )d
( ) d

P x x P x x
e Q x e x

−∫ ∫+ ∫

( )d ( )d
( ) d

P x x P x x
y e Q x e x C

− ∫ ∫= +  ∫

=y即

即叠加原理

这种将常数变易为待定函数的方法称为常数变易法
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例1. 解方程 .)1(
1

2
d
d 2

5
+=

+
− x

x
y

x
y

解:  先解 ,0
1

2
d
d =

+
−

x
y

x
y

即
1

d2d
+

=
x

x
y
y

积分得 即 2)1( += xCy
用常数变易法求特解.  令 ,)1()( 2+⋅= xxuy 则

)1(2)1( 2 +⋅++⋅′=′ xuxuy

代入非齐次方程得

解得 Cxu ++= 2
3

)1(
3
2

故原方程通解为
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例2、求解方程

22 2 (*)dx x y x y
dy y y

−
= = −

22
dy y
dx x y

=
−

解：原方程不是y的线性方程，变形为

先解齐次方程
2dx x

dy y
= 2x Cy⇒ =

令非齐次方程的解为： 2( )x C y y=

代入（*）式得：
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1( )C y
y

′∴ = − 1( ) lnC y y c⇒ = − +

2
1( ln )x y c y= −

2 22( ) 2 ( ) ( )dx C y y C y y C y y y
dy y

′= + = −

所以原方程的通解为：
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二、伯努利 ( Bernoulli )方程

伯努利方程的标准形式:

)1,0()()(
d
d ≠=+ nyxQyxP

x
y n

)()(
d
d 1 xQyxP

x
yy nn =+ −−

令 ,1 nyz −=
x
yyn

x
z n

d
d)1(

d
d −−=则

)()1()()1(
d
d xQnzxPn

x
z −=−+

求出此方程通解后,

除方程两边 , 得

换回原变量即得伯努利方程的通解.

解法:

(线性方程)

伯努利 目录 上页 下页 返回 结束
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例3. 求方程
2)ln(

d
d yxa

x
y

x
y =+ 的通解.

解: 令 ,1−= yz 则方程变形为

xa
x
z

x
z ln

d
d −=−

其通解为 ez =

将 1−= yz

xx d1∫
[ ∫ − exa )ln(

xx d1∫− ]Cx +d

[ ]2)ln(
2

xaCx −=

代入, 得原方程通解: 

机动 目录 上页 下页 返回 结束
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三、恰当方程

一阶方程

( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ =

也可写成对称形式的一阶微分方程：

( , ) ( , ) 0dy f x y f x y dx dy
dx

= ⇔ − =

其中M(x,y), N(x,y)是x, y的连续函数，且具有连
续的一阶偏导数。

定义:如果 ( , ) ( , ) 0M x y dx N x y dy+ = (1)左端恰为某

二元函数u(x,y)的全微分，即

( , ) u uMdx Ndy du x y dx dy
x y
∂ ∂

+ = = +
∂ ∂
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则称方程(1)为恰当方程or全微分方程。

积分因子法

1、回顾：

2

( )ydx xdy d xy

ydx xdy xd
y y

+ =


 − =    

( , ) ( , ) 0 (1)M x y dx N x y dy+ = 是恰当方程

(2)M N
y x

∂ ∂
⇔ =

∂ ∂

(1)

(2)记住基本关系式：

(3)一般采用“分项组合”方
法。
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但是当方程(1)不是恰当方程时，又如何处理呢？

2、积分因子

如果存在连续可微函
数

( , ) 0x yµ µ= ≠ ，使得

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0 (4)x y M x y dx x y N x y dyµ µ+ =

( ) ( ) (3)
M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

成立，即

为恰当方程，则称 ( , )x yµ 为积分因子。

解题步骤：

1)判断 是否成立；
M N
y x

∂ ∂
=

∂ ∂
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2)求出积分因子，化为恰当方程。

下面我们来看看如何求积分因子：

将

0M NM N
y y x x
µ µµ µ∂ ∂ ∂ ∂
+ − − =

∂ ∂ ∂ ∂

展开：( ) ( ) (3)
M N
y x
µ µ∂ ∂

=
∂ ∂

(5)M N N M
y x x y

µ µµ  ∂ ∂ ∂ ∂
− = − ∂ ∂ ∂ ∂ 

本方程(5)难解，只考虑特殊情况：
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( )
( )

x dx
x e

ϕ
µ ∫⇒ =

(1) 0, ( )x
y
µ µ µ∂
= =

∂

( )

M N
y x x x

N

µ

ϕ
µ

∂ ∂ ∂−
∂ ∂ ∂= =

，(5)式变形为：

( )
( )

y dy
y e

φ
µ ∫⇒ =

(2) 0, ( )y
x
µ µ µ∂
= =

∂

( )

M N
y x y y

M

µ

φ
µ

∂ ∂ ∂−
∂ ∂ ∂= =
−

，(5)式变形为：
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例4、求 的解。(P49 7)2( 3 ) 2 0xe y dx xydy+ + =

6 2 4M N y y y
y x

∂ ∂
− = − =

∂ ∂

解：由题意知 23 , 2xM e y N xy= + =

所以

4 2
2

M N
yy x

N xy x

∂ ∂−
∂ ∂ = =

故原方程的积分因子为

2
2ln 2( )

dx xxx e e xµ ∫= = =
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从而

2 3 2( 2 2) 0xd x x e d x y   − + + =   

2 2 2 3(3 2 ) 0xx e dx x y x y dy+ + =

为恰当方程。

上式化简为

2 2 3( 3 ) 2 0 (*)xx e y dx x ydy+ + =

即

所以方程（*）的通解为：

2 3 2( 2 2) ( )xx x e x y C C− + + = ∀

这也是原方程的解。因为积分因子不恒为零，

所以原方程的解与（*）的解是等价的。
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例5、求解方程

M y N y x= = −解：这里

( ) 0ydx y x dy+ − =

1 ( 1) 2 0M N
y x

∂ ∂
− = − − = ≠

∂ ∂
所以

2
M N
y x

M y

∂ ∂−
−∂ ∂ =

故原方程的积分因子为
2

2ln
2

1( )
dy yyy e e

y
µ

−
−∫= = =
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2
1 0ydx xdydx
y y

−
+ =

2
1 1 0xdx dy dy
y y y

+ − =

ln 0xd y
y

 
+ = 

 

( )2
1 ( ) 0ydx y x dy
y

+ − =所以 为恰当方程。

方程化简为

即

所以原方程的通解为

ln ( )xy C C
y

+ = ∀
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sin( ) cos( ) ( ) 0x y dx x x y d x y+ + + + =

[ sin( )] 0d x x y+ =

sin( )x x y C⇒ + =

[ cos( ) sin( )] cos( ) 0x x y x y dx x x y dy+ + + + + =

练习6 讲14题



谢谢！
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