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摘  要：该文采用最简单的 Galerkin 型线性单元，对运动方程构建了简捷高效的单步法递推公式；进而基于 EEP

超收敛计算技术，开发了单元步长自动优化和结点位移精度修正两项关键技术，可在整个时域上得到误差分布均

匀且逐点满足给定的误差限的解答——堪称数值解析解。该文给出了单自由度和多自由度的数值算例以验证本法

的有效性。 
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Abstract:  This paper uses the simplest linear finite elements of the Galerkin type and gives a compact and 
efficient recurrence solution formula for equations of motion. Further, based on the EEP (Element Energy 
Projection) super-convergence technique, two critical techniques, i.e. adaptive time-step size and recovery of 
nodal displacement accuracy, have been developed, enabling a linear finite element solution with errors uniformly 
distributed and satisfying the pre-specified error tolerance at any moment in the whole time domain. Numerical 
examples of both single and multiple degreed systems are given to verify the validity of the proposed method. 
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熟知，运动方程在数学上归结为二阶常微分方

程(组)初值问题，常用中心差分法、Newmark-β法、

Wilson-θ法等逐步长积分方法来求解，而数值解答

的收敛性、精度、数值稳定性、计算效率等都强烈
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依赖于时间步长的选择和优化[1－2]。本文知难而进，

把自适应步长求解作为目标。 
有限元法(FEM)是一种通用有效的数值计算方

法，在工程计算中得到极为广泛的应用[3]。有限元

中最简单、灵活、方便的单元是线性单元。但是，

线性元只有 2 阶收敛、位移精度不高、导数精度更

差、缺乏超收敛性态等不利因素，使得线性元常常

被排除在高精度高效能计算之外。本文返璞归真，

简之又简，采用 Galerkin 型线性有限元。 
要实现上述两点，即对运动方程实现线性有限

元的自适应步长求解，需要有一个核心关键技术作

为前提，即：用来估计误差、调整步长、修正精度

的超收敛计算技术。袁驷等[4－6]基于数学和力学概

念，提出了一种有限元后处理超收敛算法——单元

能量投影(Element Energy Projection，简称 EEP)法，

且已经建立了一套完整、统一的 FEM 自适应求解

算法，已对各类一维、二维乃至三维线性、非线性

边值问题取得了一致成功[7－9]。最近，采用与边值

问题类似的高次(>1)单元和整域网格细分的方法，

还成功地应用于运动方程的自适应求解[10－11]。 
本文深入发掘并用巧用足 EEP 超收敛计算技

术，构建了 Galerkin 型线性元的单步法递推公式，

开发了单元步长自动优化和结点位移精度修正两

项关键技术，可在整个时域上得到误差分布均匀且

逐点按最大模度量满足给定的误差限的解答——
堪称数值解析解。文中给出了单自由度和多自由度

的数值算例以验证本法的有效性。 

1  问题描述和 Galerkin 有限元法 
1.1  问题描述 

为了表述方便，本文仅以单自由度系统为例展

开讨论；所述方法同样适用多自由度系统，后文将

给出其具体的数值算例。 
单自由度系统的运动方程可以归结为如下的

二阶常微分方程初值问题[1－2]： 

 
0 0

, 0
(0) (0)

Lu mu cu k u P t T
u u , u u

≡ + + = <
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≤
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其中：u、u和u分别为位移、速度和加速度；m 、

c 和 k 分别为质量、阻尼和刚度(均为常数)； P 为

外荷载且是时间 t 的函数；L是式中定义的微分算子。 
为构造以上问题的 Galerkin 法弱形式，定义双

线性型和线性型： 

0
( , ) ( )d

T
a u v vmu vcu vku t= − + +∫    ， 

   
00

( , ) d (0)
T

P v vP t v mu= +∫                 (2) 

则 Galerkin 法归结为求解 1
Eu H∈ 使得[3]： 

 1( , ) ( , ) va u v P v v H= ∀ ∈,  (3) 

其中， 1
EH 为所有满足 0(0)u u= 且直到一阶导数均

平方可积的函数空间，而 1
vH 为所有满足 ( ) 0v T = 且

直到一阶导数均平方可积的函数空间。可以验证，

式(3)等效于原问题式(1)。 
1.2  Galerkin 有限元法——线性单元 

先按整体求解的思路，将定义域 (0, ]T 划分为

eN 个单元，整体结点编码从定义域最左端为结点

0，依序递增，最右端为结点 eN 。考虑典型单元 e ，

两端点坐标为 1t 、 2t ，长度为 h。单元上的试探函

数和检验(权)函数均由线性插值得到： 

1 1 2 2( )  h h hu t N u N u= + ， 1 1 2 2( )h h hv t N v N v= +  

其中：  

1 2 2 1( ) / , ( ) /N t t h N t t h= − = −        (4) 

则问题式(1)的有限元解归结为求解 1h h
u Eu S H∈ ⊂

使得： 
 1( , ) ( , ) ,h h h h h

v va u v P v v S H= ∀ ∈ ⊂  (5) 

其中， h
uS 和 h

vS 为通常意义下的线性有限元试探空

间和检验空间。记u、 hu 和 hv 为广义精确解、有限

元解和任一检验 (权 )函数，则有限元解的误差
h he u u= − 满足投影定理[3]： 

 ( , ) 0 ,h h h h
va e v v S= ∀ ∈  (6) 

本文后边将把投影定理近似地用在单个单元上，导

出 EEP 超收敛计算公式。 
基于式(5)，可以求得单元刚度矩阵的显式表

达式： 
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以及单元荷载向量： 

 1

2

e p
p

 
=  
 

P  (8) 

按照有限元常规的做法进行整体集成，并引入

初始条件后，可以得到整体刚度方程。由初值问题

的特性所决定，整体刚度矩阵是一个下三角矩阵，
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并不需要整体联立求解，可采用逐步长递推求解，

其递推公式为： 

第 1 结点：
(1) (1)
1 0 11 0

1 (1)
12

h p mu k uu
k

+ −
=



       (9) 

后续结点： 
( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1)
1 2 11 22 1 21 2

( )
12

( ) ( )i i i i h i h
h i i
i i

p p k k u k uu
k

− − −
− −+ − + −

= ，

2,3, , ei N=      (10) 

其中，上标(i)为单元码。以上是本法逐步长求解的

基本递推公式。 
1.3  与其他方法比较 

为了加深对本法的理解和认识，这里将其与两

个常用的中心差分法和 Newmark-β线性加速度法

做一简单比较。 
中心差分法的基本公式为[2]： 

1 2 2
12

2 ( )
2

i i i i i
i i

u u u u um c ku P
hh

− − −
−

− + −
+ + =  (11) 

为了与其比较，将刚度系数的表达式(7)代入式(11)，
得到本法相应的计算公式： 

 2 1 2
2

2 ( )
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i i i i iu u u u um c
hh

− − −− + −
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1 2 1 2( 4 )
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可见，本法同中心差分法相比只在含 k 的项和

右端荷载项处理不同。换言之，本法公式可以看作

是利用 Galerkin 法构造的另一种差分格式。 
Newmark-β线性加速度法是一个自起步的单步

法。用该法计算第 1 个结点的位移，并利用本法   
式(9)的符号，可以得到该法的计算公式[2]： 

2 2 2
(1) (1)
12 1 0 11 012 12

c h ckhk u m u k u
m m

   
= − − + +   
   



 
2

1 0 06 3 12
h h chP P P

m
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           (13) 

可见，除了荷载项处理不同外，该法与本法的

差别只是多了一些二阶微量(含 2h )的项。由于该法

也只有二阶收敛，因此所有含 2h 的项基本上是冗余

计算，将其略掉并不降低其收敛阶。换言之，本法

可以看作是简化的、线性化的 Newmark-β线性加速

度法。 
此外，经计算，本法的稳定性条件优于中心差

分法(是其 3 倍)，与 Newmark-β线性加速度法相

同。总之，本文方法在简单方便性上与上述两种方

法大致相当，但又具有下文将要介绍的一系列独特

优势。 
1.4  单步法递推格式 

从本法第 1 个结点的递推公式(9)可以看出，本

法是显式格式的、自起步的单步法：即给定初始位

移 0u 和速度 0u ，便可得到下一结点(时刻)的位移。

但从后续结点的递推公式(10)来看，每个步长(单元)
的求解，都需要两个单元 3 个结点的位移值，表面

上看不再是单步法了。其实不然。若将式(10)中所

有 单 元 ( 1i − ) 的 项 都 放 在 一 起 ， 即 ( 1)
2
ip − −

( 1) ( 1)
22 1 21 2
i h i h

i ik u k u− −
− −− ，则发现它恰恰代表单元( 1i − )

的第 2 个端点处速度 1iu − 的近似解，而且是下文将

要介绍的 EEP 超收敛解，特将其记为 *
1iu − 。后文将

证明 *
1iu − 与结点位移 1

h
iu − 具有同阶精度。如此对   

式(10)做简化，可得到更加明确的单步法递推公式： 
( ) ( )
1 11 1 1

( )
12

i i h
h i i
i i

p k u muu
k

∗
− −− +

=


， 

( ) ( ) ( )
2 22 21 1
i i h i h

i i
i

p k u k uu
m

∗ −− −
= ， 1,2, , ei N=   (14) 

其中，在第一个单元 *
0u 取 0u ， 0

hu 取 0u 。此公式非

常简捷明了：每计算完一个单元步长，就把该单元

终点的位移 h
iu 和速度 iu∗

 同时计算出来，作为下一

个单元起点的初始条件，而无须保留当前单元的任

何其他(刚度系数和荷载系数)信息。 

2  自适应步长的确定 
2.1  EEP 超收敛解公式 

EEP(Element Energy Projection，单元能量投影)
超收敛计算是本文的核心技术[4－6]。在得到常规有

限元解答 hu 后，假设投影定理式(6)在单个单元 e

上仍近似成立，利用分部积分并作一些略舍即可推

导出 EEP 超收敛位移和导数的计算公式如下[5]： 

1
1 2( ( )dath h

a a a t

hu u N N P Lu t
m

∗ = − − +∫   

2

2 1 ( )d )
a

t h
a t

N N P Lu t−∫                  (15) 

1
1 2

ˆ( ( )dath h
a a a t

hu u N N P Lu t
m

∗ = − − +∫ 

 
2

2 1
ˆ ( )d ) ,

a

t h
a t

N N P Lu t−∫  1ˆ ( 1)i
ia ia

cN N
m h

= − + −  

(16) 
其中： at 为单元 1 2[ , ]t t 上的任一点，( )a 表示在点 at
处取值；上标 * 表示超收敛解。可以看出，EEP 解
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u*和u∗
 的计算只涉及一些积分运算，对于线性元，

甚至可以推出显式表达式；这也是采用线性元的另

一个优点。 
数学上已经证明，对于 1m > 次单元，用式(15)

和式(16)计算的u∗和u∗
 均可达到 2mh + 阶收敛，比有

限元解 hu 的 1mh + 阶至少高一阶。但是，线性元是个

例外，其结点位移 h
iu 和单元内部位移 hu 都是 2h 阶

收敛，用式(15)和式(16)计算的u∗和u∗
 也只有 2h 阶

收敛；亦即，线性元的超收敛解u∗并没有“超过”

有限元解 hu 的收敛阶，这也是线性元一直被排除在

EEP 超收敛计算之外的原因之一。 
但是，线性元的u∗在单元内部的数值精度仍有

很大的改善，仍然可以用于检验有限元解在单元内

部的误差。为了具体展示超收敛解的效果，这里给

出一个数值算例；采用的数据是下文第 4 节的例 1，
只计算一个单元，步长 0.2h = 。各种位移的误差如

图 1 所示，可见用 EEP 解计算的有限元解的误差
* hu u− 和真实的误差 hu u− 极为接近。同时还可以

看出，有限元解与超收敛解在单元端点的值相同，

因此，EEP 超收敛解无法用来估计有限元端点位移

的误差；换言之，用 EEP 解估计单元内的误差，其

可靠性是以高精度的有限元结点位移为前提的。超

收敛导数见图 2。可以看到，EEP 超收敛导数对有

限元解有数量级的改善，而且精确满足左端点给定

的初始速度条件。 

t
0 0.05 0.10 0.15 0.20

0
0.0001
0.0002
0.0003
0.0004
0.0005
0.0006

hu u−

* hu u−

*u u−

 
图 1  有限元误差与超收敛误差对比(位移) 

Fig.1  Errors in FE and EEP solutions (Displacement) 

t
0 0.05 0.10 0.15 0.20

0.980
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0.990

0.995

1.000
u

*u

hu

 
图 2  EEP 超收敛导数图 

Fig.2  EEP derivatives 

至此，可以证明式(14)中的 iu∗
 恰恰是该结点处

的 EEP 超收敛导数。在式(16)中，将 at 取在单元的

两个端点，注意到 1 1 /aN h= − ， 2 1 /aN h= ，再利

用分部积分，不难得到： 

 1 11 12 1 1

21 22 22 2

h

h

mu k k u p
k k pmu u

∗

∗

         = −      
−          





 (17) 

式(17)中的第 2 个方程即为式(14)中 iu∗
 的表达式。 

2.2  自适应步长的计算公式 
本文的自适应求解的终极目标为，在精确解u

未知的情况下，事先给定误差限 lT ，寻求一个优化

的单元网格分布，使得所有单元上有限元解答 hu 按

最大模度量满足给定的误差限 lT ，即逐单元满足

max h
le

|u u | T≤- 。实施中，由于精确解u 未知，

使用 EEP 超收敛解 *u 代替u来估计误差，即要求有

限元解 hu 逐单元满足： 
 *max h

le
|u u | T≤-  (18) 

现有的自适应算法中，大都是仿照边值问题的

做法，对整体网格进行细分，已经插入的结点不再

改变[10―11]。这种做法的好处是初值和边值问题通

用，但是需要联立求解整体刚度方程并对整体网格

细分，有时会产生过大的冗余精度和冗余单元数

目。事实上，对于初值问题，本可以遵循其特性，

从初始时刻起对每一单元步长都作自适应调整优

化，逐步长地递推求解。 
这里，一个关键技术是如何调整单元步长。基

于有限元数学理论，本文给出一个简单、有效且实

用的计算公式(具体的数学分析和推导从略)。设已

给定步长 0h 并已求得其上的解 hu 和 *u ，而新的单

元长度 h应尽量使得 *max h
le

u u T− = ，则其计算公

式为： 

 

2
5

0 *max
l

h

e

Th h
u u
a ⋅ =

 −
 

 (19) 

其中， 1α ≤ 是一个安全系数。数值试验也验证了

2/5 的分数阶次是最优的。 
如此，本文的逐单元调整步长的自适应算法似

可初步归结为“三步走”策略：1) 有限元解； 
2) 超收敛解；3) 调整步长。这一算法，对于线性

元来讲，并不完善。实际计算时，在一定步数之前

都是有效的；之后，结点和单元内点位移的误差都
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开始超限。这是由于线性元的结点与单元内点位移

精度都是 2 阶收敛的；而对于初值问题(如无阻尼的

自由振动)，即使步长满足稳定性条件，结点位移的

误差往往仍不可避免地在相当长的时间区域上逐

步积累增大，随着结点位移误差的超限，单元内部

EEP超收敛解的精度随之失去保障，误差估计失效。

这里，一个严峻的挑战是结点位移的误差控制，这

也是各类数值方法的共同难点。下面将引入基于

EEP超收敛计算的结点位移精度修正技术来破解这

一难点。 

3  结点位移精度的修正 

3.1  结点位移误差的估算 
记超收敛解误差 * *e u u= − 。由于超收敛解 *u

与有限元解 hu 在结点上相等( * h
i iu u= )，因此在结点

上误差相同( *h
i ie e= )，如果能够求解出超收敛解误

差 *e ，则可得到有限元结点位移 h
iu 的误差，对 h

iu 进

行修正，就得到更高精度的结点位移。下面仍然用

线性元求解 *e 的有限元近似解 hε [10]。 
将 * *e u u= − 代回原问题式(1)，可以得到 *e 的

控制微分方程和初值条件： 

 
* *

* *
, 0

(0) 0 , (0) 0
Le P t T
e e
 = <


= = 

≤  (20) 

其中，残余荷载 * *P P Lu= − 。注意，由于 *u 满足

位移和速度的初始条件，因此式(20)中初始条件均

为齐次条件(右边为 0)。显而易见，求 *e 的式(20)

与求u的式(1)除了荷载和初值不同外，其他所有定

解条件都相同。这就意味着，在原有限元网格上求

解 *e 的近似解 hε ，其整体刚度矩阵及其逆矩阵均

无改变，只是荷载向量需要重新生成，再经一个回

代过程即可。换言之，结点位移误差的计算仅相当

于多计算一种荷载工况。 
对于本文的单步长方法，具体实施步骤如下： 
1) 在当前单元(步长)，通过递推公式(14)计算

有限元解 hu ； 
2) 用式(15)计算 EEP 超收敛解 *u ； 
3) 如需要自适应调整步长，用式(19)调整步

长，直至当前单元自适应求解完毕； 
4) 将 *u 代入 * *P P Lu= − ，进行荷载线性型积

分，得到单元荷载向量 eP ； 
5) 用递推公式(14)(用 eP 代替 eP )得到结点位

移误差 h
iε 和导数误差 *

iε ； 

6) 将 h
iε 和 *

iε 分别迭加到 h
iu 和 *

iu 上，得到修正

的结点解 h h
i iu ε+ 和 * *

i iu ε+  。 
大量数值计算表明，如此修正后的结点位移由

原来的 2h 阶收敛提升为 4h 阶收敛，可谓取得了难

得的“翻倍”超收敛的效果！值得一提的是，由于

本法是逐步长修正(用单元左端的修正解，求右端有

限元解，再修正右端解)，它比整体修正(在整体区

域上对有限元各结点解同时修正)的精度又有翻倍

提高的效果。这是逐步长求解法的又一优势。 
3.2  算法小结 

综合以上的零散算法，可以构成一个用于求解

运动方程的简捷、高效、可靠的自适应步长线性有

限元分析方法。其中，EEP 超收敛解起到了关键的

作用，用它代替精确解，估计单元上有限元解的误

差，估计最佳步长，还可以对结点位移的精度进行

大幅修正。 
为方便，本文引入“误差比”：即最大误差与

误差限之比，用最大误差加上划线来表示。记
* *
max maxh h

e
e |u u |≡ - ， 则 误 差 比 记 为 *

max
he ≡

*
max /h

le T ，其值 1≤ 即满足了误差限。本算法的突出

特点是自适应调整步长。在实际计算中，最佳步长

虽然可以用公式迭代算出，但考虑到超收敛解毕竟

也是近似解，要留有一定的安全空间，所以误差限

lT 用稍加保守的误差限代替 ( )lTα ⋅ ，其中安全系数

一般取为 0.8α = 即可；另外，对步长的精度也不宜

过分苛求，只要误差比在一个可接受区间内即可，

本文取 *
max (0.1, 0.85)he ∈ 为可接受区间。大量数值算

例表明，很多单元都无需调整步长，而需要调整时，

最多迭代 2 次即可调整到位。 
综合起来，本文的完整的自适应算法归纳为： 
1) 给定误差限 lT 和初始步长 0h ； 

2) 在当前单元上用递推公式(14)求有限元解 hu ； 
3) 用式(15)计算 EEP 超收敛解 *u ，计算单元

内最大误差比 *
max

he ； 

4) 如果 *
max (0.1, 0.85)he ∉ ，则用式(19)调整步

长，返回到 2)(一般调整一两次即可)； 
5) 如果 *

max (0.1, 0.85)he ∈ ，对结点位移进行   
修正： 

a) 将 *u 代入 * *P P Lu= − ，进行荷载线性型积

分，得到 eP ； 
b) 用 eP 代替 eP ，用递推公式(14)得到结点位

移误差 h
iε 和导数误差 *

iε ； 
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c) 将 h
i 和 *

i 分别迭加到 h
iu 和 *

iu 上，得到修正

后的结点解 h h
i iu  和 * *

i iu   。 

6) 返回 2)；直至到达或超过终点时间 T。 

4  数值算例 

根据以上算法，本文用 Fortran 90 编制了相应

的程序代码。限于篇幅，本节给出两个算例，分别

为单自由度(图 3)和多自由度算例(图 4)，且均采用

无量纲计算。每个算例都给出用精确解计算的各个

结点位移和单元上位移的误差比 h
ie 和 max

he 的分布

图，可见所有结点和单元都满足精度要求，自适应

求解是成功的。 
例 1.  有阻尼单自由度体系的简谐荷载反应 

求 解 数 据 为 1m k  ， 0.04c  ，

sin(0.2 )P t ， 0 0u  ， 0 1u  ， 256T  s，误差限

1/1000lT  ，精确解如图 3 所示。首先用定步长

0.2h  计算，并与中心差分法比较，如图 5 所示。

可看到，有限元法起始一段的误差小于差分法，在

之后的则与中心差分法基本相同。还可以看出，结

点位移的误差比很快(几秒左右)就超过 1，大约在

50 s 前后达到峰值，然后开始衰减。这个解答的误

差远远超出了误差限 1/1000lT  。若加以结点位移

修正，结点位移误差比分布如图 6 所示，最大的误 

 
图 3  例 1 的解析解 u 

Fig.3  Exact solution u for Example 1 

 
图 4  例 2 的解析解 u1,u2,u3 

Fig.4  Exact solutions u1, u2 and u3 for Example 2 
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图 5  有限元与差分法结点位移误差比 h

ie 对比图 

Fig.5  Error ratios h
ie  for nodal displacements of FE and FD 

h ie

 
图 6  修正后的有限元结点位移误差比 h

ie 分布 

Fig.6  Error ratios h
ie  for recovered FE nodal displacements 

差比 /h h
i i le e T 由无修正的 24.4 降到修正后的

0.0955，大约是 256 倍。 
再用完整的自适应步长算法求解，初始步长

0 1h  ，共用了 1003 个单元，共调整了 472 次步长，

不到 50%的单元做了步长调整，最大单元、最小单

元长分别为 maxh  1.967 和 minh  0.093。结点位移和

单元位移误差比的分布示于图 7 和图 8，可见满足

精度要求，结点位移保持高精度，且各单元误差分

布比较均匀。 
例 2.  多自由度体系有阻尼受迫振动 

本例意在展示本文方法对多自由度系统的适

用性。物理模型来源于 3 层剪切型框架结构，计算

数据为： 

h ie

 
图 7  例 1 的结点位移误差比 h

ie  

Fig.7  Error ratios h
ie  for nodal displacements of Example 1 
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axh
e

 
图 8  例 1 的单元位移误差比 max

he  

Fig.8  Error ratios max
he  for element displacements of 

Example 1 

     

2 0 0
0 1.5 0 ,
0 0 1

 
   
  

M

    
7.463 1.774 0.225
1.774 4.763 1.141 ,
0.225 1.141 2.260

  
    
   

C  

  
3000 1200 0
1200 1800 600
0 600 600

 
    
  

K 。       (21) 

简 谐 荷 载 向 量 为 F
T(sin(10 ) sin(10 ) sin(10 ))t t t ，初始位移和初始速

度均取零，T 取 10 s，解析解如图 4 所示。计算时

初始步长 0 0.01h  ，误差限 410lT  。共用了 328

个单元，共调整了 45 次步长，每个步长最多调整 2
次，不到 50%的单元做了步长调整，最大单元、最

小单元长分别为 hmax=0.1104 和 hmin=0.0195。3 个位

移分量的结点位移和单元位移误差比的分布示于

图 9~图 12，可见圆满满足精度要求，结点位移保

持高精度，且各单元误差分布均匀。 

h ie

 
图 9  例 2 中 u1的结点位移的误差比 h

ie  

Fig.9  Error ratios h
ie  for nodal displacements of u1 of 

Example 2 

h ie

 
图 10  例 2 中 u2的结点位移的误差比 h

ie  

Fig.10  Error ratios h
ie  for nodal displacements of u2 of 

Example 2 

h ie

 
图 11  例 2 中 u3的结点位移的误差比 h

ie  

Fig.11  Error ratios h
ie  for nodal displacements of u3 of 

Example 2 

m
axh

e

 
图 12  例 2 的单元位移误差比 max

he  

Fig.12  Error ratios max
he  for element displacements of 

Example 2 

5  结论 

本文是一个初步的尝试，也是一个成功的进

展，算法本身有进一步优化的空间，方法具有广泛

的应用背景和发展前景。 
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