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摘要：提出并研究在非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｌｉｅ 对称性与 Ｍｅｉ 对称性．基于系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ
方程，引入无限小变换及其生成元向量，给出了 Ｌｉｅ 对称性和 Ｍｅｉ 对称性的定义，建立了两类非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数（指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数）下动力学系统的 Ｌｉｅ 对称性结构方程和 Ｍｅｉ 对称性结构方程，
导出了 Ｌｉｅ 对称性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量和 Ｍｅｉ 对称性导致的 Ｍｅｉ 守恒量，并结合算例说明结果的应用．
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自 １９１８ 年，Ｎｏｅｔｈｅｒ［１］首次研究了 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量在群的无限小变换下的不变性，从而揭示了对称性

与守恒量之间的内在联系以来，对称性与守恒量问题成为数学、力学和物理学研究的一个重要方面．Ｌｕｔｚ⁃
ｋｙ［２］首先将微分方程在群的无限小变换下的不变性方法应用于动力学系统，开启了动力学系统的 Ｌｉｅ 对

称性与守恒量的研究．梅凤翔［３］提出了一种新的对称性———形式不变性．形式不变性又称 Ｍｅｉ 对称性，是
指动力学方程中的动力学函数（如 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数、Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数、Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数、动能和势能等）在经历群的

无限小变换后仍然满足原方程的一种不变性．约束力学系统的 Ｌｉｅ 对称性和 Ｍｅｉ 对称性研究已经取得一系

列重要成果［４－１８］ ．
最近，基于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的动力学研究引起了学界的广泛关注．众所周知，标准的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数是动能与势能之差，而非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数则没有此区分．很多非线性问题或耗散系统可以通过非标准

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数进行动力学建模，Ｍｕｓｉｅｌａｋ，Ｅｌ－Ｎａｂｕｌｓｉ 等［１９－２９］研究了非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学及其在

非线性动力学、理论物理和量子力学等领域的应用．但是，关于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的对称

性与守恒量研究的文献尚不多见．本文将研究指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数和幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｌｉｅ
对称性与 Ｍｅｉ 对称性问题，建立系统的 Ｌｉｅ 对称性定理和 Ｍｅｉ 对称性定理．

１　 指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｌｉｅ 对称性定理

１．１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程　 假设系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） 来确定，则指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下

动力学系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为［２８］
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假设系统非奇异，即
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则由式（１） 可求得广义加速度，记作

　 　 　 　 ｑ··ｓ ＝ αｓ（ ｔ，ｑ，ｑ̇），（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） ． （３）
１．２　 Ｌｉｅ 对称性 　 引入无限小变换

　 　 　 　 ｔ∗ ＝ ｔ ＋ Δｔ，ｑ∗
ｓ （ ｔ∗） ＝ ｑｓ（ ｔ） ＋ Δｑｓ， （４）

展开后，有
　 　 　 　 ｔ∗ ＝ ｔ ＋ εζ（ ｔ，ｑ，ｑ̇），ｑ∗

ｓ （ ｔ∗） ＝ ｑｓ（ ｔ） ＋ εξ ｓ（ ｔ，ｑ，ｑ̇），（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ）， （５）
其中 ε 是无限小参数，ζ 和 ξ ｓ 称为无限小生成函数或生成元．引入无限小生成元向量
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式（６） 的一次扩展和二次扩展分别为
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　 　 　 　 Ｘ（２） ＝ Ｘ（１） ＋ ［ ξ··ｓ － ｑ̇ｓζ
·· － ２ｑ··ｓ ζ̇］
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方程（３） 在无限小变换（４） 下的不变性归结为满足如下 Ｌｉｅ 对称性确定方程

　 　 　 　 ξ··ｓ － ｑ̇ｓζ
·· － ２αζ̇ ＝ Ｘ（１）（α ｓ），（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） ． （９）

定义 １　 如果变换（４） 的无限小生成函数 ζ 和 ξ ｓ 满足 Ｌｉｅ 对称性确定方程（９），则相应不变性称为指

数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（１） 的 Ｌｉｅ 对称性．
１．３　 结构方程与守恒量

定理 １　 对于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下动力学系统（１），如果无限小生成函数 ζ，ξ ｓ 相应于系统的 Ｌｉｅ对称

性，且存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） 使得如下 Ｌｉｅ 对称性结构方程
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（ ξ̇ｓ － ｑ̇ｓ ζ̇） ＋ ζ̇ ＋ ｅｘｐ（ － Ｌ） Ｇ̇ ＝ ０ （１０）

成立，则系统的 Ｌｉｅ 对称性导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量，形如
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定理 １ 称为指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（１） 的 Ｌｉｅ 对称性定理．
１．４　 算例

例 １　 设指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量为

　 　 　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
ｅｘｐ［ｅ －ｔ（ ｑ̇ － ｑ）］ｄｔ， （１２）

试研究该系统的 Ｌｉｅ 对称性和 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．
由式（１），系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为
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　 　 　 　 ｑ·· － ２ｑ̇ ＋ ｑ ＝ ０， （１３）
由方程（９），Ｌｉｅ 对称性确定方程为

　 　 　 　 ξ·· － ｑ̇ζ·· － ２ζ̇（２ｑ̇ － ｑ） ＝ ２（ ξ̇ － ｑ̇ζ̇） － ξ， （１４）
取

　 　 　 　 ζ ＝ ０，ξ ＝ ｅｔ， （１５）
由方程（１０），得到

　 　 　 　 Ｇ̇ ＝ － ｅｘｐ（ｅ －ｔ（ ｑ̇ － ｑ））｛［ － ｅ －ｔ（ ｑ̇ － ｑ）］ζ － ｅ －ｔξ ＋ ｅ －ｔ（ ξ̇ － ｑ̇ζ̇） ＋ ζ̇｝， （１６）
将式（１５） 代入式（１６），得

　 　 　 　 Ｇ̇ ＝ ０， （１７）
于是有

　 　 　 　 Ｇ ＝ ０． （１８）
因此生成函数（１５） 相应于系统的 Ｌｉｅ 对称性．由式（１１），我们得到

　 　 　 　 ＩＮ ＝ ｅｘｐ［ｅ －ｔ（ ｑ̇ － ｑ）］ ＝ ｃｏｎｓｔ． （１９）
式（１９） 为系统的 Ｌｉｅ 对称性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．

２　 指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｍｅｉ 对称性定理

２．１　 Ｍｅｉ 对称性 　 指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数在无限小变换（４） 下成为
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定义 ２　 如果在无限小变换（４） 下成立

　 　 　 　 Ｅｓ（ｅｘｐＬ∗） ＝ ０， （２１）

其中 Ｅｓ ＝
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，则相应不变性称为指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（１） 的 Ｍｅｉ 对称性．

由公式（２０） 和（２１），我们有

如果无限小生成函数 ζ 和 ξ ｓ 满足如下 Ｍｅｉ 对称性确定方程

　 　 　 　 Ｅｓ｛Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）｝ ＝ ０， （２２）
则无限小变换相应于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（１） 的 Ｍｅｉ 对称性．
２．２　 结构方程与Ｍｅｉ守恒量 　 对于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下动力学系统（１），Ｍｅｉ对称性在一定条件下可直

接导致 Ｍｅｉ 守恒量，有如下定理

定理２　 对于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下动力学系统（１），如果无限小生成函数 ζ，ξ ｓ 相应于系统的Ｍｅｉ对称

性，且存在规范函数 ＧＭ ＝ ＧＭ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） 使得如下 Ｍｅｉ 对称性结构方程

　 　 　 　 Ｘ（１）（ｅｘｐＬ） ζ̇ ＋ Ｘ（１）｛Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）｝ ＋ Ｇ̇Ｍ ＝ ０ （２３）
成立，则系统的 Ｍｅｉ 对称性导致 Ｍｅｉ 守恒量，形如

　 　 　 　 ＩＭ ＝ Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）ζ ＋ 􀆟Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）
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（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＋ ＧＭ ＝ ｃｏｎｓｔ． （２４）
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定理 ２ 称为指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（１） 的 Ｍｅｉ 对称性定理．
２．３　 算例

例 ２　 设指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量为

　 　 　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ）ｄｔ， （２５）

试研究该系统的 Ｍｅｉ 对称性与 Ｍｅｉ 守恒量．
方程（１） 给出

　 　 　 　 ｔｑ·· ＋ ２ｑ̇ ＝ ０， （２６）
由式（７），计算可得

　 　 　 　 Ｘ（１）（ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ）） ＝ ［ζｑ̇ ＋ ξ ＋ ｔ（ ξ̇ － ｑ̇ζ̇）］ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ）， （２７）
如取生成函数

　 　 　 　 ζ ＝ ｔ，ξ ＝ － １， （２８）
则有

　 　 　 　 Ｘ（１）（ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ）） ＝ － ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ） ． （２９）
由式（２３） 和式（２８），得到

　 　 　 　 Ｇ̇Ｍ ＝ ０， （３０）
于是有

　 　 　 　 ＧＭ ＝ ０． （３１）
因此生成函数（２８） 相应于系统的 Ｍｅｉ 对称性．由式（２４），我们得到

　 　 　 　 ＩＭ ＝ ｔ２ ｑ̇ｅｘｐ（ ｔｑ̇ ＋ ｑ） ＝ ｃｏｎｓｔ． （３２）
式（３２） 为系统的 Ｍｅｉ 对称性导致的 Ｍｅｉ 守恒量．

３　 幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｌｉｅ 对称性定理

３．１　 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程 　 假设系统的位形由 ｎ个广义坐标 ｑｓ（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） 确定，则幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下动

力学系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为［２８］
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假设系统非奇异，即

　 　 　 　 ｄｅｔ
􀆟２Ｌ

􀆟ｑ̇ｓ􀆟ｑ̇ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≠ ０， （３４）

则由式（３３） 可求得广义加速度，记作

　 　 　 　 ｑ··ｓ ＝ β ｓ（ ｔ，ｑ，ｑ̇），（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） ． （３５）
３．２　 Ｌｉｅ 对称性 　 方程（３５） 在无限小变换（４） 下的不变性归结为满足如下 Ｌｉｅ 对称性确定方程

　 　 　 　 ξ··ｓ － ｑ̇ｓζ
·· － ２β ｓ ζ̇ ＝ Ｘ（１）（β ｓ），（ ｓ ＝ １，２，…，ｎ） ． （３６）

定义 ３　 如果变换（４） 的无限小生成函数 ζ 和 ξ ｓ 满足 Ｌｉｅ对称性确定方程（３６），则相应不变性称为幂

律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３） 的 Ｌｉｅ 对称性．
３．３　 结构方程与守恒量

定理 ３　 对于幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３），如果无限小生成函数 ζ，ξ ｓ 相应于系统的 Ｌｉｅ 对

称性，且存在规范函数 Ｇ ＝ Ｇ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） 使得如下 Ｌｉｅ 对称性结构方程

　 　 　 　 􀆟Ｌ
􀆟ｔ
ζ ＋ 􀆟Ｌ

􀆟ｑｓ
ξ ｓ ＋

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ ξ̇ｓ － ｑ̇ｓ ζ̇） ＋ Ｌ
１ ＋ γ

ζ̇ ＋ Ｇ̇
（１ ＋ γ）Ｌγ

＝ ０， （３７）

成立，则系统的 Ｌｉｅ 对称性导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量，形如
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　 　 　 　 ＩＮ ＝ Ｌγ Ｌζ ＋ （１ ＋ γ） 􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｇ ＝ ｃｏｎｓｔ． （３８）

证明

　 　 　 　
ｄＩＮ
ｄｔ

＝ （１ ＋ γ）Ｌγ ζ ｄＬ
ｄｔ

＋ γ
Ｌ

ｄＬ
ｄｔ

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＋ ｄ
ｄｔ

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＋ Ｌ
１ ＋ γ

ζ̇ ＋{
􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ ξ̇ｓ － ｑ··ｓζ － ｑ̇ｓ ζ̇） － 􀆟Ｌ
􀆟ｔ
ζ － 􀆟Ｌ

􀆟ｑｓ
ξ ｓ －

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

（ ξ̇ｓ － ｑ··ｓ ζ̇） － Ｌ
１ ＋ γ

ζ̇} ＝

（１ ＋ γ）Ｌγ γ
Ｌ

ｄＬ
ｄｔ

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

＋ ｄ
ｄｔ

􀆟Ｌ
􀆟ｑ̇ｓ

－ 􀆟Ｌ
􀆟ｑｓ

{ } （ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＝ ０．

定理 ３ 称为幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３） 的 Ｌｉｅ 对称性定理．
３．４　 算例

例 ３　 设幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量为

　 　 　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
［ ｔｑ̇ ＋ ｑ）］ γ ＋１ｄｔ， （３９）

其中 γ ＝ １，试研究该系统的 Ｌｉｅ 对称性和 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．
由式（３３），系统的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 方程为

　 　 　 　 ｔｑ·· ＋ ２ｑ̇ ＝ ０， （４０）
由方程（３６），Ｌｉｅ 对称性确定方程为

　 　 　 　 ξ·· － ｑ̇ξ·· ＋ ４ｑ̇
ｔ
ζ̇ ＝ ζ ２ｑ̇

ｔ２
－ ２

ｔ
（ ξ̇ － ｑ̇ζ̇）， （４１）

取

　 　 　 　 ζ ＝ ０，ξ ＝ － １
ｔ
， （４２）

由方程（３７），得到

　 　 　 　 Ｇ̇ ＝ － ［ ｔｑ̇ ＋ ｑ）］｛２ｑ̇ζ ＋ ２ξ ＋ ２ｔ（ ξ̇ － ｑ̇ζ̇） ＋ ［ ｔｑ̇ ＋ ｑ］ ζ̇｝ ． （４３）
将式（４２） 代入式（４３），得

　 　 　 　 Ｇ̇ ＝ ０， （４４）
于是有

　 　 　 　 Ｇ ＝ ０． （４５）
因此生成函数（４２） 相应于系统的 Ｌｉｅ 对称性．由式（３８），我们得到

　 　 　 　 ＩＮ ＝ － ２［ ｔｑ̇ ＋ ｑ）］ ＝ ｃｏｎｓｔ． （４６）
式（４６） 为系统的 Ｌｉｅ 对称性导致的 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量．

４　 幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统的 Ｍｅｉ 对称性定理

４．１　 Ｍｅｉ 对称性 　 幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数在无限小变换（４） 下成为

　 　 　 　 Ｌ∗１＋γ ＝ Ｌ１＋γ ｔ∗，ｑ∗
ｓ ，

ｄｑ∗
ｓ

ｄｔ∗
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ Ｌ１＋γ（ ｔ，ｑｓ，ｑ̇ｓ） ＋ εＸ（１）（Ｌ１＋γ）） ＋ Ｏ（ε ２） ． （４７）

定义 ４　 如果在无限小变换（４） 下成立

　 　 　 　 Ｅｓ（Ｌ∗１＋γ） ＝ ０， （４８）
则相应不变性称为幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３） 的 Ｍｅｉ 对称性．

由式（４７） 和（４８），我们有

如果无限小生成函数 ζ 和 ξ ｓ 满足如下 Ｍｅｉ 对称性确定方程

　 　 　 　 Ｅｓ｛Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）｝ ＝ ０， （４９）
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则无限小变换相应于幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３） 的 Ｍｅｉ 对称性．
４．２　 结构方程与Ｍｅｉ守恒量 　 对于幂律Ｌａｇｒａｎｇｅ函数下动力学系统（３３），Ｍｅｉ对称性在一定条件下可直

接导致 Ｍｅｉ 守恒量，有如下定理

定理 ４　 对于幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３），如果无限小生成函数 ζ，ξ ｓ 相应于系统的 Ｍｅｉ 对

称性，且存在规范函数 ＧＭ ＝ ＧＭ（ ｔ，ｑ，ｑ̇） 使得如下 Ｍｅｉ 对称性结构方程

　 　 　 　 Ｘ（１）（Ｌ１＋γ） ζ̇ ＋ Ｘ（１）｛Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）｝ ＋ Ｇ̇Ｍ ＝ ０ （５０）
成立，则系统的 Ｍｅｉ 对称性导致 Ｍｅｉ 守恒量，形如

　 　 　 　 ＩＭ ＝ Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）ζ ＋ 􀆟Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）
􀆟ｑ̇ｓ

（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＋ ＧＭ ＝ ｃｏｎｓｔ． （５１）

证明

　 　 　 　
ｄＩＭ
ｄｔ

＝ ｄＸ（１）（Ｌ１＋γ）
ｄｔ

ζ ＋ Ｘ（１）（Ｌ１＋γ） ζ̇ ＋ ｄ
ｄｔ

􀆟Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）
􀆟ｑ̇ｓ

（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＋

􀆟Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）
􀆟ｑ̇ｓ

（ ξ̇ｓ － ｑ··ｓζ － ｑ̇ｓ ζ̇） － Ｘ（１）（Ｌ１＋γ） ζ̇ － Ｘ（１）｛Ｘ（１）（Ｌ１＋γ）｝ ＝

ｄ
ｄｔ

􀆟Ｘ（１）（Ｌ）
􀆟ｑ̇ｓ

－ 􀆟Ｘ（１）（Ｌ）
􀆟ｑｓ

＋ γ
Ｌ

􀆟Ｘ（１）（Ｌ）
􀆟ｑ̇ｓ

ｄＬ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ （１ ＋ γ）Ｌγ（ξ ｓ － ｑ̇ｓζ） ＝ ０．

定理 ４ 称为幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下动力学系统（３３） 的 Ｍｅｉ 对称性定理．
４．３　 算例

例 ４　 设幂律 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 作用量为

　 　 　 　 Ｓ ＝ ∫ｔ ２
ｔ１
［ ｑ̇ ＋ ｅ －ｑ ＋ ｔ］ １＋γｄｔ， （５２）

其中 γ ＝ １，试研究该系统的 Ｍｅｉ 对称性与 Ｍｅｉ 守恒量．
方程（３３） 给出

　 　 　 　 ｑ·· ＋ ｅ －２ｑ ＋ ｔｅ －ｑ ＋ １ ＝ ０． （５３）
由式（７），计算可得

　 　 　 　 Ｘ（１）（（ ｑ̇ ＋ ｅ －ｑ ＋ ｔ） ２） ＝ ２（ ｑ̇ ＋ ｅ －ｑ ＋ ｔ）［ζ － ｅ －ｑξ ＋ ξ̇ － ｑ̇ζ̇］ ． （５４）
如取生成函数

　 　 　 　 ζ ＝ １，ξ ＝ ０， （５５）
则有

　 　 　 　 Ｘ（１）（（ ｑ̇ ＋ ｅ －ｑ ＋ ｔ） ２） ＝ ２（ ｑ̇ ＋ ｅ －ｑ ＋ ｔ） ． （５６）
由式（５０） 和式（５５），得到

　 　 　 　 Ｇ̇Ｍ ＝ － ２， （５７）
于是有

　 　 　 　 ＧＭ ＝ － ２ｔ． （５８）
因此生成函数（５５） 相应于系统的 Ｍｅｉ 对称性．由式（５１），我们得到

　 　 　 　 ＩＭ ＝ ２ｅ －ｑ ＝ ｃｏｎｓｔ． （５９）
式（５９）为系统（５３）的 Ｍｅｉ 对称性导致的 Ｍｅｉ 守恒量．

５　 结　 论

非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数由于其形式更一般且可用于非线性问题或耗散系统的动力学建模，因而可望将

分析力学理论和方法应用于解决非线性问题，同时标准的 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数是其特例，因此非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函

数下动力学研究具有重要的理论意义与应用价值．文章提出并研究了基于两类非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数的动
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力学系统的 Ｌｉｅ 对称性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ 守恒量，Ｍｅｉ 对称性与 Ｍｅｉ 守恒量．主要结果为文中的 ４ 个定理．非标准

Ｌａｇｒａｎｇｅ 函数动力学理论可进一步拓展到基于非标准 Ｈａｍｉｌｔｏｎ 函数或基于非标准 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ 函数的动力学

系统．
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