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摘要：分数阶广义 Ｂａｇｌｅｙ－Ｔｏｒｖｉｋ 方程作为松弛－振动模型中的一个广义模型，具有较好的物理背景，它在

研究复杂介质中的振动问题以及牛顿粘弹性流体中刚性板块浸入的振动问题方面有很好的应用．利用 Ｌａｐｌａｃｅ
变换，研究了分数阶广义 Ｂａｇｌｅｙ－Ｔｏｒｖｉｋ 方程的精确解，在不同的参数条件下获得了该模型的各种解析解，并讨

论了这些解的动力学行为．为了能够直观地展示这些精确解的动力学性质，利用 Ｍａｐｌｅ 软件绘出了几个具有代

表性的精确解随时间演化的坐标图形．
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分数阶微分方程模型具有深刻的物理背景和丰富的理论内涵，已经在众多学科领域中得到了很好的

应用，如：黏弹性流体力学［１－４］、信号处理［５－７］、系统控制［８－９］、物质反常扩散和热传导［１０－１３］、生物学［１４－１６］、
磁力学［１７－１９］以及其它众多学科．随着科学研究的深入，人们在探讨分数阶算子的物理和力学背景时发现，
过去许多由整数阶微分算子来定义的经典力学理论备受挑战，如：湍流速度场的不规则起伏，大气湍流速

度场中风在振动和方向上是随机剧烈变化的，从而导致湍流速度场中的速度不满足经典力学中的整数阶

可微；复杂的黏弹性材料具有记忆性，弹性固体的胡克定律和黏弹性流体的牛顿定律都无法准确地描述这

种记忆现象．然而，建立在分数阶微积分基础上的非经典力学却能够很好地用来描述和刻画以上这些“反
常”的物理学现象，这也是分数阶微分方程越来越受到人们重视的主要原因之一．在这个大背景下，人们在

科学研究中建立了许许多多的分数阶微分方程模型．由于求分数阶微分方程的精确解往往比较困难，所以

正如文献［２０－２１］中所提及的那样，目前大多数工作主要集中在解和正解的存在性研究，与这类研究不同

的是本文的工作将立足于分数阶微分方程在精确解方面的探索与研究．
本文将利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换研究下列分数阶广义 Ｂａｇｌｅｙ－Ｔｏｒｖｉｋ 方程的精确解及动力学性质

　 　 　 　 Ａｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ Ｂｃ
０Ｄβ

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ Ｃｙ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， （１）

其中ｃ
０Ｄα

ｔ ＝ α

ｔα
为 Ｃａｐｕｔｏ 型微分算子，阶数 ０ ＜ α ≤ ２，０ ＜ β ≤ ２，系数 Ａ，Ｂ，Ｃ 为常数且 Ｃ ≠ ０，ｆ（ ｔ） 通常

表示外力是［０， ＋ ∞ ） 上的连续函数，Ｂ 为阻尼项系数可以为 ０（为 ０ 时的方程称为无阻尼模型），特别当

ｆ（ ｔ） ＝ ０ 时表示模型不受外力作用．

当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ２ｓ μρ ，Ｃ ＝ κ，α ＝ ２，β ＝ ３
２

时，方程（１） 是数理学家 Ｔｏｒｖｉｋ 和 Ｂａｇｌｅｙ 于 １９８４ 年研究牛
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顿黏弹性流体中的刚性板块浸入的振动问题时所提出的松弛 － 振动模型［２２］ ．特别地，当参数条件改变时，
模型所刻画的物理现象也有所不同，在其它一些特殊参数条件下，方程（１） 还可以变成其它模型，例如：当
Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ κ，１ ＜ α≤２时，方程（１） 可视为理想状态下（无阻尼） 分数阶弹簧振子模型，可用于研究

由黏弹性材料做成的弹簧在既无阻尼又无外力干扰作用下的运动规律；当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ μ，Ｃ ＝ ｇ
ｌ
，α ＝ ２，０ ＜

β ≤ １ 时，方程（１） 变成带阻尼的分数阶单摆线性模型，可以研究单摆在复杂介质中的振动规律．由此可

见，该方程作为松弛 － 振动模型中的一个广义模型，它不但在研究复杂介质中的振动问题时有很好的应

用，而且在研究牛顿黏弹性流体中的刚性板块浸入振动问题方面也有很好的应用，甚至在其它一些工程和

科学技术中也得到了很好的应用，如磁流变减震系统和橡胶弹簧系统［２３］ 等．由于方程是分数阶模型，相比

于整数阶模型而言要获得方程（１） 的解却十分的困难，于是，围绕着这个方程的求解问题，最近一些学者

做了一些非常有意义的工作．在文献［２３］ 中，Ｃｈｅｎ 和 Ｌｉ 等建立的磁流变减震系统就是方程（１） 在 α ＝ ２，

β ＝ ３
２

下的一种特殊形式，他们研究了这个系统的力学性质，解释了为什么分数阶减震系统在吸收能量方

面优于整数阶减震系统的原因，文中还进行了方程的数值解与由 Ａｄｏｍｉａｎ 分解法获得的近似解之间的误

差比较；在文献［２４］ 中，Ｙｏｕｓｓｒｉ 利用 Ｃａｐｕｔｏ 微分算子矩阵在 α ＝ ２，β ＝ ３
２

的情况下研究了方程（１） 的近

似解；在文献［２５］ 中，Ｒａｊａ，Ｋｈａｎ 和 Ｑｕｒｅｓｈｉ 利用一个随机技巧研究了方程（１），也获得了一些解析的近似

解；在文献［２６］ 中，Ｚ．Ｗａｎｇ 和 Ｘ．Ｗａｎｇ 研究了当导数的阶数为可变函数时，由方程（１） 引伸出来的系列方

程的一般解的形式表达式；在文献［２７］ 中，当参数条件满足 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ２ｓ μρ ，Ｃ ＝ κ，α ＝ ２，β ＝ ３
２

时，李慧

芳研究了方程（１） 数值解，对数值解的收敛性进行了详细的分析，给出了误差估计并进行了数值模拟．尽
管以上提及的这些文献给出了方程（１） 的一些近似解析解和数值解，但是针对它的精确解的研究却非常

少，据我们所知目前还未发现相关报道．众所周知，精确解能够更加精准的描述和分析模型所刻画的动力

学行为和现象，能全面反映模型所刻画的动力学行为随参数和初始条件变化的发展趋势，为此在这篇文章

中，我们利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，重点讨论该方程在一些特殊参数条件下的精确解及其动力学性质．下面我们将

在参数 Ａ，Ｂ，Ｃ，α，β 的不同取值条件下来讨论分数阶 Ｂａｇｌｅｙ － Ｔｏｒｖｉｋ 方程的各种精确解及其动力学性质．

１　 无阻尼松弛 － 振动模型的精确解及其动力学性质

本节我们讨论无阻尼情况下分数阶单摆和弹簧振子模型的精确解及其动力学性质．

情形 １　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ ｍｇ
ｌ
，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ ０ 时，方程（１） 可以变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｇ
ｌ
ｙ（ ｔ） ＝ ０， （２）

其中 ｇ为重力加速度，ｌ为单摆悬线长度，ｙ表示摆角，此模型能够描述用黏弹性材料做成的悬线在外力为０
的理想状态下的单摆的振动情况，是一个线性模型．显然，当α ＝ ２时，方程（２） 就变成经典的整数阶单摆线

性模型．为了获得该方程的精确解，我们不妨设初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ（０） ＝ Ｃ２ 为任意常数，这样可以获得它

的通解．在（２） 式两边同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：

　 　 　 　 Ｑ［Ｄα
ｔ ｙ（ ｔ）］ ＋ Ｑ ｇ

ｌ
ｙ（ ｔ）é

ë
êê

ù

û
úú ＝ ０， （３）

即

　 　 　 　 ｓαＹ（ ｓ） － ｓα－１ｙ（０） － ｓα－２ｙ′（０） ＋ ｇ
ｌ
Ｙ（ ｓ） ＝ ０． （４）

由（４） 式和初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ（０） ＝ Ｃ２ 解得：
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　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

， （５）

对（５） 式两端同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得：

　 　 　 　 Ｑ －１［Ｙ（ ｓ）］ ＝ Ｑ －１

Ｃ１ｓα
－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

＋ Ｑ －１

Ｃ２ｓα
－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （６）

完成（６） 式的逆运算可得分数阶无阻尼单摆模型（２） 的精确解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ１Ｅα，１ － ｇ
ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － ｇ

ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （７）

由于 Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数，（７） 式也可以看作通解．上式中形如 Ｅα，β（λｔα） ＝ 
∞

ｋ ＝ ０

（λｔα） ｋ

Γ（αｋ ＋ β）
的函数为双参数

Ｍｉｔｔａｇ － Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数，是一个特殊的解析函数，以下情形相同，概不赘述．
情形 ２　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ κ，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ ０ 时，方程（１） 可以变为

　 　 　 　 Ｄα
ｔ ｙ（ ｔ） ＋ κ

ｍ
ｙ（ ｔ） ＝ ０， （８）

其中 ｍ 为弹簧上所悬挂的刚性物体的质量，κ 为弹簧的弹性系数．方程（８） 可描述由黏弹性材料做成的弹

簧振子模型（如橡胶弹簧） 的运动规律，设初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ′（０） ＝ Ｃ２ 为任意常数．类似地，可得到分数

阶无阻尼弹簧振子模型（８） 的精确解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ１Ｅα，１ － κ
ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － κ

ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （９）

情形 ３　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ ｍｇ
ｌ
，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ ｍｔｎ 时，方程（１） 变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｇ
ｌ
ｙ（ ｔ） ＝ ｔｎ， （１０）

其中 ｎ 为正整数．方程（１０） 为具有外力的分数阶无阻尼单摆振动模型．同样设初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ′（０） ＝
Ｃ２ 为任意常数．在（１０） 式两边同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：

ｓαＹ（ ｓ） － ｓα－１ｙ（０） － ｓα－２ｙ′（０） ＋ ｇ
ｌ
Ｙ（ ｓ） ＝ ｎ！

ｓｎ＋１
． （１１）

从上式解得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ ｎ！ ｓ －（ｎ＋１）

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

， （１２）

对（１２） 式两端同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得：

　 　 　 　 Ｑ －１［Ｙ（ ｓ）］ ＝ Ｑ －１
ｎ！ ｓ －（ｎ＋１）

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （１３）

完成（１３） 式的逆运算获得非齐次方程（１０） 的通解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｎ！ ｔα＋ｎＥα，α＋ｎ＋１ － ｇ
ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ１Ｅα，１ － ｇ

ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － ｇ

ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１４）

情形 ４　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ κ，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ ｍｔｎ 时，方程（１） 变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ κ
ｍ
ｙ（ ｔ） ＝ ｔｎ， （１５）

其中 ｎ 为正整数．方程（１５） 为具有外力的分数阶无阻尼黏弹性弹簧振子模型．在任意的初值条件 ｙ（０） ＝

４１ 云南大学学报（自然科学版） 　 ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｙｎｄｘｘｂ．ｙｎｕ．ｅｄｕ．ｃｎ　 　 　 　 　 　 　 　 　 第 ４０ 卷



Ｃ１，ｙ′（０） ＝ Ｃ２ 下，分数阶无阻尼粘弹性弹簧振子模型（１５） 的精确解为：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｎ！ ｔα＋ｎＥα，α＋ｎ＋１ － κ
ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ１Ｅα，１ － κ

ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － κ

ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （１６）

情形 ５　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ ｍｇ
ｌ
，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ σ 时，方程（１） 变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｇ
ｌ
ｙ（ ｔ） ＝ σ， （１７）

其中σ，σ 为常数．方程（１７） 为具有恒定外力的分数阶无阻尼单摆振动模型．设初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ′（０） ＝
Ｃ２ 为任意常数．在（１７） 式两边同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：

　 　 　 　 ｓαＹ（ ｓ） － ｓα－１ｙ（０） － ｓα－２ｙ′（０） ＋ ｇ
ｌ
Ｙ（ ｓ） ＝ σ

ｓ
． （１８）

从上式解得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ σｓ －１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

， （１９）

对（１９） 式两端同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得：

　 　 　 　 Ｑ －１［Ｙ（ ｓ）］ ＝ Ｑ －１
ｓα－（１＋α）

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ ｇ
ｌ

＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ ｇ
ｌ

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
． （２０）

完成（２０） 式的逆运算获得非齐次方程（１７） 的通解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ σｔαＥα，α＋１ － ｇ
ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ１Ｅα，１ － ｇ

ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － ｇ

ｌ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２１）

情形 ６　 当 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ０，Ｃ ＝ κ，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） ＝ σ 时，方程（１） 变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ κ
ｍ
ｙ（ ｔ） ＝ σ， （２２）

其中 σ，σ 为常数．方程（２２） 为具有外力的分数阶无阻尼黏弹性弹簧振动模型．在任意的初值条件 ｙ（０） ＝
Ｃ１，ｙ′（０） ＝ Ｃ２ 下，分数阶无阻尼黏弹性弹簧振动模型（２２） 的精确解为：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ σｔαＥα，α＋１ － κ
ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ１Ｅα，１ － κ

ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － κ

ｍ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２３）

情形 ７　 当 Ａ ≠ ０，Ｃ ≠ ０，Ｂ ＝ ０，１ ＜ α ＜ ２，ｆ（ ｔ） 为其它函数时，方程（１） 可以变为

　 　 　 　 Ａｃ
０Ｄα

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ Ｃｙ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ）， （２４）
设初值条件 ｙ（０） ＝ Ｃ１，ｙ′（０） ＝ Ｃ２ 为任意常数．对（２４） 式施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：

　 　 　 　 Ａ［ ｓαＹ（ ｓ） － ｓα－１ｙ（０） － ｓα－２ｙ′（０）］ ＋ ＣＹ（ ｓ） ＝ Ｆ（ ｓ）， （２５）
从而

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ １
Ａ

Ｆ（ ｓ）
ｓα ＋ Ｃ

＋
Ｃ１ｓα

－１

ｓα ＋ Ｃ
＋
Ｃ２ｓα

－２

ｓα ＋ Ｃ
． （２６）

对（２６） 式两端同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换可得方程（２４） 的解的一般表达形式：

ｙ（ ｔ） ＝ １
２πｉ∫

Ｒｅ（ ｓ） ＋ ｉ∞

Ｒｅ（ ｓ） － ｉ∞

Ｆ（ ｓ）
Ａ（ ｓα ＋ Ｃ）

ｅｓｔｄｓ ＋ Ｃ１Ｅα，１ － Ｃ
Ａ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２ ｔＥα，２ － Ｃ

Ａ
ｔαæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （２７）

当外力函数 ｆ（ ｔ） 复杂时，它的Ｌａｐｌａｃｅ变换式Ｆ（ ｓ） 比较复杂，从而导致上式中反演变换部分的积分尤其复

杂，因此要想通过（２７） 式来获得方程（２４） 的精确解是十分困难的．
为了能够直观地反映无阻尼分数阶弹簧振子和单摆模型的运动规律和动力学性质，我们以解（９） 和

解（２１） 为例，分别绘出它们的坐标图形，通过图像能够显示振幅随时间变化的动力学演化行为．取固定参
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数值 α ＝ １．８，Ｃ１ ＝ ２，Ｃ２ ＝ ０，ｍ ＝ １，κ ＝ ０．５，ｔ ∈ ［０．０１，２５．２］，绘出解（９） 的坐标图，见图 １．
从图 １ 可以看出，即便是在理想状态下，由于弹簧的材料是由黏弹性材料做成的，如橡胶弹簧等，它有

记忆性，因此弹簧在振动过程中振幅会随着时间的增加而减小，最终回到平衡位置．从图 １ 还可以看出，初
始时，弹簧被拉离平衡位置，此时运动速度为 ０（Ｃ２ ＝ ０） ．

类似地，取固定参数值 σ ＝ ０．５，α ＝ １．８，Ｃ１ ＝ ３，Ｃ２ ＝ － ８，ｌ ＝ １０，ｇ ＝ ９．８，ｔ ∈ ［０．１，２０］，绘出解（２１） 的

坐标图，见图 ２．

　 　 图 １　 无阻尼的分数阶弹簧振子模型振幅随时间增加

而递减的动力学行为图

　 　 Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ
ｕｎｄａｍｐｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｐｒｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ｄｅｃｒｅａｓｅｓ
ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ

　 　 图 ２　 无阻尼的分数阶弹单摆模型振幅随时间增加而

递减的动力学行为图

　 　 Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ
ｕｎｄａｍｐｅｄ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｉｍｐｌｅ ｐｅｎｄｕｌｕｍ ｍｏｄｅｌ ｄｅｃｒｅａ⁃
ｓｅｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ

　 　 从图 ２ 也可以看出，即便是在理想状态下，由于单摆的悬线材料是由有记忆性的粘弹性材料做成的，
因此单摆在振动过程中振幅同样会随着时间的增加而减小，这与整数阶单摆模型在理想状态下保持不变

振幅的周期振动相比，显得有些“反常”，这种反常现象完全是由于复杂的弹性悬线材料所引起的．以上 ２
种现象，就像文献［２１］中所研究的磁流变减震系统那样，由特殊材料做成的分数阶模型系统在减震吸收

效果方面确实优于整数阶模型系统，这也是这么多年来分数阶数学建模以及分数阶微分方程越来越受到

人们的亲睐和重视的一个原因．但是，由于目前分数阶微积分的理论发展得还不够完善，再加上分数阶微

积分的定义本身就比整数阶微积分的定义复杂，所以在科学研究中，特别是在分数阶的数学模型的求解方

面还不能像整数阶微分方程领域求解那样可以得心应手．

２　 带阻尼的松弛－振动模型的精确解及其动力学性质

这一节，我们仅以数理学家 Ｔｏｒｖｉｋ 和 Ｂａｇｌｅｙ 于 １９８４ 年研究牛顿黏弹性流体中的刚性板块浸入的振动

问题时提出的松弛－振动模型［２２］为例来讨论带阻尼的分数阶 Ｔｏｒｖｉｋ－ Ｂａｇｌｅｙ 方程的精确解及其动力学行

为．

情形 １　 当参数 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ２Ｓ μρ ，Ｃ ＝ κ，α ＝ ２，１ ＜ β ＜ ２ 时，方程（１） 就变为

　 　 　 　 ｙｎ（ ｔ） ＋ ｂｃ
０Ｄβ

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｃｙ（ ｔ） ＝ ｆ（ ｔ），１ ＜ β ＜ ２， （２８）

且满足初值条件 ｙ（０） ＝ ｙ′（０） ＝ ０．其中 ｂ ＝ ２Ｓ μρ
ｍ

，ｃ ＝ κ
ｍ

且 ｍ 为弹簧上悬挂的重物的质量，κ 为弹簧的弹

性系数，μ为阻尼系数，Ｓ为重物的横切面面积，ρ为黏弹性流体（介质） 的密度，ｖ为重物的体积，ｇ为重力加

速度，ｆ（ ｔ） 为合外力．显然原始模型中 β ＝ ３
２

只是方程（２８） 的一种特殊情况，这表明方程（２８） 可以描述更

为复杂的黏弹性流体中刚性板块浸入后的弹性振动问题．
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在初值条件 ｙ（０） ＝ ｙ′（０） ＝ ０ 下对（２８） 式两边同时施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：
　 　 　 　 ｓ２Ｙ（ ｓ） ＋ ｂｓβＹ（ ｓ） ＋ ｃＹ（ ｓ） ＝ Ｆ（ ｓ） ． （２９）

由方程（２９） 解得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ Ｆ（ ｓ）
ｓ２ ＋ ｂｓβ ＋ ｃ

． （３０）

在（３０） 式中取

　 　 　 　 ｇ３（ ｓ） ＝ １
ｓ２ ＋ ｂｓβ ＋ ｃ

． （３１）

上式整理成：

　 　 　 　 ｇ３（ ｓ） ＝ １
ｓ２ ＋ ｂｓβ ＋ ｃ

＝ １
ｃ

ｃｓ －β

ｓ２－β ＋ ｂ
１

１ ＋ ｃｓ －β

ｓ２－β ＋ ｂ

＝ １
ｃ 

∞

ｋ ＝ ０
（ － １） ｋｃｋ＋１ ｓ －β（ｋ＋１）

（ ｓ２－β ＋ ｂ） ｋ＋１ ． （３２）

对（３２） 式取 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换得下列 Ｇｒｅｅｎ 函数：

　 　 　 　 Ｇ３（ ｔ） ＝ 
∞

ｋ ＝ ０

（ － １） ｋ

ｋ！
ｃｋ ｔ２ｋ＋１Ｅ（ｋ）

２－β，２＋βｋ（ － ｂｔ２－β） ． （３３）

于是，带阻尼的分数阶 Ｔｏｒｖｉｋ － Ｂａｇｌｅｙ 方程的解为 Ｇｒｅｅｎ 函数与 ｆ（ ｔ） 的卷积，即

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｇ３（ ｔ）∗ ｆ（ ｔ） ＝ ∫ｔ
０
Ｇ３（ ｔ － τ） ｆ（τ）ｄτ． （３４）

显然要想将（３３） 式代入（３４） 式后通过积分来获得分数阶 Ｔｏｒｖｉｋ － Ｂａｇｌｅｙ 方程的精确解的确是非常困难

的，但在实际中可以通过（３４） 式的数值成像来展示解的动力学性质和动力学行为．

情形 ２　 当参数 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ２ｓ μρ ，Ｃ ＝ κ，α ＝ ２β，０ ＜ β ＜ １，ｆ（ ｔ） ＝ ０ 时，方程（１） 就变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄ２β

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｂｃ
０Ｄβ

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｃｙ（ ｔ） ＝ ０，０ ＜ β ＜ １， （３５）
对于方程（３５） 这样的线性齐次方程，我们类似于整数阶线性齐次微分方程那样设方程（３５） 的一个基本

解为下列单参数形式的 Ｍｉｔｔａｇ － Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｅβ（λｔβ）， （３６）
其中 λ 为待定的非 ０ 常数． 将（３６） 式代入方程（３５） 中，利用 Ｍｉｔｔａｇ － Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数的 ｍβ 阶导数公式

ｄｍβ

ｄｔｍβ
Ｅβ（λｔβ） ＝ λｍＥβ（λｔβ）（ｍ ∈ Ｎ ＋） 可得：

　 　 　 　 λ ２Ｅβ（λｔβ） ＋ ｂλＥβ（λｔβ） ＋ ｃＥβ（λｔβ） ＝ ０． （３７）
上式约去 Ｍｉｔｔａｇ － Ｌｅｆｆｌｅｒ 函数得：

　 　 　 　 λ ２ ＋ ｂλ ＋ ｃ ＝ ０． （３８）
方程（３８） 有点类似于整数阶线性齐次微分方程的特征方程，当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＞ ０ 时，方程（３８） 有 ２ 个不相

等的实根 λ １，２ ＝ － ｂ ± ｂ２ － ４ｃ
２

，此时方程（３５） 有下列形式的精确解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ１Ｅβ
－ ｂ ＋ ｂ２ － ４ｃ

２
ｔβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２Ｅβ

－ ｂ － ｂ２ － ４ｃ
２

ｔβ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （３９）

其中 Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数；当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＝ ０，即 ｃ ＝ ｂ２

４
时，方程（３８） 有 ２ 个相等的实根 λ ＝－ ｂ

２
，此时方程

（３５） 有下列形式的精确解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ０Ｅβ － ｂ
２
ｔβæ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４０）

其中 Ｃ０ 为任意常数．由于方程（３５） 是分数阶的，因此我们无法像处理整数阶线性齐次方程具有二重特征

根的情况时那样，把解（４０） 也写成那种把 Ｃ０ 部分变成一次函数的形式；当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＜ ０ 时，方程（３８）
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有 ２ 个共轭复根 λ １，２ ＝ － ｂ ± ｉ ４ｃ － ｂ２

２
（ ｉ 为虚数单位），此时方程（３５） 有下列形式的复值型解：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ１Ｅβ，１
－ ｂ ＋ ｉ ４ｃ － ｂ２

２
ｔβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ２Ｅβ，１

－ ｂ － ｉ ４ｃ － ｂ２

２
ｔβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， （４１）

其中 Ｃ１，Ｃ２ 为任意常数．我们也无法像处理整数阶线性齐次方程那样，把这个复值解写成一个解析的实值

解，但在 ２ 个初值条件相等时，我们却可以将复值解（４１） 写成实值的无穷级数形式，若记 λ １，２ ＝ － ｂ
２

±

４ｃ － ｂ２

２
ｉ ＝ ｒ（ｃｏｓθ ± ｉｓｉｎθ），ｒ ＝ ｃ，θ ＝ ａｒｃｔａｎ ４ｃ － ｂ２

－ ｂ
．则当 Ｃ１ ＝ Ｃ２ ＝ Ｃ０ 为非 ０ 常数时，复值解（４１） 可写

成实值的无穷级数形式：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ Ｃ０
∞

ｋ ＝ ０

２ ｃ ｔβ( )
ｋ

Γ（βｋ ＋ １）
ｃｏｓ ｋａｒｃｔａｎ ４ｃ － ｂ２

－ ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４２）

情形 ３　 当参数 Ａ ＝ ｍ，Ｂ ＝ ２ｓ μρ ，Ｃ ＝ κ，α ＝ ２β，０ ＜ β ＜ １，ｆ（ ｔ） ＝ ｍｇ － ρｇｖ 时，方程（１） 就变为

　 　 　 　 ｃ
０Ｄ２β

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｂｃ
０Ｄβ

ｔ ｙ（ ｔ） ＋ ｃｙ（ ｔ） ＝ ｇ １ － ρｖ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ，０ ＜ β ＜ １． （４３）

在这种情况下模型仅受弹簧的回复力、阻力、重力与刚性物体在粘弹性流体中的浮力等合力，而不受其它

外力的干涉作用．对于这个线性非齐次方程（４３），我们同样无法像处理整数阶线性非齐次方程那样先求对

应齐次方程的通解，再求它的一个特解的办法来获得其通解，显然整数阶求特解那套理论在分数阶这儿完

全行不通，于是只能对方程（４３） 两边施行 Ｌａｐｌａｃｅ 变换，为简便起见，不妨设初值条件为 ｙ（０） ＝ ｙ′（０），这
正是文献［２２］ 中所给出的初值条件，在这个条件下，我们来求方程（４３） 的特解．对方程（４３） 两边施行

Ｌａｐｌａｃｅ 变换得：

　 　 　 　 ｓ２βＹ（ ｓ） ＋ ｂｓβＹ（ ｓ） ＋ ｃＹ（ ｓ） ＝ ｇ １ － ρｖ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
ｓ
． （４４）

当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＞ ０ 时，由方程（４４） 可得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ ｇ

ｂ２ － ４ｃ
１ － ρｖ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ －１

ｓβ － － ｂ ＋ ｂ２ － ４ｃ
２

－ ｓ －１

ｓβ － － ｂ － ｂ２ － ４ｃ
２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （４５）

记 ｓ －１ ＝ ｓβ －（β ＋１），对（４５） 式施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，我们获得非齐次方程（４３） 的一个特解为

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｇ（ｍ － ρｖ）

ｍ ｂ２ － ４ｃ
ｔβ Ｅβ，β ＋１

－ ｂ ＋ ｂ２ － ４ｃ
２

ｔβ
æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｅβ，β ＋１

－ ｂ － ｂ２ － ４ｃ
２

ｔβ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （４６）

当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＝ ０，即 ｃ ＝ ｂ２

４
时，由方程（４４） 可得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ ｇ １ － ρｖ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ －１

ｓβ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
＝ ｇ １ － ρｖ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓβ －（β ＋１）

ｓβ ＋ ｂ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ． （４７）

对（４７） 式施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，我们获得非齐次方程（４３） 的一个特解为

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｇ １ － ρｖ
ｍ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｔ２βＥ′β，β ＋１ － ｂ

２
ｔβæ

è
ç

ö

ø
÷ ． （４８）

当 Δ ＝ ｂ２ － ４ｃ ＜ ０ 时，由方程（４４） 可得：

　 　 　 　 Ｙ（ ｓ） ＝ ｇ

ｉ ４ｃ － ｂ２
１ － ρｖ

ｍ
æ

è
ç

ö

ø
÷

ｓ －１

ｓβ － － ｂ ＋ ｉ ４ｃ － ｂ２

２

－ ｓ －１

ｓβ － － ｂ － ｉ ４ｃ － ｂ２

２

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

． （４９）
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对（４９） 式施行 Ｌａｐｌａｃｅ 逆变换，我们获得非齐次方程（４３） 的一个复值解

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｇ（ｍ － ρｖ）

ｉｍ ４ｃ － ｂ２
ｔβ Ｅβ，β ＋１

－ ｂ ＋ ｉ ４ｃ － ｂ２

２
ｔβ

æ

è
ç

ö

ø
÷ － Ｅβ，β ＋１

－ ｂ － ｉ ４ｃ － ｂ２

２
ｔβ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （５０）

同样记 λ １，２ ＝ － ｂ
２

± ４ｃ － ｂ２

２
ｉ ＝ ｒ（ｃｏｓθ ± ｉｓｉｎθ），ｒ ＝ ｃ，θ ＝ ａｒｃｔａｎ ４ｃ － ｂ２

－ ｂ
．则复值解（５０） 可写成实值的

无穷级数形式：

　 　 　 　 ｙ（ ｔ） ＝ ｇ（ｍ － ρｖ）

ｍ ４ｃ － ｂ２
ｔβ

∞

ｋ ＝ １

２（ ｃ ｔβ） ｋ

Γ［β（ｋ ＋ １） ＋ １］
ｓｉｎ ｋａｒｃｔａｎ ４ｃ － ｂ２

－ ｂ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
． （５１）

为了能够直观地反映有阻尼的分数阶弹簧振子模型的运动规律和动力学性质，我们以解析解（３９） 和

（５１） 为例，分别绘出它们的坐标图形，通过图像能够显示振幅与时间的动力学演化行为．
取固定参数值 β ＝ ０．７５，Ｃ１ ＝ ０．５，Ｃ２ ＝ １，ｂ ＝ ５，ｃ ＝ ２，ｔ∈ ［０．０１，２．５］，我们绘出解（３９） 的坐标图，见图

３．从图 ３ 可以看出，在大阻尼情况下，弹簧在振动过程中振幅会随着时间的增加而迅速减小，很快回到平

衡态，在快达到平衡态时产生高频的微小震荡．类似地，取固定参数值 β ＝ ０．７５，ｍ ＝ １０，ｇ ＝ ９．８，ρ ＝ １．５，ｖ ＝
０．４，ｂ ＝ ２，ｃ ＝ ４，ｔ ∈ ［０．１，２．８］，我们绘出解（５１） 的坐标图，见图 ４．

　 　 图 ３　 带阻尼的分数阶弹簧振子模型振幅随时间增加

而迅速递减后发生高频震荡的效果图

　 　 Ｆｉｇ． ３ Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ｈｉｇｈ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ ｏｎ
ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｐｒｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ
ｗｉｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ ｒａｐｉｄｌｙ ｗｉｔｈ ｔｉｍｅ

　 　 图 ４　 带阻尼的分数阶弹簧振子模型振幅随时间增加

而增大的动力学行为图

　 　 Ｆｉｇ．４ Ｔｈｅ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｄｙｎａｍｉｃａｌ ｂｅｈａｖｉｏｒ ｆｏｒ ｔｈｅ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ ｏｆ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ ｓｐｒｉｎｇ ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ ｍｏｄｅｌ ｗｉｔｈ ｄａｍｐｉｎｇ ａｍｐｌｉ⁃
ｆｉｅｓ ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ｔｉｍｅ ｉｎｃｒｅａｓｅｓ

　 　 从图 ４ 可以看出，在弹性系数很大的情况下，超强弹簧在振动过程中振幅会随着时间的增加而迅速的

增大，就好像受到外力发生共振现象一样．然而弹簧此时并没有受到与固有频率相同的外力干扰，也没有

发生共振，只是这种“反常”现象是分数阶模型所特有的现象而已．这也是为什么分数阶模型与整数阶模型

非常不一样的地方，这将给我们一种提示，在共振系统（如振动器材）的设计方面，人们能否考虑将其设计

成用复杂材料（特殊材料）做成的分数阶共振系统呢？
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