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气体边界层对平面液膜的稳定性影响

衣　然，覃粒子

（北京航空航天大学 宇航学院，北京１００１９１）

摘要：利用线性化方程处理，分别以线性型、二次函数型以及修正的Ｓｔｏｋｅｓ型３种不同的气体速度型对自由平面液膜
进行了稳定性分析，并与无黏气体进行了对比；结果表明，修正的 Ｓｔｏｋｅｓ速度型与已有文献中的实验结果吻合最好，
且液膜的稳定性随边界层的厚度增大而提高。考虑气体黏性能够提高对平面液膜稳定性分析的准确性。
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　　自由平面液膜进入气体环境下的稳定性研究在造纸［１］、

薄膜淋涂［２］等行业中有广泛的应用价值，并对发动机燃烧室

中的喷雾燃烧［３］有着重要的基础研究意义。这是由于喷雾

质量对发动机燃烧效率尤为重要，而液流破碎雾化的先期就

是由射流的不稳定性所引发。平面液膜拥有较为简单的几

何结构，其不受视线遮挡的特点使其更易在实验中展现其表

面的波动情况及破裂阶段与相应特征。对于更常见的环形

液膜来说，平面液膜是其曲率半径趋近于无穷大时的极限情

况，但从不稳定的发展阶段和破裂特点来看，二者并没有本

质的区别［４］。因此，理论分析的相对简单性和实验观测的清

晰性导致平面液膜的不稳定性自２０世纪５０年代以来一直

是众多学者的研究方向［５－８］。通过总结前人的研究结果，可

以对平面液膜的稳定性给出以下简要的结论：① 平面液膜
的失稳状态分为反对称和对称两种模式，而失稳的主导模式

是要根据流体的物性参数及流动条件决定的；② 平面液膜
失稳的主要原因是气、液界面的速度差异引致的；③ 液体的
黏性对液膜的稳定性具有重要影响，且在大多常见物性条件

下，黏性主要起到了抑制失稳的作用；④ 气体的可压缩性会
对液膜的失稳有促进作用，尤其是在气体马赫数超过 ０．３
后，这一促进作用愈加明显。

为了简化计算，气体的黏性常在理论计算中被忽略，这

是由于液体的黏性与之相比对液膜的稳定性影响显著［９］。



但实际上气体的黏性仍会对气液界面的相互作用产生一定

影响，且更能反映真实的物理情况。但受到实验手段的制

约，难以精确得到气体的边界层速度型，因此需要对气体速

度型进行理论建模。本文考虑了气体的黏性，并针对３种不
同的气体边界层速度型分析它们对平面液膜稳定性的影响。

其中，在利用修正的Ｓｔｏｋｅｓ速度型时，改进了Ｔａｍｍｉｓｏｌａ等［１］

提出的速度型方程从而使边界层随空间的变化更能符合实

际的物理意义。在求解控制方程及边界条件时，采用谱方法

进行数值编程计算，得到了相应气体速度型下液膜的色散曲

线。最后比较了无黏气体下的结果，并与文献中的实验结果

进行对比分析。

１　物理模型及控制方程

取图１所示的液膜反对称扰动物理模型，由于本文所讨
论的气体速度范围远小于声速，因此气、液两相均视为不可

压缩流体。

图１　二维平面液膜物理扰动模型

　　为区分物理量，令上标有（无）星号（）分别表示有
（无）量纲物理量，下标ｉ＝ｌｏｒｇ（ｌ为液相，ｇ为气相）。ρｉ 为

流体的密度，μｉ 为流体的动力黏性系数。液膜的半厚度为

ａ，液体的轴向速度Ｕｌ 视为常数，气体远离边界层的均匀

来流轴向速度为 Ｕ∞ｇ ，边界层内轴向速度为 Ｕｇ（ｙ）。设速
度扰动为ｕｉ＝（ｕｉ，ｖｉ），压力扰动为ｐｉ。列出线性化的无量纲
控制方程，当－１＜ｙ＜１时，有：
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　　对于气体，即 ｙ＜－１ｏｒｙ＞１时，无量纲线性控制方
程为：

ｕｇ
ｘ
＋
ｖｇ
ｙ
＝０ （４）

ｕｇ
ｔ
＋Ｕｇ

ｕｇ
ｘ
＋ｖｇ
Ｕｇ
ｙ
＝－１

ρ
ｐｇ
ｘ
＋
Ｕ∞ｇ
Ｒｅｇ

２ｕｇ
ｘ２

＋
２ｕｇ
ｙ( )２
（５）

ｖｇ
ｔ
＋Ｕｇ

ｖｇ
ｘ
＝－１

ρ
ｐｇ
ｙ
＋
Ｕ∞ｇ
Ｒｅｇ

２ｖｇ
ｘ２
＋
２ｖｇ
ｙ( )２ （６）

　　设扰动表面的位置为ｙ＝（－１）ｊ＋１＋ηｊ（ｘ，ｔ），其中 ｊ＝１
与ｊ＝２分别代表液膜的上下表面。则气、液界面的无量纲线
性运动边界条件为
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　　气、液界面的无量纲线性切向应力边界条件为
ｕｌｊ
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　　气、液界面的无量纲线性法向应力边界条件为：
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其中，无量纲数如表１所示。

表１　无量纲数定义

无量纲数符号 表达式 含义

ｕ，ｖ ｕ／Ｕｌ，ｖ／Ｕｌ 无量纲速度

ｘ，ｙ，η ｘ／ａ，ｙ／ａ，η／ａ 无量纲距离

ｔ ｔＵｌ／ａ 无量纲时间

ｐ ｐ／（ρｌＵ
２
ｌ ） 无量纲压强

Ｒｅｌ ρｌＵｌａ／μｌ 液体雷诺数

Ｒｅｇ ρｇＵ∞ｇ ａ／μｇ 气体雷诺数

Ｗｅｌ ρｌＵ
２
ｌ ａ／σ 液体韦伯数

２　气体边界层的速度型

图２给出了气体在边界层内的速度型示意图，仿照平板
边界层中的边界层位移厚度定义，液膜上气体边界层的厚度

定义为

δ ＝∫
∞

ａ

Ｕｇ ｙ( ) －Ｕ∞ｇ
Ｕｌ －Ｕ∞ｇ

ｄｙ （１２）

２．１　线性速度型
将气液界面的边界层视作二维平板来流经典问题的解

的特殊形式。此时可根据卡门动量积分方法对不同边界层

进行求解计算。设线性速度型下的边界层厚度为 δ，液膜
两侧的气体轴向速度为

　Ｕｇ ＝
ｂ０＋ｂ１

ｙ －ａ

δ( ) ， ａ ≤ｙ ≤ａ ＋δ

ｂ０－ｂ１
ｙ ＋ａ

δ( ) ， － ａ ＋δ( ) ≤ｙ ≤－ａ{ 

（１３）
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　　根据边界条件
Ｕｇ ±ａ( ) ＝Ｕｌ
Ｕｇ ± ａ ＋δ( )( ) ＝Ｕ∞{

ｇ

（１４）

可得ｂ０＝Ｕｌ，ｂ１＝Ｕ∞ｇ －Ｕｌ。

图２　气体边界层速度型示意图

　　根据卡门动量积分方法，将均匀来流与静止平板间的边
界层增长规律转化为气体与平面液膜间的边界层增长规律，

且平面液膜的上下两面对称。此时，由边界层厚度表达式可

以得到

δ ＝３．４６ ｖｌｔ槡
 （１５）

ｔ ＝ｘ Ｕｌ －Ｕ∞ｇ （１６）

其中 ｔ为特征时间，与气液相对速度有关。
２．２．　二次函数速度型

设边界层内二次函数型的气体轴向速度表达式为

　Ｕｇ ＝
ｂ０＋ｂ１

ｙ －ａ

δ( ) ＋ｂ２
ｙ －ａ

δ( )

２

， ａ，ａ ＋δ[ ]

ｂ０－ｂ１
ｙ ＋ａ

δ( ) ＋ｂ２
ｙ ＋ａ

δ( )

２

， － ａ ＋δ( ) ，－ａ[ ]{ 

（１７）

　　在计算边界条件时，除了要满足式（１４）外，还需满足
ｄＵｇ
ｄｙ ｙ＝± ａ＋δ( )

＝０ （１８）

　　结合边界条件后，可计算出式（１７）中的各常数分别为ｂ０
＝Ｕｌ，ｂ１＝２Ｕ∞ｇ －Ｕ( )ｌ ，ｂ２＝Ｕ∞


ｇ －Ｕｌ。同样地，由卡门

动量积分方程中的边界层厚度计算可得

δ ＝５．４８ ｖｌｔ槡


其中ｔ为特征时间，也与气液相对速度有关，即给出。
２．３　修正的Ｓｔｏｋｅｓ速度型

Ｓｄｅｒｂｅｒｇ等［１０］将Ｓｔｏｋｅｓ第一类问题的解延伸，并给出
气体速度型为

Ｕｇ ＝Ｕｌ ＋ Ｕ∞ｇ －Ｕ( )
ｌ ｅｒｆη／( )２ （１９）

其中：ｅｒｆ代表误差函数；η为无量纲数，即

η＝ ｙ －ａ( ) νｇｔ槡
 （２０）

其中：νｇ 为气体运动黏度；ｔ为特征时间，反映了气体边界
层在轴向不同位置处的厚度。注意，这里定义的特征时间中

分母为气液之间的相对速度差，而非 Ｔａｍｍｉｓｏｌａ等［１］定义的

ｔ ＝ｘ／Ｕｌ。这是由于当液体速度不变而气液速度差变大
时，物理上气液间剪切力也随之增大，则某一轴向位置处气

体边界层厚度将变薄。但当 ｔ仅随 Ｕｌ 变化时此情况下对

应的边界层却由于ｔ的不变而厚度不变。因此，需要对此进
行如式（１６）的修正，以更符合物理实际情况。此时，则 η可
改写为

η＝ ｙ－( )１ Ｒｅｒ槡 ／ｘ （２１）

其中，Ｒｅｒ＝ Ｕｌ －Ｕ∞ｇ ａ νｇ 为相对气体雷诺数。

３　线性稳定性分析

采用线性稳定性方法进行求解。线性流体力学方程组

具有简正模态形式的解：

ｕｉ，ｐｉ，η( )
ｊ ＝ ｕ^ｉ，^ｐｉ，^η( )

ｊｅｘｐ（ｉｋｘ＋ωｔ） （２２）

其中：ｋ为实数，代表液膜扰动波数；ω＝ωｒ＋ｉωｉ为复数，其
中实部ωｒ代表增长率，虚部 ωｉ代表了波动频率。注意，由
于在计算中取反对称扰动模式，则有η１＝η２。
３．１　气体无黏

当气体无黏，即Ｕｇ ＝Ｕ∞ｇ 为常数时，将式（２２）代入线

性化控制方程及边界条件（１）～（１１）中，得到一组线性齐次
方程

Ｄ（ω，ｋ）ｘ＝０ （２３）
则问题的实质为求解方程具有非零解的条件特征值问题，即

令 Ｄ（ω，ｋ） ＝０。在正弦模式下，解得无量纲色散方程为
Ｌ２＋Ｋ( )２

Ｒｅｌ
ｔａｎｈ( )Ｋ－ ２

Ｒｅ( )
ｌ

２
Ｋ３Ｌｔａｎｈ( )Ｌ＋

ρΩ＋ｉＫＵ∞( )
ｇ ＋

Ｋ３
Ｗｅｌ

＝０ （２４）

其中：无量纲波数Ｋ＝ｋａ；无量纲时间频率为Ω＝ωａ／Ｕｌ；

Ｌ２＝Ｋ２＋Ｒｅｌ（Ω＋ｉＫ）。
３．２　气体有黏

仍采用式（２２）所示的扰动形式。当气体有黏时，由于气
体速度型的存在，使得此时无法获得解析解，而只能依靠数

值计算的方法进行计算。这里采用Ｙｅ等［１１］所述的谱方法，

并基于Ｍａｔｌａｂ实现数值计算过程，从而求解出给定Ｋ下对应
的Ω值。

４　结果分析

图３为按照Ｔａｍｍｉｓｏｌａ等［１］给出的实验工况参数下的３
种气体速度型的色散曲线对比图，其中散点为实验数据，虚

线为气体无粘时的计算结果。在液膜轴向距离 ｘ＝６００下，
当考虑气体粘性时，线性型对应的增长率最小，二次函数型

次之，修正的Ｓｔｏｋｅｓ型最大。且Ｓｔｏｋｅｓ速度型对应的色散曲
线与实验测量结果最为接近，这与 Ｔａｍｍｉｓｏｌａ等［１］给出的结

论一致，因此本文以Ｓｔｏｋｅｓ速度型作为理论计算结果的最准
确解。相比较气体无黏情况，可以发现，气体黏性能够抑制

液膜的失稳，且气体速度型的区别所带来的色散曲线的差异

远小于忽略气体黏性时所带来的差别，即考虑气体黏性时不

论采用何种的速度型，都会减小气体无黏时的计算误差。因

９９１衣　然，等：气体边界层对平面液膜的稳定性影响




此在计算中采取形式较为简单的线性、二次函数型速度

型［１２］也能取得与实验计算接近的计算结果。

图３　平面液膜进入静止气体环境下，理论色散曲线与
实验对比结果，包括考虑气体粘性的３种速度型
以及无粘气体的计算结果。其中Ｒｅｌ＝２９１０，

液膜无量纲轴向距离为ｘ＝６００

　　由于主导波数对应的最大增长率代表了此波长在液膜
表面波动中的增长速率最快，因此常被作为一个重要的特征

参数。图３给出了在不同轴向距离（ｘ＝２００，４００，…，１８００，
２０００）下，３种速度型所对应的最大增长率Ωｒｍ与其无量纲边

界层厚度δ的关系。可以看到，３种速度型下，Ωｒｍ均与 δ
－１／２

基本成正比关系，表明对同一种速度型而言，边界层越厚，增

长率越小，液膜越稳定，且Ｓｔｏｋｅｓ速度型对应的斜率最小，在
对应ｘ较小处（此工况下约为ｘ＝１００）时，其最大增长率会被
二次函数型反超。从这一角度来说，只有给出液膜轴向位置

（或边界层厚度）的前提下，讨论线性、二次函数型相比理论

准确解Ｓｔｏｋｅｓ速度型而言的稳定性，才是有意义的。

图４　平面液膜进入静止气体环境下，３种气体
速度型下的最大增长率与不同轴向位置处（ｘ＝２００，
４００，…，１８００，２０００）对应的边界层厚度δ的关系

其中Ｒｅｌ＝２９１０。

５　结论

１）修正的Ｓｔｏｋｅｓ速度型与文献实验对比结果最好。
２）在气体有黏情况下，速度型模型之间带来的增长率

的差异远小于与气体无黏结果的差异，证明了气体黏性在准

确计算色散曲线时的重要作用。

３）同一种速度型下，液膜的稳定性随着气体边界层厚
度的增大而提高。
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