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固体力学

一类新的超弹性--循环塑性本构模型
1)

孟令凯 周长东 2) 郭坤鹏 张晓阳

(北京交通大学土木建筑工程学院，北京 100044)

摘要 目前，很多经典的超弹性 --有限塑性本构模型已被提出，但由于超弹性理论中中间构型的引入使得随动

硬化法则相对复杂，故多数文献均采用的是经典的 Armstrong--Frederick (A--F)随动硬化法则.本文基于已有的

本构理论,利用多机制过程的概念拓展了 Lion塑性变形分解理论，明确提出了多重中间构型的概念，并在此基

础上，对经典理论中客观性的定义进行了概念上的推广，使其更好地适用于超弹性本构理论分析，同时提出了

一类新的超弹性 --有限塑性本构模型. 这类本构模型满足热动力学法则，且可融合多种小变形循环塑性理论中

常用的随动硬化法则 (如经典的 A--F模型，Chaboche模型，Ohno--Wang (O--W)模型以及 Karim--Ohno (K--O)模

型等)，使得小变形理论中背应力的加法分解性质及其演化的临界面阶跃特性在大变形领域中均有所体现，故

本文提出的本构理论可看作是小变形循环塑性模型在大变形理论中的扩展.本文最后以 K--O模型为例，对推荐

模型进行了详细探讨，并与相应的次弹性模型进行了对比.
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A NEW FORMULATION OF CONSTITUTIVE MODEL FOR

HYPERELASTIC-CYCLIC PLASTICITY 1)

Meng Lingkai Zhou Changdong2) Guo Kunpeng Zhang Xiaoyang
(School of Civil Engineering，Beijing Jiaotong University，Beijing100044，China)

Abstract Until now, a number of classical hyperelastic-finite plasticity constitutive models have been proposed. How-

ever, most of them are based on the classical Armstrong-Frederick kinematic hardening rule in consideration of the

complexity brought by the introduction of the intermediate configuration in the hyperelasticity theory. Hence, based on

the existed constitutive theories, the methodology of Lion decomposition theory was extended utilizing the notion of the

multi-mechanism process and clearly put forward the conception of the multi-intermediate configuration. Furthermore,

the classical concept of the objectivity in the continuum mechanics for better application to the hyperelasticity theory was

generalized and then a new hyperelastic-finite plastic constitutive model was proposed. The new constitutive model not

only meets the thermal dynamic laws but also can incorporate several classical kinematic hardening rules which were usu-

ally adopted in cyclic plasticity of infinitesimal deformation theory (e.g. the A--F model, Chaboche model, O--W model

and the K--O model, etc.). Therefore, this model corresponding to finite deformation problems contains two typical char-

acteristics adopted by infinitesimal deformation theory: the additive decomposition property and step mutation feature

of the backstress on the critical surface. Thus, the present model can be treated as parallel to the corresponding form in
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the small deformation case. Finally, the situation accounting for Karim--Ohno kinematic hardening rule is under specific

consideration and compared with the hypoelasticity constitutive model.

Key words constitutive model, objectivity, decomposition theory of deformation gradient, kinematic hardening rule,

cyclic plasticity, structural analysis

引 言

唯象学本构理论是目前应用最广泛的材料本构

理论之一，根据其弹性本构方程的形式可分为次弹

性 --塑性本构理论和超弹性 --塑性本构理论两类. 超

弹性--有限塑性本构模型引入了 Hemholz自由能，在

推导本构方程时利用了热力学第二定律，因而克服

了次弹性模型的主要缺点 —— 本构表达式不可积.

因此，以超弹性理论为基础的有限弹塑性本构模型

在过去的 20年里得到了广泛的接受与应用，至今也

被看作是现象学本构理论发展的最高水平而被拓展

到不同的力学领域，如土体塑性 [1-2]、损伤力学 [2-4]

以及晶体塑性 [5] 等.

材料在低应变率下的塑性行为可近似看作是率

无关的，其塑性流动的描述需要引入屈服面方程，而

通过屈服面的膨胀、收缩以及平移、扭转来分别描述

材料的各向同性硬化和各向异性硬化 [6-9].目前，最

简单也是最常用的描述屈服面各向同性硬化的方法

是引入一个标量内变量 k，利用 k的演化过程来反映

屈服面大小的变化；而屈服面的各向异性硬化则只

考虑其平移——即随动硬化部分，其在不同的本构

理论中有不同的描述方式. 对于次弹性本构理论，

由于其本构方程在形式上与小变形理论基本一致，

故小变形理论中的经典随动硬化法则，如 Armstrong-

-Frederick (A--F)随动硬化法则 [10]，Chaboche随动硬

化法则 [11-12]，Ohno--Wang (O--W)随动硬化法则 [13]

以及Karim--Ohno (K--O)随动硬化法则 [14]等，只需根

据普拉格 (Prager)一致性准则 [15]将硬化模型中背应

力的物质导数替换为其相应的客观应力率即可 [16].

而超弹性本构理论由于包含了不同的构型，故背应

力的引入需要依托于中间构型的概念 [17-21]. Lion [17]

基于变形梯度的乘法分解定理 [22]，并结合直观的非

线性流变学模型，将总体变形梯度 F 的塑性分解部

分 Fp再次以乘法形式分解为两部分：能量部分 Fpe

和耗散部分 Fpd，即 Fp = FpeFpd，并将相应的中间构

型称之为随动硬化中间构型，在此基础上假定由力

学机制所引起的亥姆霍兹自由能 Ψ 可表示为两部分

之和：弹性变形部分所储存的自由能 Ψe和随动硬化

部分所储存的自由能 Ψpe，利用热力学第二定律，随

动硬化背应力可表示为自由能 Ψpe相对于随动硬化

变形的偏导数，即变形梯度 Fpe的张量函数，再通过

引入 Fpe的演化方程来反映背应力的演化过程，从

而确定随动硬化法则的形式.显然，多种构型的引入

以及热动力学法则的限制使得超弹性理论中的随动

硬化法则相对复杂.目前，多数文献将 A--F随动硬化

法则应用到超弹性--塑性本构理论中，而将Chaboche

模型、O--W模型以及 K--O模型中背应力的加法分解

性质及其演化的临界面阶跃特性引入超弹性理论则

存在一定的复杂性. Zhu等 [23]首次利用 K--O随动硬

化法则构建了超弹性--塑性本构模型，但并未对其背

后的构型分解理论做相应的物理阐释.

本文基于 Lion [17] 变形分解理论以及 Yilin Zhu

等 [23]的超弹性--塑性本构理论，引入了多机制过程

并明确提出了多重中间构型的概念，在此基础上对

经典理论中客观性的定义进行了概念上的推广，同

时发展了一类新的超弹性--有限塑性本构模型.这类

本构模型通过适当地选择 Hemholz自由能分量 Ψpe

的形式，在满足热动力学法则的基础上，可融合多

种小变形循环塑性理论中经典的随动硬化法则 (如

Chaboche模型，O--W模型以及 K--O 模型等)，且随

动硬化法则中背应力的加法分解性质及其演化的临

界面阶跃特性在该本构理论中均有所体现.

1 变形运动学

1.1 基本理论

考虑一个各向同性的变形体，在某一时间间隔

内经历一个连续光滑的有限变形过程，变形体的初

始状态记为固定的参考构型 C0，变形结束后的状态

记为当前构型 C，变形体的某一物质点在初始构型

C0中的空间位置向量记为 X，在当前构型 C中的空

间位置向量记为 x，在时间间隔 l内经历的变形过程

可以用一个映射 χ来表示，定义为 x = χ(X, t), t代表

时间，而变形梯度的表达式为



662 力 学 学 报 2016年 第 48 卷

F =
∂x
∂X

F = detF > 0 (1)

根据极分解定理，变形梯度可以唯一地分解为

伸长张量与正交张量的乘积

F = RU = VR (2)

式中，V 和 U 为正定对称二阶张量，分别称为左伸

长张量和右伸长张量，R是一个正交张量.

速度矢量和速度梯度张量如下

v = ẋ, L =
∂v
∂x

= ḞF−1 (3)

式中，字母的上标 “˙” 表示对相应的量求物质导数.

速度梯度张量可以唯一地分解为对称部分和反对称

部分

L = D + W (4a)

D =
L + LT

2
, W =

L − LT

2
(4b)

式中，D称为变形率张量，W称为涡旋张量，有些文

献中也将W称为物质旋率张量. 下面通过变形梯度

的极分解定理定义两个对称正定二阶张量

U2 = FTF = C (5)

V2 = FFT = B (6)

式中，C和 B 分别称为右 Cauchy-Green (C--G)张量

和左 C--G张量，分别与 U和 V拥有相同的特征子空

间.

1.2 变形梯度乘法分解定理

在有限变形理论中，变形梯度 F的乘法分解 [24]

是其常用的理论基础，中心思想是局部卸载构型的

引入：假定材料的每一个物质点在变形过程中的任

意时刻都可以通过一个假想的局部卸载过程得到相

应的无应力卸载构型，其示意图如图 1.

变形梯度的乘法分解假定从参考构型 C0 到即

时构型 C的变形分为两步.第一步，由参考构型 C0

通过变形梯度 Fp先变到一中间构型 C̄，物质点的空

间位置向量由 X变为 X̄，其周围微小邻域内的物质

线元由 dX 变为 dX̄，仿照式 (1)，变形梯度 Fp 可表

示为

Fp =
∂X̄
∂X

, Jp = detFp = 1 (7)

图 1 初始或参考构 C0，中间或卸载构型 C̄与当前或即时构型 C

Fig. 1 The initial configurationC0, intermediate configuration̄C and

current configurationC

物质线元 dX与 dX̄之间的关系为

dX̄ = FpdX (8)

然后进行第二步，由中间构型 C̄ 到即时构型

C，物质点的空间位置向量由 X̄变为 x，物质线元由

dX̄变为 dx，变形梯度与线元变换公式各为

Fe =
∂x

∂X̄
, Je = detFe > 0 (9)

dx = FedX̄ (10)

根据总的变形过程，线元变换公式为

dx = FdX (11)

将式 (8)代入式 (10)，得

dx = FeFpdX (12)

比较式 (11)与式 (12)，并注意线元 dX 的任意

性，可得

F = FeFp (13)

上式为变形梯度的乘法分解定理，这个定理假

定中间构型 C̄是由即时构型 C卸载而得，也称为卸

载构型.如果每点附近的小邻域都完全卸载，那么由

于出现不可逆的塑性变形，卸载后的各个微元之间

变形可能不协调，卸载构型不可能是一个连续体.因

此乘法分解定理只局限于物质点 X的一个小邻域，

想象把它从物体的其余部分分割开，而中间构型 C̄

专指此一个小邻域的卸载构型. 因此 Fe和 Fp 都只

是局部的量，不能对它们进行空间的微分运算，而只

能对时间 t进行微分运算 (即求物质导数). Fe和 Fp

各称为弹性变形梯度与塑性变形梯度.分解式 (13)最
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早是由文献 [22]提出的，可称为变形梯度 F的弹塑

性分解式.

实际上，将物体所受的外荷载卸去以后，物体内

部将出现残余应力，不可能做到使体内所有的微元

都完全卸载.如果所有的微元都完全卸载，这些微元

就好像一组积木块，不可能拼成一个连续无缝的整

体.因此，如果要保持为一连续整体，每个微元只能

卸载到残余应力的状态，再经过各自的旋转，合成一

个连续体.

另外，如图 2所示，从即时构型 C完全卸载到

中间构型 C̄的过程中不产生新的反向塑性变形，即

卸载过程是完全的弹性卸载过程，期间不再发生任

何的非弹性变形. 以图 2所示的出现随动硬化的单

向拉伸过程 (包辛格效应)为例，O点相当于参考构

型C0，B点相当于即时构型C，而卸载构型相当于 A

点. 尽管实际上从 B点卸载还未到达 A点之前由于

随动硬化已经开始产生新的反向塑性变形，但是仍

然假定有一个状态即 A，为卸载状态.

图 2 卸载状态 A

Fig. 2 The unloading state A

将分解式 (13)代入速度梯度计算式 (3)，经过代

数处理，可得速度梯度分解式

L = Le + FeLp(Fe)−1 (14)

对变形梯度 Fe和 Fp应用极分解定理，以构造

更多的几何变形张量

Fe = ReUe = VeRe (15)

Fp = RpUp = VpRp (16)

仿照变形运动学基本理论中构造 C-G变形张量

的方式 (式 (5)与 (6))构造弹塑性 C--G变形张量

(Ue)2 = (Fe)TFe = Ce (17)

(Ve)2 = Fe(Fe)T = Be (18)

(Up)2 = (Fp)TFp = Cp (19)

(Vp)2 = Fp(Fp)T = Bp (20)

式中，Ce, Be, Cp和 Bp分别称为弹性右 C--G变形张

量、弹性左 C--G变形张量、塑性右 C--G变形张量和

塑性左 C--G变形张量.

2 变形梯度分解理论的拓展

为了考虑塑性流动的能量存储机制，Lion引进

了塑性变形梯度 Fp的乘法分解定理 [17]

Fp = FenFdis , detFen = detFdis = 1 (21)

莱昂将变形梯度 Fdis所确定的中间构型称为 “随动

硬化中间构型”，其分解理论的直观示意图与流变学

模型分别见图 3与图 4.

为了将小变形理论中常用的背应力分解假定拓

展应用到大变形领域，现假定 Lion塑性变形梯度分

解过程 (即式 (21))是一个多重机制过程，即

Fp = Fen
1 Fdis

1 = Fen
2 Fdis

2 = · · · = Fen
M Fdis

M

detFen
i = detFdis

i = 1 , i = 1,2, · · · ,M (22)

图 3 Lion塑性变形梯度分解理论示意图

Fig. 3 The schematic diagram of the Lion deformation

decomposition theory

图 4 Lion变形梯度分解理论流变学模型

Fig. 4 The rheological model of the Lion deformation

decomposition theory
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类似于式 (14)，可知

Lp = Len
i + Fen

i Ldis
i (Fen

i )−1 (23)

式中，i表示不对指标 i求和，下文亦是如此.上述分

解理论的直观示意图与流变学模型见图 5与图 6.

图 5 拓展的 Lion变形分解理论示意图

Fig. 5 The schematic diagram of the generalized Lion deformation

decomposition theory

图 6 拓展的 Lion变形分解理论流变学模型

Fig. 6 The rheological model of the generalized Lion deformation

decomposition theory

由图 6 的流变学模型可以看出，这个多机制

过程反映了背应力产生机制的多样性与复杂性，在

晶体塑性领域，可将背应力产生的微观机制分为三

类：不同晶粒间的相互作用力，晶粒交界面处堆叠位

错线间的相互作用力，以及晶粒内部位错线间的相

互作用力 [24]，这些作用力的宏观表现即可解释为本

文引入的多机制过程.

利用极分解定理，可得

Fen
i = Ren

i Uen
i = Ven

i Ren
i (24)

相应的左、右 C-G张量为

Ben
i = Fen

i (Fen
i )T = (Ven

i )2 (25)

Cen
i = (Fen

i )TFen
i = (Uen

i )2 (26)

假定单位参考构型体积的 Hemholz自由能 Ψ 具

有如下的弹塑性分解形式

Ψ = Ψe(Be) +Ψen
1 (Ben

1 ) +Ψen
2 (Ben

2 ) + · · ·+Ψen
M (Ben

M) (27)

本文只考虑各向同性材料，因此，式 (26) 中

Ψe(Ce) 及 Ψen
i (Ben

i ) 分别为其自变量 Ce 和 Ben
i 的各

向同性标量函数，仿照 Lion[17] 以及文献 [21] 的定

义，将第 i个背应力分量 Sen
i 定义为

Sen
i = sym0

(
2
∂Ψen

i (Ben
i )

∂Ben
i

Ben
i

)
(28)

式中，运算符 sym0( )表示对圆括号中的二阶张量取

对称偏量.总的背应力 Sen可表示为

Sen =

M∑

i=1

Sen
i (29)

基于以上理论，现对应力功率 τ : L进行分解，

由式 (14)可知

τ : L = τ : Le + [(Fe)Tτ(Fe)−T] : Lp

上式也可写为

τ : L = τ : Le+ [(Fe)Tτ(Fe)−T−Sen] : Lp+Sen : Lp (30)

将式 (23)与式 (29)代入式 (30)左端第 3项，经

过简单的代数运算，可得

τ : L = τ : Le + [(Fe)Tτ(Fe)−T − Sen] : Lp+

M∑

i=1

Sen
i : Len

i +

M∑

i=1

[(Fen
i )TSen

i (Fen
i )−T] : Ldis

i (31)

考虑到 τ与 Sen
i 的对称性，式 (31)又可记为

τ : D = τ : De + [(Fe)Tτ(Fe)−T − Sen] : Lp+

M∑

i=1

Sen
i : Den

i +

M∑

i=1

[(Fen
i )TSen

i (Fen
i )−T] : Ldis

i (32)

式中，(Fe)TτFe)−T与Sen
i (Fen

i )−T分别称为弹性Mandel

应力与塑性 Mandel应力，即

Me = (Fe)Tτ(Fe)−T (33)
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Men
i = (Fen

i )TSen
i (Fen

i )−T (34)

与 Kirchhoff应力 τ和背应力 Sen
i 不同，上述两

类 Mandel应力通常不具备对称性.

3 客观性

客观性又称为标架不变性，是连续固体介质力

学中的一个重要概念，它强调了本构关系与刚体转

动无关，也即材料的本构关系不因观察者不同而发

生形式上的变化，这就要求在构建材料本构关系时

所采用的变量必须具备客观性. 经典理论中客观性

的定义仅局限于初始构型和当前构型，众所周知，

经典理论中的 Truesdell客观张量只包含定义在当前

构型中的张量，Hill 客观张量是定义在当前构型中的

客观张量，而两点客观张量也仅仅涉及初始和当前

构型，这对于次弹性--塑性本构理论已经足够 (次弹

性 --塑性理论只涉及初始和当前构型两个构型)，而

现如今，超弹性理论已经发展的很完善，多种构型分

解理论业已提出，因此本节利用中间构型的概念，

将现有客观性的定义进行适当的推广，得到适用于

超弹性本构理论的转换关系，并对各种转换关系进

行了分类，进一步加深了对客观性定义的理解.

由第 2节的论述可知，若采用拓展的 Lion塑性

梯度分解理论，则材料点在某个变形状态下的卸载

构型仅由梯度张量 Fp所确定，而随动硬化中间构型

则可由多个梯度张量 Fdis
i (i = 1,2, · · · ,n)所确定，为

了论述上的方便，现仅考虑其中某一个随动硬化构

型，且略去下角标 i，即假定其由梯度张量 Fdis所确

定.

客观性的定义依托于材料点的等价运动，即材

料点在变形过程中若不加以限制，可对当前构型和

中间构型进行任意的平移与刚性转动而不改变材料

的本构特性.通常意义下，这种叠加的刚性转动和平

移运动可表示为时间 t 的函数，且不同的构型可叠

加不同的转动与平移. 由于构型的平移运动对材料

点的运动学变量无影响，故只需考虑每个构型的刚

性转动，现将当前构型、卸载构型和随动硬化中间构

型的刚性转动张量分别记为 Q1(t)，Q2(t)和 Q3(t)，下

文将讨论这些转动张量对各运动学变量的影响.

3.1 转换关系

记二阶张量 A在刚性转动后变为 Ã，略去简单

的代数推导过程，将一些显而易见的结果列出如下

F̃ = Q1F = (Q11)∗∗F (35)

F̃
p

= Q2Fp = (Q21)∗∗F
p (36)

F̃
dis

= Q3Fdis = (Q31)∗∗F
dis (37)

F̃
e

= Q1FeQT
2 = (Q1Q2)∗∗F

e (38)

F̃
en

= Q2FenQT
3 = (Q2Q3)∗∗F

en (39)

式中，1代表三维空间中的二阶单位张量，运算符 ( )∗∗
表示圆括号中的两个二阶张量分别左乘运算符右端

二阶张量并矢式中的两个向量.由以上各式，可得左

右 C-G张量的转换关系

B̃ = (Q1Q1)∗∗B (40a)

C̃ = C (40b)

B̃
p

= (Q2Q2)∗∗B
p (41a)

C̃
p

= Cp (41b)

B̃
dis

= (Q3Q3)∗∗B
dis (42a)

C̃
dis

= Cdis (42b)

B̃
e

= (Q1Q1)∗∗B
e (43a)

C̃
e

= (Q2Q2)∗∗C
e (43b)

B̃
en

= (Q2Q2)∗∗B
en (44a)

C̃
en

= (Q3Q3)∗∗C
en (44b)

以上各式中，类似于变形梯度 Fen的左、右 C--G

张量分别为 Ben, Cen (式 (25)和式 (26))，记 Bdis, Cdis

分别为变形梯度 Fdis的左、右 C--G张量，其表达式

与式 (25)、式 (26)类似，即

Bdis = Fdis(Fdis)T = (Vdis)2

Cdis = (Fdis)TFdis = (Udis)2

由于变形率张量 D 和涡旋张量 W 涉及到了变

形梯度的物质导数，其转换关系并不像式 (35) ∼式
(44)那样简洁，记正交张量 Q1, Q2和 Q3的旋率张量

分别为 Ω1,Ω2和 Ω3，即

Q̇1 = Ω1Q1 (45)

Q̇2 = Ω2Q2 (46)
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Q̇3 = Ω3Q3 (47)

由速度梯度张量 L 的表达式 (3)以及转换关系

式 (35)，可得

L̃ = (Q1Q1)∗∗L +Ω1 (48)

由上式可得 D与W的转换关系式

D̃ = (Q1Q1)∗∗D (49)

W̃ = (Q1Q1)∗∗W +Ω1 (50)

将以上过程应用于式 (36)∼式 (39)中的各变形

梯度，便可得到相应的变形率张量与涡旋张量的转

换关系，现略去代数推演过程，直接将结果列出如下

D̃
p

= (Q2Q2)∗∗D
p (51)

W̃
p

= (Q2Q2)∗∗W
p +Ω2 (52)

D̃
dis

= (Q3Q3)∗∗D
dis (53)

W̃
dis

= (Q3Q3)∗∗W
dis +Ω3 (54)

D̃
e

= (Q1Q1)∗∗D
e − sym(F̃

e
Ω2(F̃

e
)−1) (55)

W̃
e

= (Q1Q1)∗∗W
e +Ω1 skw(F̃

e
Ω2(F̃

e
)−1) (56)

D̃
en

= (Q2Q2)∗∗D
en− sym(F̃

en
Ω3(F̃

e
)−1) (57)

W̃
en

= (Q2Q2)∗∗W
en +Ω2 skw(F̃

en
Ω3(F̃

en
)−1) (58)

以上各式中，类比于式 (3)和式 (4)对总体变形率张

量 D和涡旋张量W的定义，以上各张量定义如下

Dp = sym(Ḟ
p
(Fp)−1) , Wp = skw(Ḟ

p
(Fp)−1)

Ddis = sym(Ḟ
dis

(Fdis)−1) , X Wdis = skw(Ḟ
dis

(Fdis)−1)

De = sym(Ḟ
e
(Fe)−1) , We = skw(Ḟ

e
(Fe)−1)

Den = sym(Ḟ
en

(Fen)−1) , Wen = skw(Ḟ
en

(Fen)−1)

以上各式中，运算符 “sym( )” 和 “skw( )” 分别表示

对括号中的二阶张量去对称运算和反对称运算.

3.2 两点客观性、Truesdell客观性与 Hill 客观性

观察以上转换关系式 (35)∼式 (44)，式 (49)∼式
(58)，根据其转换特征可将其分为 5类：

(1)转换关系
∼
A = (QiQ j)

∗
∗A，其中 i，j = 0, 1, 2,

3，且 i , j，Q0 = 1

满足上述转换关系的二阶张量具有两点客

观性，易知这类张量是定义在两个不同构型中.

式 (35) ∼ 式 (39)中的各梯度张量均为两点客观张

量，且定义在不同的构型中，如变形梯度张量 F 是

定义在初始构型和当前构型中的两点客观张量 (见

式 (35))，而其弹性分量 Fe 则是定义在当前构型和

卸载构型中的两点客观张量 (见式 (38)).

(2)转换关系
∼
A = (QiQi)

∗
∗A，其中 i = 1,2,3

满足上述转换关系的二阶张量具有 Truesdell客

观性. 式 (40a)∼ 式 (42a)，式 (43) ∼ 式 (44)以及式

(49),式 (51)和式 (53)中的二阶张量均为 Truesdell客

观张量.易知，Truesdell客观张量是定义在单一构型

中的客观张量，如二阶张量 B, Be和 D是定义在当前

构型中的客观张量 (见式 (40a)，式 (43a)和式 (49))，

Ce, Bp, Ben和 Dp 是定义在卸载构型中的客观张量

(见式 (43b)，式 (41a)，式 (44a)和式 (51))，而 Cen, Bdis

和 Ddis则是定义在随动硬化中间构型中的客观张量

(见式 (44b)，式 (42a)和式 (53)).

(3)转换关系 Ã = A

称满足上述转换关系的二阶张量具有 Hill 客观

性. 式 (40b)∼式 (42b)中的二阶张量 (C, Cp 和 Cdis)

均为 Hill 客观张量，易知，Hill 客观张量是定义在初

始构型中的客观张量.

(4)转换关系
∼
A = (QiQi)

∗
∗A +Ωi，其中 i = 1,2,3

满足这类转换关系的二阶张量通常情况下均为

速度梯度张量或涡旋张量，它们定义在单一构型中

却不具备任何客观性，如 L, Lp 和 Ldis 以及 W(式

(50))，Wp(式 (52))和Wdis (式 (54)).然而这类涡旋张

量与 Truesdell客观张量的物质导数进行适当的代数

运算能构建出满足 Truesdell客观性的二阶张量 (如

次弹性本构关系中常用的客观共旋率张量)，即若 X

满足转换关系 (2)，Y和 Z满足转换关系 (4)，它们是

定义在同一构型中的二阶张量，而张量 H与张量 X,

Y, Z满足如下关系

H = Ẋ − (Y1)∗∗X − (1Z)∗∗X (59)

则张量 H 满足转换关系 (2).

上述定理的证明很简单，根据式 (59)可知

H̃ = ˙̃X − (Ỹ1)∗∗X̃ − (1Z̃)∗∗X̃ (60)

将张量 X 的转换关系 X̃ = (QiQi)
∗
∗X 以及 Y 和

Z 的转换关系 Ã(QiQi)
∗
∗A + Ωi (A 取 Y或 Z) 代入式
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(60)，并利用关系式 Q̇i = ΩiQi，很容易得出

H̃ = (QiQi)
∗
∗H (61)

故二阶张量 H 为 Truesdell客观张量. 当 Y与 Z

取相同的涡旋张量时 (W或其他旋率张量，如WR =

ṘRT 或著名的对数旋率张量Wlog 等)，称张量 H 为

张量 X的客观共旋率.

(5)其他转换关系

由式 (55) ∼ 式 (58)可知，其中的张量 De, We,

Den和 Wen均是定义在两个构型中的两点张量，不

具备任何客观性，但是若限定叠加在某些构型上的

刚性转动形式，如对于二阶张量 Den 和 Wen，限定

叠加在随动硬化构型上的刚性转动 Q3(t)为常量，即

Q3(t) = Q0，Ω3 = 0，则式 (57)退化为转换关系 (2)，

Den退化为 Truesdell客观张量，而式 (58)则退化为

转换关系 (4)，Wen则满足通常的涡旋张量转换关系

式.类似的情况同样适用于二阶张量 De和We.

4 本构理论

适用于大变形领域的材料本构模型的发展必须

以热动力学理论为基础，并结合适当的变形运动学

假定. 变形梯度的乘法分解定理以及 Lion的塑性变

形分解理论由于其直观的现象学定义以及合理的材

料微观解释而被广泛接受. 但由于变形梯度乘法分

解理论的复杂性以及热动力学方面的限制，将一些

适用于小变形情况下的变形假定或本构关系推广到

大变形领域时，会面临许多理论上的困难.下文将在

大变形理论框架下发展一类严格满足热力学理论的

本构模型，其考虑了材料的随动硬化和各项同性硬

化，尤其是可以融合多种适用于小变形理论中的经

典的随动硬化法则.

4.1 热力学第二定律

热力学第二定律又称为熵增定律或 Clausius--

Duhem (C--D)不等式，其反映了材料体在变形过程

中宏观物理现象的不可逆性. 若假定材料体的变形

过程是一个等温绝热过程，则热力学第二定律可简

单的表示为

τ : D − Ψ̇ > 0 (62)

上式中个符号意义同前. 若单位参考构型体积的

Hemholz自由能 Ψ 具有式 (27)的形式，则

Ψ̇ =
∂Ψe

∂Be : Ḃ
e

+

M∑

i=1

∂Ψen
i

∂Ben
i

: Ḃ
en
i (63)

由式 (18)易知

Ḃ
e

= LeBe + (BeLe)T (64)

由此可知

∂Ψe

∂Be : Ḃ
e

=
(
Be∂Ψ

e

∂Be +
∂Ψe

∂Be Be
)

: Le (65)

本文只考虑各向同性材料，故上式可写为

∂Ψe

∂Be : Ḃ
e

=
(
2
∂Ψe

∂Be Be
)

: De (66)

同理可得

∂Ψen
i

∂Ben
i

: Ḃ
en
i =

(
2
∂Ψen

i

∂Ben
i

Ben
i

)
: Den

i (67)

考虑到塑性变形无体积变化 (detFen
i = detFdis

i = 1,

i = 1,2, · · · ,M),可得

trDp = trDen
i = trDdis

i = 0 (68)

故变形率张量 Dp, Den
i 及 Ddis

i 均为偏量，结合

Den
i 的偏量性质及背应力 Sen

i 的定义式 (28)，式 (67)

可重新写为

∂Ψen
i

∂Ben
i

: Ḃ
en
i = sym0

(
2
∂Ψen

i

∂Ben
i

Ben
i

)
: Den

i =

Sen
i : Den

i (69)

将式 (66)和式 (69)代入式 (63)，可得

Ψ̇ =
(
2
∂Ψe

∂Be Be
)

: De +

M∑

i=1

Sen
i : Den

i (70)

将式 (32)和式 (70)代入式 (62)，则热力学第二

定律的表达式变为

(
τ − 2

∂Ψe

∂Be Be
)

: De + (Me − Sen) : Lp +

M∑

i=1

Men
i : Ldis

i > 0 (71)

上式对于任意加卸载过程均成立，若假定材料点经

历弹性卸载过程：(D = De)，则上式退化为

(
τ − 2

∂Ψe

∂Be Be
)

: D > 0 (72)

式 (72)对任意的弹性卸载变形率张量 D 均成

立，而上式左端括号内的二阶张量为状态量，故可

得材料的超弹性本构关系

τ = 2
∂Ψe

∂Be Be (73)
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由上式以及式 (28)可知，Kirchhoff 应力张量 τ

以及背应力偏量 Sen
i 分别为变形张量 Be和 Ben

i 的各

向同性张量函数，故结合 Mandel应力的表达式 (33)

和式 (34)易知，Me与 Men
i 均为对称张量，而由 Sen

i

的偏量性质进一步可推得塑性 Mandel应力 Men
i 也

为偏量.

将式 (73)代入式 (71)，并结合 Mandel应力的对

称性以及 Dp和 Ddis
i 的偏量性，式 (71)可重新写为

(Me
0 − Sen) : Dp +

M∑

i=1

Men
i : Ddis

i > 0 (74)

上式又称为内耗不等式，Me
0 表示为 Mandel应

力 Me的偏量部分.材料的流动法则及随动硬化法则

均根据内耗不等式 (74)进行构建.

4.2 流动法则与随动硬化法则

为了满足内耗不等式 (74)，通常情况下需要做

出更强的假定，即

(Me
0 − Sen) : Dp > 0 (75)

Men
i : Ddis

i > 0 , i = 1,2, · · · ,M (76)

现引入文献 [25]关于耗散共轭对、演化项和驱

动力的概念.观察两个耗散项 (75)和 (76)，二者在形

式上均为状态张量与变形率张量的内积，以塑性耗

散部分 (Me
0 − Sen) : Dp 为例，现形象地将状态张量

(Me
0 − Sen)称为驱动力，意为其为引起耗散的 “不平

衡力”，而产生的塑性变形率 Dp 称为演化项，意为

驱动力驱使其朝某个方向演化，二者共同构成一对

耗散共轭对，相同地概念同样应用于式 (76).为了满

足其内积非负，最自然、简单的做法便是假定演化项

是沿着驱动力方向演化的，因此流动法则为

Dp =

√
3
2
κ̇p

Me
0 − Sen

∥∥∥Me
0 − Sen

∥∥∥ (77a)

∥∥∥Me
0 − Sen

∥∥∥ =
√

(Me
0 − Sen) : (Me

0 − Sen) (77b)

式中，̇κp > 0，称其为塑性乘子，其确定需要用到一致

性条件 (又称为 Kuhn--Tucker条件).式 (76)对应的便

是随动硬化法则，为了将小变形情况下的经典随动

硬化法则推广到大变形情况，需要对叠加在随动硬

化中间构型上的刚性转动张量 Q3(t)(见前文第 3节)

作适当的限制，现以小变形理论中常用的 K--O随动

硬化法则为例进行说明

α =

M∑

i=1

αi

α̇i =
2
3

r iγi Dp −
[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
· H

(
3
2
αi : αi − r2

i

)]
γiαi

(78)

式中，µi , γi 和 r i 均为材料常数，α 为总的背应力

偏量，其可以表示为多个背应力分量 αi 之和，λ̇i =(
Dp

‖Dp‖ :
αi

‖αi‖ − µi

)
κ̇p, MacCauley运算符：〈y〉 =

|y| + y
2

,

Heaviside阶跃函数 H(x)定义如下

H(x) =


1 , x > 0

0 , x < 0
(79)

在小变形理论中，由于忽略了不同构型之间的

异同，可直接引入背应力的概念以描述材料的随动

硬化，然而，在大变形理论中，特别是引入了 Lion塑

性变形分解理论中随动硬化中间构型的概念，背应

力则必须与相应的塑性变形联系起来 (如式 (28))，

而背应力的率则应替换为相应的塑性变形率张量

Den
i ，因此，K--O随动硬化法则在大变形理论中的示

意形式应为

ki Den
i = Ci Dp − κ̇pSi

(
Dp, Ben

i

)
(80)

式中，ki 与Ci 可看作材料常数，Si

(
Dp, Ben

i

)
为 Dp和

Ben
i 的各向同性张量函数. 式 (80)仅为 K--O随动硬

化法则在大变形问题中的示意形式，其具体的解析

表达式后文会给出.由前文 3.2节的分析可知，二阶

张量 Dp, Si

(
Dp, Ben

i

)
均为定义在卸载构型中的 Trues-

dell客观张量，满足转换关系 (2)；而二阶张量 Den
i 则

为定义在随动硬化构型和卸载构型中的两点张量，

其满足转换关系 (5) 且不具备任何客观性，故在不

对随动硬化中间构型加以限制的情况下，式 (80)由

于不满足标架不变性 (或客观性)而不可能成立. 因

此，为了使小变形随动硬化理论顺利推广应用到大

变形领域，现规定所有随动硬化中间构型的涡旋张

量均为 0，即

Wdis
i = 0 , i = 1,2, · · · ,M (81)

由转换关系式 (54)可知，欲使式 (81)对所有的

等价运动过程均成立，叠加在随动硬化构型上的转

动张量 Q3(t)旋率必须为 0，即 Ω3 = 0，因此 Q3(t)应

为常张量，即 Q3(t) = Q0；由 3.2节的分析可知，变

形率张量 Den
i 满足转换关系 (2)，退化为定义在卸载

构型中的 Truesdell客观张量，此时，式 (80)满足标
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架不变性，其可作为大变形理论中的本构方程以描

述材料的随动硬化特征.在后文的分析中，均假定式

(81)成立，将其代入到式 (23)中可得

Lp = Len
i + Fen

i Ddis
i (Fen

i )−1 (82)

现讨论式 (80)的具体解析表达式，为了满足耗

散不等式 (76)，现假定变形率张量 Ddis
i 的演化方程

为

Ddis
i =

3
2

[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
· H

(
3
2

Men
i : (Men

i )T − r2
i

)]
Men

i

r i
(83)

式中，λ̇i =


Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥ − µi

 κ̇p,其余符号意义同前.

由式 (83)可推得二阶张量 Fen
i Ddis

i (Fen
i )−1的表达式如

下

Fen
i Ddis

i (Fen
i )−1 =

3
2

[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

) ] Ben
i Sen

i (Ben
i )−1

r i
(84a)

由于背应力分量 Sen
i 是 Ben

i 的各向同性张量函数，故

上式又可进一步写为

Fen
i Ddis

i (Fen
i )−1 =

3
2

[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

) ]Sen
i

r i
(84b)

由此可知，二阶张量 Fen
i Ddis

i (Fen
i )−1 为对称张

量，将上式代入式 (82)，并经过简单的代数整理可得

2
3

r iγi Den
i =

2
3

r iγi Dp −
[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

) ]
γiSen

i (85)

上式便为 K--O随动硬化法则在大变形问题中的

表达式. 应注意，上式的得出需要利用式 (82)，而式

(82)是假定随动硬化中间构型涡旋张量为 0(式 (81))

的直接结果.

将式 (85)与小变形理论中的表达式 (78)进行对

比，式 (85)等号左端的
2
3

r iγi Den
i 是否可以写成背应

力偏量 Sen
i 的某种客观导数？为了论述这一问题，

现引入 Hencky对数应变

hen
i =

1
2

ln Ben
i (86)

考虑到塑性变形无体积变化 (detFen
i = detFdis

i =

1, i = 1,2, · · · ,M),对数应变 hen
i 应为偏量，即

trhen
i = 0 (87)

现将经典的小变形各向同性情况下经典的

Hemholz自由能 Ψen
i 的表达形式推广应用到本文模

型，即假定 Ψen
i 具有如下形式

Ψen
i (Ben

i ) =
1
3

r iγi

∥∥∥(hen
i )0

∥∥∥2
+

1
2

K · (trhen
i )2

式中，
1
3

r iγi 为剪切模量，而 K为体积模量，(hen
i )0表

示为 hen的偏量，将式 (87)代入上式，得到 Ψen
i 的最

终表达式

Ψen
i (Ben

i ) =
1
3

r iγi

∥∥∥∥hen
i

∥∥∥∥
2

(88)

将其代入 Sen
i 的表达式 (28)可得

Sen
i =

2
3

r iγi hen
i (89)

而Hencky对数应变的对数共旋率等于变形率张量，

即

(
˙hen
i )log = Den

i (90)

式中，(
˙hen
i )log代表 Hencky对数应变的对数共旋率，

其表达式为

(
˙hen
i )log =

˙hen
i −Ωlog

i hen
i + hen

i Ω
log
i (91)

对数旋率 Ωlog
i 的表达式为

Ωlog
i = Wen

i + Nlog
i (92)

式中，涡旋张量 Wen
i 其实与塑性旋率 Wp 相等，这

一结论可由式 (82)得出.对式 (82)两端取反对称运

算，结合二阶张量 Fen
i Ddis

i (Fen
i )−1 的对称性，便可得

出

Wp = Wen
i , i = 1,2, · · · ,M (93)

于是式 (92)便可重新写为

Ωlog
i = Wp + Nlog

i (94)

Nlog
i 的表达式如下

Nlog
i =



0 , b1 = b2 = b3

ν
[
Ben

i Den
i

]
, b1 , b2 = b3

ν1

[
Ben

i Den
i

]
+ ν2

[
(Ben

i )2Den
i

]
+

ν3

[
(Ben

i )2Den
i Ben

i

]
, b1 , b2 , b3 , b1

(95)
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式中，b1, b2 和 b3 为变形张量 Ben
i 的 3个非零特征

值，且

[ A] = 2skw(A)

ν =
1

b1 − b2

[
1 + b1/b2

1− b1/b2
+

2
ln(b1/b2)

]

νk =
1
∆

3∑

i=1

(−bi)
3−k

(
1 + εi

1− εi
+

2
ln εi

)
, k = 1,2,3

ε1 = b2/b3 , ε2 = b3/b1 , ε3 = b1/b2

∆ = (b1 − b2)(b2 − b3)(b3 − b1)

由式 (89)和式 (90)，可知

(
˙Sen
i )log =

2
3

r iγi(ḣ
en
i )log =

2
3

r iγi Den
i (96)

将上式代入式 (85)，便可得到大变形理论中的 K--O

随动硬化法则

(
˙Sen
i )log =

2
3

r iγi Dp −
[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

)]
γiSen

i (97)

由此可知，合理地选择 Hemholz自由能塑性分量部

分 Ψen
i 的表达形式 (式 (88))，可以使大变形和小变形

问题中的 K--O随动硬化法则在形式上完全对等 (对

比式 (97)和式 (78)).

同理，若假定变形率张量 Ddis
i 的演化方程为其

它形式，则经过相同的推演过程，便可得到其它随动

硬化法则在大变形问题中的表达形式，下文将分别

简述四类经典随动硬化模型的结果.

(1) A--F随动硬化法则

若假定背应力分支总数 M = 1，则拓展的 Lion

塑性变形分解定理退化为原有的 Lion变形梯度分解

定理，此时假定变形率张量 Ddis的演化方程为

Ddis =
3
2
κ̇p Men

r
(98)

最终的随动硬化法则为

(
˙Sen)log =

2
3

rγDp − κ̇pγSen (99)

在一维应力加载情况下，A-F随动硬化法则预测

的每一次正反向循环加载的应力应变非闭合环的形

状完全相同，意味着轴向平均塑性应变随着循环次

数的增加以恒定的率增长，也就是说采用阿姆斯特

朗--弗雷德里克模型模拟材料的单轴棘轮效应时，棘

轮应变会以恒定的棘轮率增长，从而过度预测了材

料的轴向应变响应 [18]. 为了改善模拟结果，很多模

型都是在 A-F模型的基础上做适当改进而得到的.

(2) Chaboche随动硬化法则

若单纯从形式上讲，Chaboche随动硬化法则与

A-F随动硬化法则并无本质上的区别，只是Chaboche

模型中背应力分支总数取为 M = 3.即

Ddis
i =

3
2
κ̇p Men

i

r i
, i = 1,2,3 (100)

最终的随动硬化法则为

(
˙Sen
i )log =

2
3

r iγi Dp − κ̇pγiSen
i , i = 1,2,3 (101)

实际上，在小变形理论中，Chaboche模型的三组材

料参数 r i 与 γi 是根据材料的单轴拉压滞回曲线决定

的，背应力的每一个分支负责模拟滞回曲线的不同

区间 [26].

(3) O--W随动硬化法则--初始模型

若假定变形率张量 Ddis
i 的演化方程为

Ddis
i =

3
2
κ̇p ·

〈
Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥

〉
·

H

(
3
2

Men
i : (Men

i )T − r2
i

)
Men

i

r i
(102)

则最终的随动硬化法则为

(
˙Sen
i )log =

2
3

r iγi Dp − κ̇p ·
〈

Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

)
γiSen

i (103)

可以证明，O--W随动硬化模型的构造方式使得

背应力分量 Sen
i 在临界面：f

(
Sen

i
)

=
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i 6 0

内部演化, 其演化方向与塑性应变率之间的夹角保

持为锐角,即: (
˙Sen
i )log : Dp > 0 (A--F模型也满足此条

件). 在一维应力加载条件下，若忽略材料的各向同

性硬化，O--W随动硬化模型退化为多线性模型，导

致其预测的单轴应力滞回环闭合，因此，材料不会产

生任何单轴棘轮效应 [26].

(4) O--W随动硬化法则--修正模型

为了更好地模拟材料的循环塑性，文献 [13]对

模型做了修正，引入了非线性项，而反映到大变形理

论中，即将式 (102)修改为

Ddis
i =

3
2
κ̇p ·

〈
Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥

〉
·

(
√

3
2

Men
i : (Men

i )T

r i

)mi Men
i

r i
(104)
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式中，mi > 0，为材料常数，最终的随动硬化法则为

(
˙Sen
i )log =

2
3

r iγi Dp−

κ̇p ·
〈

Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥

〉 (
√

3
2

Sen
i : Sen

i

r i

)mi

γiSen
i

(105)

对比式 (103)与 (105)，通过将 Heaviside阶跃函

数替换为一个mi 次的乘子，使方程由多线性变为非

线性，阻止了一维加载情况下应力控制滞回环的闭

合，从而产生轴向棘轮应变，故材料系数 mi 在一定

程度上反映了应力控制滞回环的钢化程度，其值越

小，滞回环越 “柔”，棘轮现象相对明显；反之，滞回

环越 “刚”，棘轮现象相对弱化，因此，通过适当选取

材料参数 mi，可使单轴棘轮模拟结果尽可能地逼近

实验结果 [13,25].

4.3 屈服面方程

屈服面方程可用标量函数 f 表示，是材料在变

形过程中的弹性边界，屈服面的演化可以看作是材

料微观结构发生变化的宏观表现，其演化过程的描

述是一个非常复杂的问题 —— 既包含材料的各向

同性硬化 (屈服面的膨胀或收缩)，又伴随着非各向

同性硬化 (屈服面的平移、扭转).目前，最简单也是

最常用的描述屈服面各向同性硬化的方法是引入标

量内变量 σy，利用 σy的演化过程来反映屈服面大小

的变化；而屈服面的非各向同性硬化则只考虑其平

移——即随动硬化部分，其描述只需通过前文背应

力张量 Sen(式 (29))的变化来反映屈服面中心位置的

变化. 这种通过各向同性硬化和随动硬化来描述屈

服面演化过程的方法，由于其在数学处理方面的简

洁而被广泛地接受与运用，但是这种相对简单的描

述方法无法反映实验中观察到的扭转硬化效应、交

叉效应等.因此，许多学者又引进了额外的非各向同

性硬化参数试图描述屈服面的空间扭转硬化 [6-9]，

本文只阐述考虑各向同性硬化和随动硬化的屈服面

演化方程，即

f
(
Me,Sen, σy

)
= 0 (106)

实验表明，除了初始各向异性材料 (如轧制钢

板，单晶体和地质材料等)，材料的初始屈服面接近

于 von Mises屈服面，即屈服面方程取如下形式

f
(
Me,Sen, σy

)
=

√
3
2

(
sym0 (Me) − Sen) :

(
sym0 (Me) − Sen) − σy = 0

(107)

式中，sym0 (Me) 是弹性 Mandel应力的对称偏量部

分，以描述材料静水压力无关于塑性变形的特性，

标量 σy 代表当前屈服面的尺寸用以描述材料的各

向同性硬化，而背应力偏量 Sen代表当前屈服面在

应力空间中的中心位置，用以描述其随动硬化.

对于实际材料，硬化不会无限期地进行下去，

而是随着塑性应变的增长而逐渐趋近于一个饱和值.

现假定 σy按 “指数衰减记忆率” 函数 [27-28]变化

σy
(
κp) = σy0 +

(
σys − σy0

) (
1− e−Cisoκ

p)
(108)

式中，σy0，σys和 Ciso是非负材料常数，分别代表屈

服面的初始尺寸，饱和尺寸和各向同性硬化率；κp是

非负单增参数，在应变硬化情况下，其为累积等效塑

性应变

κ̇p =

[
2
3

Dp : Dp

]1/2

(109a)

κp =

∫ [
2
3

Dp : Dp

]1/2

dt (109b)

式中，塑性乘子 κ̇p的确定需要用到 Kuhn--Tucker条

件

κ̇p > 0 f
(
Me,Sen, σy

)
6 0 ,

κ̇p f
(
Me,Sen, σy

)
= 0

(110)

4.4 塑性旋率

由前文叙述可知，两类塑性变形梯度 Fp和 Fdis
i

分别确定了卸载构型和随动硬化构型，而为了将小

变形理论中的随动硬化率在形式上推广到大变形理

论中，本文假定随动硬化构型旋率为 0，即 Wdis
i =

0(式 (81)，而 Ddis
i 则由本文的随动硬化法则 (式

(83)，式 (98)，式 (100)，式 (102)，式 (104))确定，故

变形梯度 Fdis
i 的演化过程由此确定为

Ḟ
dis
i = Ddis

i Fdis
i , i = 1,2, · · · ,M (111)

同理，卸载构型塑性变形梯度 Fp的演化由塑性

变形率 Dp 和塑性旋率 Wp 决定，Dp 的演化取决于

式 (77)的流动法则，而塑性旋率 Wp 的演化则是一

个相对复杂的问题. 很多学者对塑性旋率在变形梯
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度乘法分解理论的地位与作用进行了详细探讨 [29].

Green[30] 以及 Casey等 [31] 引进了卸载构型的标架

不变性原则，并将其视为与当前构型标架不变性具

有同等地位的一般性原则，这种观点虽然被许多学

者所驳斥 [32]，但对于无织构的多晶材料，其仍然适

用. 基于这一观点并结合 Kroner变形分解理论，文

献 [33]阐述了在各向同性塑性理论框架下，可以不

失一般性地假定塑性旋率为 0，即Wp = 0.

根据上述讨论，同时考虑到对于各向同性材料

的有限变形理论，忽略塑性旋率将使理论得到很大

简化，本文假定

Wp = 0 (112)

故塑性变形梯度 Fp 的演化过程可完全由塑性

变形率决定，即

Fp = DpFp (113)

4.5 本构理论总结

本文本构理论的最大新颖之处便是将经典的背

应力加法分解法则引入到超弹性本构理论中，并使

其拥有直观的物理意义——即背应力产生机制的多

重性，这一机制抽象出来的变形运动学便是塑性变

形梯度的多重分解定理，在这一变形分解假定下，

几类经常应用于小变形理论和次弹性理论中的随动

硬化法则，便可在拥有合理物理解释的基础上推广

应用于超弹性本构理论，而材料进入有限变形阶段

后，基于变形梯度乘法分解的超弹性本构理论比基

于变形率加法分解的次弹性本构理论更加合理，因

此这也说明了本节本构关系在理论上的优越性.

本节本构理论总结如表 1所示，其与经典次弹

性 --塑性本构模型的对比如表 2所示. 两类本构理

论本质上的不同点在于其基于不同的变形运动学基

础:超弹性--塑性本构理论基于变形梯度的乘法分解

定理，而次弹性--塑性本构理论则基于变形率的加法

分解定理，而前者的复杂程度远甚于后者.多个中间

构型的引入将产生定义在不同构型上的演化方程，

例如，在表 2次弹性--塑性本构模型栏中的所有方程

表 1 本构理论总结

Table 1 Summary of the constitutive model

Multiplicative decomposition of

deformation gradient
F = FeFp

generalized Lion deformation

decomposition theory

Fp = Fen
1 Fdis

1 = Fen
2 Fdis

2 = · · · Fen
M Fdis

M

detFen
i = detFdis

i = 1 , i = {1,2, · · · ,M}

hyperelastic constitutive

equation

τ = 2
∂Ψe

∂Be Be

Sen
i = sym0

(
2
∂Ψen

i (Ben
i )

∂Ben
i

Ben
i

)
=

2
3

r iγi hen
i

Sen =

M∑

i=1

Sen
i

Mandel stress Me = (Fe)Tτ(Fe)−T , Men
i = (Fen

i )TSen
i (Fen

i )−T

flow rule Dp =

√
3
2
κ̇p

Me
0 − Sen

∥∥∥Me
0 − Sen

∥∥∥ , Ḟp
= DpFp

kinematic hardening rule
Ddis

i =
3
2

[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
· H

(
3
2

Men
i : (Men

i )T − r2
i

)]
Men

i

r i

λ̇i =


Dp

‖Dp‖ :
Sen

i∥∥∥Sen
i

∥∥∥ − µi

 κ̇p , Ḟdis
i = Ddis

i Fdis
i

isotropic hardening rule
f
(
Me,Sen, σy

)
=

√
3
2

(
sym0 (Me) − Sen) :

(
sym0 (Me) − Sen) − σy = 0

σy (κp) = σy0 +
(
σys − σy0

) (
1− e−Cisoκ

p)
, κp =

∫ [
2
3

Dp : Dp
]1/2

dt

Kuhn--Tucker condition ˙κp > 0b
(
Me,Sen, σy

)
6 0, κ̇p f

(
Me,Sen, σy

)
= 0
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表 2 与次弹性--塑性本构模型的对比

Table 2 The comparison with hypoelastic-plasticity constitutive model

Hyperelastic-plasticity constitutive model Hypoelastic-plasticity constitutive model

decomposition

theory of

deformation

F = FeFp

Fp = Fen
1 Fdis

1 = Fen
2 Fdis

2 = · · · = Fen
M Fdis

M

detFen
i = detFdis

i = 1 , i = {1,2, · · · ,M}

D = Dp + De

elastic constitutive equation τ = 2
∂Ψe

∂Be Be τ∗ = He : De

kinematic hardening rule

(
˙

Sen
i )log =

2
3

r iγi Dp −
[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2

Sen
i : Sen

i − r2
i

) ]
γiSen

i

Sen =

M∑

i=1

Sen
i

α∗i =
2
3

r iγi Dp −
[
µi κ̇

p +
〈
λ̇i

〉
·

H

(
3
2
αi : αi − r2

i

) ]
γiαi

α =

M∑

i=1

αi

flow rule Dp =

√
3
2
κ̇p

Me
0 − Sen

∥∥∥Me
0 − Sen

∥∥∥ Dp =

√
3
2
κ̇p τ′ − α
‖τ′ − α‖

注：上表中，次弹性塑性本构模型一栏下
o
τ∗,

o
α∗i 分别代表柯西应力 τ和背应力 α的某种客观导数，而 τ′ 则代表 Cauchy应力 τ的偏量部分.

Note: In the hypoelastic-plasticity constitutive model column of Table 2,
o
τ∗ and

o
α∗i mean an objective derivative of Cauchy stressτ and back stress

α respectively, andτ′ means the deviatoric part of Cauchy stressτ.

均是定义在当前构型中的；而超弹性栏中的方程则

不是如此，如流动法则是定义在载构型中的，而随动

硬化法则定义在相应的随动硬化中间构型中，尽管

它们与次弹性理论在形式上相似. 这也使得超弹性

本构理论比次弹性理论在数值计算上要复杂的多.

5 结 论

本文在 Lion塑性变形分解理论的基础上，引入

了多机制过程，对其进行了理论上的拓展.基于拓展

的 Lion塑性变形分解理论，结合变形梯度乘法分解

定理，本文对经典理论中客观性的定义进行了概念

上的推广，提出了一类新的超弹性 --有限塑性本构

模型，这类本构模型满足热动力学法则，并且可以

融合多种小变形循环塑性理论中经典的随动硬化模

型. 本文以 K--O 模型、A--F 模型、Chaboche模型和

O--W模型为例进行了讨论，并着重论述了 K--O 模

型.

K--O 随动硬化模型与 O--W随动硬化模型的共

性在于 Heaviside阶跃函数的引入，这种阶跃性质使

得背应力分量始终在相应的临界面内演化，故在数

值积分过程中背应力的积分需要利用径向返回映射

法，同时考虑到对数共旋率以及多种构型的引入，

本文本构理论的数值化过程会相对复杂一些.
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