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流体力学

哈特曼边界层的初级稳定性分析
1)

董 帅 2) 林殿吉 吕玉坤

(华北电力大学能源动力与机械工程学院，河北保定 071003)

摘要 导电流体在法向外置磁场的作用下，在贴近壁面处会形成哈特曼边界层. 哈特曼边界层的稳定性研究对

电磁冶金过程和热核聚变反应冷却系统等相关设备的设计和运行都有着十分重要的意义.本文采用非正则模态

稳定性分析方法，对两无限大绝缘平行平板内导电流体流动的稳定性进行了研究.通过在时间上迭代求解扰动

变量的控制方程组和伴随控制方程组，获得了在磁场作用下初级扰动的增长情况及其空间分布形式，分析了磁

场强度对最优扰动增长倍数Gmax、最优展向波数 βopt和最优时刻 topt的影响，并考察了上下两个哈特曼边界层

之间的相互作用. 结果表明，最优初始扰动的空间分布形式为沿着流场方向的漩涡，关于法向方向对称或者反

对称.当哈特曼数 Ha较大时 (Ha > 10)，对称漩涡和反对称漩涡形式的初始扰动增长倍数基本相等；上下两个

哈特曼边界层可以认为是彼此独立的，不会相互影响，此时最优扰动增长倍数 Gmax与局部雷诺数 R的平方成

正比，相应的最优展向波数 βopt和最优时刻 topt均正比于哈特曼数 Ha.当哈特曼数 Ha较小时 (Ha < 10)，反对

称漩涡形式的初始扰动更为不稳定，其增长倍数大于对称漩涡的增长倍数，且上下两个边界层之间存在着一定

的相互作用，并对整个流场的稳定性产生一定的影响.
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THE PRIMARY STABILITY ANALYSIS OF HARTMANN BOUNDARY LAYER 1)

Dong Shuai2) Lin Dianji Lü Yukun
(North China Electric Power University，School of Energy Power and Mechanical Engineering，Baoding071003，Hebei，China)

Abstract A thin Hartmann boundary layer will be formed near the wall when the conducting fluid is passing through

a vertical magnetic field. The property of Hartmann boundary layers is vital to design and operation of equipments in

electromagnetic metallurgy and thermonuclear fusion cooling system. This stability problem is investigated by non-modal

stability analysis method. Through solving the governing equations of disturbances and adjoint field variables iteratively,

the amplification and spatial distributions of primary perturbations are obtained. The effects of magnetic field on the

optimal perturbation amplificationGmax, spanwise wavenumberβopt and timetopt are analyzed, and the interaction between

two opposite Hartmann boundary layers is considered as well. Results indicate that the optimal initial perturbations are

in the form of streamwise vortices, which is symmetric or antisymmetric with respect of the normal direction. When the

Hartmann numberHa is larger (Ha > 10), the initial perturbations of symmetric and antisymmetric vortices are amplified

equally, and the two opposite Hartmann boundary layers can be considered as independent from each other. In this case,

the dependence of optimal perturbation amplificationGmax on the square of local Reynolds numberR is obtained, and
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the corresponding optimal spanwise wavenumberβopt and timetopt are proportional to the Hartmann numberHa. When

the Hartmann numberHa is smaller (Ha < 10), the antisymmetric vortices are more unstable, and the perturbation

amplificationsGmax is larger than that of symmetric vortices. There is still a kind of interaction between the two opposite

Hartmann boundary layers to influence the stability of the flow field.

Key words Hartmann boundary layers，primary perturbation，stability analysis，non-normal mode，numerical simula-

tion

引 言

冶金行业中双金属复层合金的制备、高分子聚

合物的挤压成型、气动挤压塑料片、吹制玻璃等加工

工艺中均会涉及到磁流体边界层内的流动问题 [1-3].

在这些领域中，导电流体被置于电磁场环境下，通

过施加电磁力可以控制导电流体的运动状态 [4-5].此

外，在机翼上合理布置电磁场及相关设备，可以有

效改变绕流边界层的结构，从而达到减震、减阻等效

果 [6-7].

导电流体在法向外置磁场的作用下，在贴近壁

面处会形成速度梯度很大、厚度很薄的边界层，即

哈特曼边界层 [8-9].哈特曼边界层的稳定性研究对电

磁制动 [10]、电磁搅拌 [11]、晶体增长 [12]、热核聚变反

应冷却系统 [13] 等相关设备的设计和制造都有着十

分重要的意义. Lundquist[14] 最早提出了判断哈特曼

边界层是否稳定 (层流还是湍流) 的参数 —— 局部

雷诺数 R

R =
Re
Ha

(1)

式中，Re 为主流雷诺数，Ha 为哈特曼数.

Murgatroyd[15] 对哈特曼边界层的稳定性进行了实

验研究，发现局部临界雷诺数 Rc位于 150∼250的范

围内，哈特曼边界层内流体开始从层流向紊流转捩.

Moresco和 Alboussiére[16] 实验得到的临界雷诺数 Rc

约为 380，但是 Lingwood和 Alboussière[17]采用正则

模态线性稳定性分析得到的临界雷诺数 Rc 均明显

高于实验结果.最近，Krasnov等 [18]采用直接数值模

拟的方法，通过在流场中施加随机背景噪声扰动来

观测流场变化，得到了与实验值相近的结果，临界

雷诺数 Rc 约为 350. 基于直接数值模拟结果，他们

提出了如下转捩过程假说：(1)流向漩涡和哈特曼层

流流动相互作用形成流向条纹结构；(2)流向条纹结

构失稳，进而过渡到湍流.

Gerard-Varet[19]通过非正则模态稳定性的分析方

法对单一无限大平板上的哈特曼边界层进行研究，

认为在壁面绝缘情况下，其最优扰动为流向漩涡，

最优扰动增长倍数 Gmax和局部雷诺数 R呈平方关

系，即Gmax ≈ 5.65× 10−4R2. Airiau和 Castets[20]获得

的结果与之类似.

Krasnov等 [21] 随后对大哈特曼数 Ha下，导电

流体在方形截面管道内的流动进行了直接数值模拟.

当哈特曼数 Ha从 0变化到 400时，流动从湍流逐渐

过渡到层流，哈特曼边界层厚度不断减小，上下两个

哈特曼边界层之间的相互作用也逐渐减弱.

目前，对哈特曼边界层稳定性的研究主要针对

较大哈特曼数 Ha下的磁流体流动，对小哈特曼数

Ha (Ha < 10)下流动的研究还不充分. 本文对两块

平行的无限大绝缘平板内导电流体流动的稳定性

进行分析，重点考察初级扰动的增长情况，以及哈

特曼数 Ha和雷诺数 Re的影响.平板流内上下两个

哈特曼边界层之间可能存在着一定的相互作用，从

而对整个流场的稳定性产生影响，这在以前的研究

中并未引起足够的重视，本文将就此展开研究和讨

论.

1 数值方法

1.1 物理模型

本研究考察的物理模型为不可压缩导电流体在

两块无限大的绝缘平行平板之间的流动，在垂直流

场的方向施加一个均匀恒定的静态磁场.其中，两平

板的间距为 d，磁场强度为 B，层流流场中心线上的

速度为 U.平板内的流体在压力作用下流动，其体积

流量保持恒定.

1.2 控制方程组

本文是对低磁雷诺数下导电流体展开的研究，

即忽略了流场对外界磁场的影响，只考虑外界磁场

对流场的影响 [22]. 其无量纲控制方程组和边界条件

为
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∂u
∂t

+ (u · ∇) u = −∇p +
1
Re
∇2u+

Ha2

Re
[−∇φ × e+ (u × e) × e

]

∇ · u = 0

∇2φ = ∇ · (u × e)

z = ±1 , u = v = w =
∂φ

∂z
= 0



(2)

其中，e = (0,0,1)为单位矢量，x，y，z分别代表了

流向，展向和法向方向. u 为速度矢量，p为压力，

φ为电势，u, v和 w分别代表了流向、展向、法向速

度.进行无量纲化时，特征速度取哈特曼层流流动中

心线上的速度 U，特征长度 L取平板间距的一半，

即 L = d/2；磁场强度特征值取 B，相应的电势特征

值为 σUB，时间和压力的特征值分别为 L/U和 ρU2.

式 (2) 中出现了两个重要的无量纲参数，哈特曼数

Ha = BL
√

σ

ρυ
和主流雷诺数 Re=

LU
υ

.

本文研究的基本流是哈特曼层流流动，流场中

的任一物理量 ψ可以分解为

ψ = Ψ (z, t) + ψp(x, y, z, t) (3)

其中，Ψ (z, t)表示基本流场的物理量，ψp(x, y, z, t)表

示扰动变量. 将式 (3)代入式 (2)中，减去基本流的

控制方程组，并忽略关于扰动的高阶项，即可获得关

于扰动的线性方程组.

∂up

∂t
+

(
up · ∇

)
U + (U · ∇)up = −∇pp+

1
Re
∇2up +

Ha2

Re

[
−∇φp × e+

(
up × e

)
× e

]

∇ · up = 0

∇2φp = ∇ ·
(
up × e

)

z = ±1 , up = vp = wp =
∂φp

∂z
= 0



(4)

本研究主要采用非正则模态稳定性分析方

法 [23-27]，考察扰动的增长模式及其获得的最大峰

值，为了对扰动的增长情况进行分析，将扰动项展

开成如下形式

ψp(x, y, z, t) = ψ̂(z, t) exp (iαx + iβy) (5)

其中，α为流向波数，β为展向波数. 为了定量的描

述扰动的增长，选取变量 E(t)代表扰动动能随时间

的变化情况

E(t) =

∫ [
û (z, t) û∗ (z, t) + v̂ (z, t) v̂∗ (z, t) +

ŵ (z, t) ŵ∗ (z, t)
]
dz

其中，上标 “*” 代表变量的共轭复数.初始扰动的增

长或者衰减可由下式表示

G ≡ E(T)
E(0)

(6)

式中，T 是所要考察的时刻，0为初始时刻，G称为

扰动增长倍数.

当哈特曼数 Ha、局部雷诺数 R、流向波数 α、

展向波数 β和时刻 T 分别取某一定值时，扰动的分

布形式仍有若干种可能，这些扰动都是控制方程组

的解，目的是要从中找到某一特定的扰动分布，在 T

时刻获得扰动增长倍数 G的最大值.这一特定的扰

动分布被称之为最优扰动.

1.3 求解方法

要获得 G因子的最大值，数学上可以采用拉格

朗日乘子法求解 [28-29]. 即引入扰动变量的伴随场，

通过耦合求解关于扰动的原始控制方程组和相应的

关于伴随场变量的控制方程组，来获取最优扰动的

空间分布形式和增长倍数. 为了求解 T 时刻对应的

最优初始扰动 û(z,0)，可以采用循环迭代的数值算

法 [23]，如图 1 所示. 图 1 中顶标 “∼” 代表变量的

伴随场，顶标 “ ˆ ” 代表变量的原始场. 首先由初始

时刻的扰动分布 û(z,0)，在时间轴上正向迭代求解控

制方程组，即可获得在 T时刻的扰动分布 û(z,T)；该

扰动分布经由适当变换可作为伴随场变量的初始值

ũ(z,T)，然后在时间轴上逆向迭代求解伴随场变量满

足的控制方程组，可得 ũ(z,0)，并用该扰动分布去更

新初始扰动 û(z,0). 如此循环迭代下去，直至 ũ(z,0)

和 û(z,0)满足一定的收敛标准，最后需要再次求解

控制方程组，计算最优扰动 û(z,0)在 T 时刻的扰动

动能，并代入式 (6)中求解扰动增长倍数G.

本文采用了高精度的伪谱方法求解无量纲方程

图 1 数值求解中的循环迭代

Fig. 1 The iteration loop of solving optimal problems
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组，在法向方向上采用切比雪夫配置点布置方式.

这种网格节点布置方式的特点是中间稀疏，两边密

集，从而可以较好地求解近壁面边界层内的流动.当

哈特曼数较小时，磁场效果不明显，哈特曼边界层厚

度较大，采用较少的网格节点 (N = 64)可以精确求

解控制方程组.当哈特曼数较大时，哈特曼边界层厚

度变薄，需要相应增加节点个数 (N = 128)以满足计

算精度要求.

对于一组确定的局部雷诺数R和哈特曼数Ha，

某一初始扰动能够在某一流向波数 α、展向波数 β和

时刻 T下，得到所有扰动增长倍数G的最大值，称为

最优扰动增长倍数Gmax，对应的流向波数 α、展向波

数 β和时刻 T分别称为最优流向波数 αopt、最优展向

波数 βopt和最优时刻 topt.对剪切流的研究发现，无论

是平行平板流还是圆管中的流动，最优扰动的初始

分布形式均为沿着流场方向的漩涡 (α = 0)，并且通

常为关于法向反对称或者对称的漩涡 [26-27,30-31]. 所

以本文选取初始扰动为沿着流场方向的对称漩涡或

者反对称漩涡两种情况进行分析，并设定流向波数

α = 0，只考虑了展向波数 β的变化情况.

2 结果与讨论

图 2和图 3分别表示局部雷诺数 R = 300，哈

特曼数 Ha = 5和 15时，不同展向波数 β 下、不同

扰动增长倍数 G和时刻 t 之间的关系.当哈特曼数

Ha = 5时，相同的展向波数 β下，反对称漩涡在相

应时刻的扰动增长倍数G均大于对称漩涡的扰动增

长倍数G，即反对称漩涡获得了更大的扰动能量，但

反对称漩涡达到最优扰动增长倍数 Gmax 的时刻大

于对称漩涡.在哈特曼数 Ha = 15时，相同的展向波

数 β下，初始对称漩涡和反对称漩涡取得了相等的最

(a)对称漩涡

(a) Symmetric vortex

(b)反对称漩涡

(b) Antisymmetric vortex

图 2 R = 300，Ha = 5，不同 β时，G和 t之间的关系

Fig. 2 The amplification of perturbationG as function of timet at

R = 300,Ha = 5

(a)对称漩涡

(a) Symmetric vortex

(b)反对称漩涡

(b) Antisymmetric vortex

图 3 R = 300，Ha = 15，不同 β时，G和 t之间的关系

Fig.3 The amplification of perturbationG as function of timet at

R = 300,Ha = 15



第 2 期 董 帅等：哈特曼边界层的初级稳定性分析 331

优扰动增长倍数Gmax，说明在较大哈特曼数 Ha时，

两种不同结构的初始扰动其增长情况基本相同.

图 4和图 5分别表示局部雷诺数 R = 300，哈

特曼数 Ha = 5和 15时，最优扰动增长倍数 Gmax和

展向波数 β随时间的变化情况. 当哈特曼数 Ha = 5

时，反对称漩涡扰动动能达到最大值的时刻要大于

对称漩涡，展向波数 β 要小于对称漩涡，这说明磁

场对反对称漩涡的抑制效果更加明显. 但是必须明

确的是，反对称漩涡的最大扰动动能要大于对称漩

涡. 汇总结果如表 1所示. 当哈特曼数 Ha = 15时，

磁场对两种漩涡的影响相同，其最优扰动增长倍数

Gmax和展向波数 β随时间的变化基本相同，并在相

同的时刻和展向波数 β 下取得最优扰动. 两种情况

下，随着展向波数 β和时间 t的增加，扰动增长倍数

G均逐渐增大，直到 G因子在某一时刻 t 和某一展

向波数 β 下获取峰值，即 Gmax，相应的取得最优展

向波数 βopt和最优时刻 topt.

(a)

(b)

图 4 R = 300,Ha = 5 (a)Gmax和 t之间的关系；

(b) β和 t之间的关系

Fig. 4 The optimal amplification of perturbationGmax (a) and spanwise

wavenumber (b) as function of timet for R = 300,Ha = 5

(a)

(b)

图 5 R = 300,Ha = 15，(a)Gmax和 t之间的关系;

(b) β和 t之间的关系

Fig. 5 The optimal amplification of perturbationGmax (a) and spanwise

wavenumber (b) as function of timet for R = 300,Ha = 15

表 1 R = 300，不同 Ha和漩涡结构的最优扰动参数

Table 1 Parameters of optimal perturbation for differentHa and

vortex atR = 300

Ha = 5 Ha = 15

symmetric

vortex

antisymmetric

vortex

symmetric

vortex

antisymmetric

vortex

topt 200 250 690 690

βopt 4.1 3.6 11.4 11.4

Gmax 52.76 56.99 55.44 55.45

图 6和图 7分别显示局部雷诺数 R = 300，哈特

曼数 Ha = 5和 15时，最优初级扰动在初始时刻的空

间分布.哈特曼数 Ha = 5时，对称漩涡和反对称漩

涡扰动的幅值是不同的；而哈特曼数 Ha = 15时，对

称漩涡和反对称漩涡的幅值相同，并且无论流向、

展向还是法向速度，在流场中心区域均保持在零值

上下，说明最优扰动主要分布在边界层附近，当哈特
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曼数越大 (Ha = 15)时，这种趋势更加明显. 从图中

还可以看出，当哈特曼数 Ha较小时，上下两块平板

上的边界层之间有着一定程度的相互作用；而当哈

特曼数较大时，两个边界层之间基本上不会互相影

响.

(a)流向速度

(a) Streamwise velocity

(b)展向速度

(b) Spanwise velocity

(c)法向速度

(c) Wall-normal velocity

(d)流向涡量

(d) Streamwise vorticity

图 6 R = 300,Ha = 5时，最优初级扰动在初始时刻的空间分布

Fig. 6 Distribution of optimal primary perturbation at initial time for

R = 300,Ha = 5

(a)流向速度

(a) Streamwise velocity

(b)展向速度

(b) Spanwise velocity

图 7 R = 300,Ha = 15时，最优初级扰动在初始时刻的空间分布

Fig. 7 Distribution of optimal primary perturbation at initial time for

R = 300,Ha = 15
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(c)法向速度

(c) Wall-normal velocity

(d)流向涡量

(d) Streamwise vorticity

图 7 R = 300,Ha = 15时，最优初级扰动在初始时刻的

空间分布 (续)

Fig. 7 Distribution of optimal primary perturbation at initial time for

R = 300,Ha = 15 (continued)

图 8显示了初始扰动为对称漩涡和反对称漩涡

两种情况下，局部雷诺数 R = 300, 500, 700, 1 000

时，最优扰动增长倍数 Gmax随哈特曼数 Ha的变化

规律. 在局部雷诺数 R取值不同时，最优扰动增长

倍数Gmax随哈特曼数 Ha的主要变化趋势都是相同

的，即哈特曼数 Ha < 8时，最优扰动增长倍数Gmax

随着哈特曼数 Ha的增大而增大，当哈特曼数 Ha > 8

时，最优扰动增长倍数Gmax基本不变.

在局部雷诺数 R相同，哈特曼数 Ha < 8情况

下，反对称漩涡的最优扰动增长倍数Gmax均大于对

称漩涡.说明这种形式的扰动更为不稳定，而上下两

个边界层之间的影响也是不可以忽略的. 在哈特曼

数 Ha = 5附近，反对称漩涡的最优. 最动扰动增长

倍数 Gmax出现了先增大后减小的特征. 这表明哈特

曼数 Ha < 5时，磁场作用较弱，扰动增长主要受主

图 8 不同 R、不同漩涡结构时，Gmax和 Ha之间的关系

Fig. 8 The optimal amplification of perturbationGmax as function ofHa

for differentRand vortex structures

流雷诺数的制约，即Gmax ∝ Re2；当哈特曼数 Ha = 5

时，最优扰动增长倍数 Gmax达到最大值；当哈特曼

数 Ha > 5时，磁场强度的增加，扰动增长主要受局

部雷诺数的制约，即Gmax ∝ R2.

图 9 所示为不同哈特曼数 Ha、不同漩涡结构

时，最优扰动增长倍数 Gmax 和局部雷诺数 R之间

的关系，并与 Gerard-Varet[19] 的结果进行了对比. 在

哈特曼数 Ha = 1, 3, 5, 9时，对称和反对称漩涡的

Gmax--R曲线出现了明显的差别，反对称漩涡的最优

扰动增长倍数 Gmax均大于对称漩涡的值.哈特曼数

Ha = 10, 15, 20时，对称和反对称漩涡的 Gmax--R曲

线全部重合，即不仅哈特曼数 Ha的大小不影响最优

扰动增长倍数Gmax的大小，漩涡结构对最优扰动增

长倍数 Gmax的影响也非常有限.本文研究表明，在

壁面绝缘情况下，最优扰动增长倍数Gmax和局部雷

诺数 R呈平方关系，Gmax ≈ 6.12× 10−4R2，该结果与

Gerard-Varet[19] 的结果 Gmax ≈ 5.65× 10−4R2一致.因

此，在哈特曼数 Ha较大时，哈特曼边界层很薄，平

行平板间的上、下两个边界层可以认为是相互独立

的，不会互相影响.但是对于小哈特曼数，上下两平

板间的哈特曼边界层距离较近，会互相影响.

图 10显示了不同漩涡结构时，最优展向波数

βopt和哈特曼数 Ha之间的关系.哈特曼数 Ha > 10

时，最优展向波数 βopt和哈特曼数 Ha呈线性增长关

系；哈特曼数 Ha < 10时，最优展向波数 βopt和哈特

曼数 Ha呈指数增长关系.哈特曼数 Ha < 10时，在

相同的哈特曼数 Ha下，反对称漩涡在更小的最优展

向波数 βopt下达到了最优扰动增长倍数Gmax.
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(a)

(b)

图 9 不同 Ha、不同漩涡结构时，Gmax和 R之间的关系

(a) Ha < 10; (b)Ha > 10

Fig. 9 The optimal amplification of perturbationGmax as function ofR

for differentHa and vortex structures (a)Ha < 10; (b)Ha > 10

图 10 不同漩涡结构时，βopt和 Ha之间的关系

Fig. 10 The optimal spanwise wavenumberβopt as function ofHa for

different vortex structures

图 11 表明不同局部雷诺数 R、不同漩涡结构

时，最优时刻 topt和哈特曼数 Ha之间的关系.哈特

曼数 Ha < 10时，最优时刻 topt和哈特曼数 Ha二者

增长关系不明显；哈特曼数 Ha > 10时，最优时刻

topt和哈特曼数 Ha呈线性增长关系，且局部雷诺数

R越大，斜率越大.哈特曼数 Ha < 10时，反对称漩

涡对磁场更加敏感，其最优时刻 topt大于对称漩涡的

最优时刻 topt. 哈特曼数 Ha > 10时，磁场对两种漩

涡的抑制效果相同.

图 11 不同 R、不同漩涡结构时，topt和 Ha之间的关系

Fig. 11 The optimal timetopt as function ofHa for differentRand

vortex structures

3 结 论

(1)当哈特曼数 Ha较大时，磁场可以有效抑制

扰动的增长，无论是对称漩涡还是反对称漩涡，其效

果相同.在哈特曼数 Ha较小的时候，对称漩涡和反

对称漩涡对磁场的敏感性是不同的，反对称漩涡需

更长的时间取得最优扰动增长倍数，说明磁场抑制

了其增长速度，但是其取得了比对称漩涡更大的扰

动增长倍数，即这种形式的扰动更为不稳定.

(2) 哈特曼数 Ha > 10时，最优扰动增长倍数

Gmax与局部雷诺数 R的平方成正比，与哈特曼数 Ha

大小无关，对应的最优展向波数 βopt和最优时刻 topt

均正比于哈特曼数 Ha的一次方.

(3)哈特曼数 Ha > 10时，上下两边界层之间无

相互影响；哈特曼数 Ha < 10时，上下两边界层存在

一定的相互作用，并且对整个流场的稳定性产生一

定的影响.
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