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研究论文

黏弹性界面断裂分析的增量 “加料” 有限元法
1)
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∗(国防科技大学航天科学与工程学院，长沙 410073)
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摘要 提出了一种适用于黏弹性界面裂纹问题的增量 “加料” 有限元方法. 利用弹性界面裂纹尖端位移场的解

答，通过对应原理和拉普拉斯逆变换近似方法，得到了黏弹性界面裂纹的尖端位移场. 用该位移场构造了黏弹

性界面裂纹 “加料” 单元和过渡单元位移模式，推导了增量 “加料” 有限元方程，求解有限元方程可获得应力强

度因子和应变能释放率等断裂参量.建立了典型黏弹性界面裂纹平面问题 “加料” 有限元模型，计算结果表明，

对于弹性/黏弹性界面裂纹和黏弹性/黏弹性界面裂纹，该方法都能得到相当精确地断裂参量，并能很好地反映

蠕变和松弛特性，可推广应用于黏弹性界面断裂问题的计算分析.
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引 言

当前，黏弹性材料在工程中获得了广泛应用，

由弹性/黏弹性介质构成的组合结构日益增多，如固

体火箭发动机的壳体/绝热层、芯片封装结构中的芯

片/下填料以及高分子聚合物粘接结构等等. 在这些

组合结构中，界面往往是最薄弱的部位，由于使用

环境变化、疲劳、蠕变等因素而萌生的界面裂纹，

是导致界面剥离、结合部失效最为常见的原因. 因

此，对黏弹性界面裂纹的分析和评价，对结合材料的

强度和可靠性评估具有重要意义.自从Wlliams[1] 首

先分析双弹性材料界面裂纹奇异性以来，经过 Rice

等 [2-3], Erdogan[4] , Comninou[5] 等学者的研究，双弹

性材料界面的断裂分析，基本上已经建立了比较完

整的理论体系和较为成熟的分析方法 [6]；均质线黏

弹性材料断裂问题，应用黏弹性理论和有限元等数

值方法，一般也能得到令人满意的解答 [7] .而对于弹

性/黏弹性、黏弹性/黏弹性界面断裂，由于问题本身

的复杂性，裂纹尖端奇异场几乎不可能得到精确地

解析解，相关的研究文献较少.早期比较有代表性的

工作是 Atkinson等 [8] 和 Chang[9] 对黏弹性界面裂纹

尖端应力奇异性的研究，研究对象大多为反平面问

题，Han等 [10-11]运用解析法，通过对应原理和拉普

拉斯逆变换研究了无限大平板黏弹性界面裂纹断裂

参量的理论解. Kuo等 [12]运用 Stroh公式研究了黏弹

性界面折点的应力奇异性，Wang等 [13] 采用复变函

数法，推导了压电螺型位错和双黏弹性压电材料界

面相互作用的解析解.刘玉岚等 [14]根据经典梁的理

论，计算了含有界面裂纹的黏弹性层合板应变能释

放率.王振清等 [15]建立了双材料界面扩展裂纹尖端

的弹黏塑性控制方程，引入界面裂纹尖端的位移势

函数和边界条件，对刚性--弹黏塑性界面 I型界面裂

纹进行了数值分析.对结构和边界形状通常都比较复

杂的工程界面断裂问题，一般只能用数值方法求解.

Chen等 [16] 发展了一种可用于各向异性弹材料界面

裂纹的边界元方法，沈辉等 [17]构造了一种平面应力

奇异薄层单元，用此单元研究了双材料界面层的刚

度对界面裂纹尖端场的影响.李彪等 [18]提出了一种

由刚性元和零厚度的内聚力单元组合而成的新型界

面单元，该界面单元嵌在板壳结构界面，用来模拟界

面损伤的起始和演化.王舒等 [19]应用改进的虚拟裂
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纹闭合法对热、力载荷作用下多材料构件连接区界

面进行断裂分析.王亮等 [20] 在试验的基础上，采用

基于损伤力学的黏聚区模型对压电复合材料界面的

起裂和脱胶扩展进行了分析，并与虚拟裂纹闭合法

进行了比较.汤丽华和许金泉 [21]应用常规有限元方

法研究了黏弹性界面裂纹奇异场，并和经典近似解

做了对比. 近年来，扩展有限元方法 [22-23]由于在断

裂问题特别是裂纹扩展分析方面的突出优点，引起

国内外学者广泛关注. Bouhala等 [24] 应用扩展有限

元方法对裂尖位于双材料界面上的 I 型界面裂纹问

题进行了研究，李录贤等 [25],金峰等 [26]对扩展有限

元方法及其应用做了比较全面的综述，成斌斌等 [27]

对亚界面断裂问题的扩展有限元方法进行了研究，

董文玉等 [28] 给出了一种可直接计算应力强度因子

的扩展有限元方法，但该方法不适合于增量求解.目

前，应用扩展有限元方法研究黏弹性界面断裂问题

的文献还非常少见.

在界面断裂有限元分析中，常用具有 rλ−1 奇异

性的移动节点型奇异单元 [29-30]，但由于黏弹性界面

裂纹问题奇异性指数 λ是随时间变化的，此时，“加

料” 型奇异单元 [31]能更好地反映这一特点，解决了

移动节点型奇异单元只适用于某一特定奇异性指数

的不足.与常规有限元方法相比，“加料” 有限元方法

可减小网格划分规模，降低计算成本，并且能通过求

解有限元方程直接得到应力强度因子，避免了外插

法等间接方法带来的精度损失. Bayram等 [32-33]分别

应用 “加料” 有限元方法研究了双弹性材料二维、三

维界面裂纹问题，段静波等 [34-35]提出了均质线黏弹

性介质断裂分析的增量 “加料” 有限元方法，而用于

黏弹性界面断裂分析的增量 “加料” 有限元方法还未

见相关文献报道.

本文将 “加料” 有限元方法用于弹性/黏弹性界

面裂纹的断裂分析，通过对应原理和拉普拉斯逆变

换得到黏弹性界面裂纹位移场，将其加入常规单元

位移模式中，推导增量 “加料” 有限元方程，由附加

节点自由度得到黏弹性界面裂纹的应力强度因子和

应变能释放率. 通过和无限大黏弹性板中心界面裂

纹断裂参量理论解对比，验证本文的方法的正确性

和有效性，并对其在芯片封装结构弹性/黏弹性界面

断裂分析中的应用进行了初步研究.

1 黏弹性界面裂纹尖端位移场

对图 1所示两种线黏弹性介质构成的界面裂纹

(E1(t), ν1, E2(t), ν2 分别表示材料 1和材料 2的松弛

模量和泊松比)，将泊松比视为常量，根据双弹性材

料界面裂纹尖端位移场解答 [36]，通过对应原理，可

得到黏弹性界面裂纹尖端位移场在裂尖直角坐标系

o′x′y′中的表达式

ux′ (t) = L−1
[
f̃ k
11 (r, θ, p) K̃1 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
+

L−1
[
f̃ k
12 (r, θ, p) K̃2 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
(1a)

uy′ (t) = L−1
[
f̃ k
21 (r, θ, p) K̃1 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
+

L−1
[
f̃ k
22 (r, θ, p) K̃2 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
(1b)

图 1 黏弹性界面裂纹坐标系

Fig. 1 Viscoelastic interfacial crack coordinate

其中，ux′ , uy′ 为 x′和 y′方向的位移，p为拉普拉斯变

换参数，L−1表示拉普拉斯逆变换，上标 “∼” 表示拉

普拉斯变换，k表示两种不同的材料 (k = 1,2)，K̃1 (p)

和 K̃2 (p)表示界面裂纹张开和滑开型模态应力强度

因子的拉普拉斯变换，Ẽ∗k (p) = pẼ，为拉普拉斯域中

对应的弹性常数. K̃1和 K̃2定义如下

σ̃yy + iσ̃xy

∣∣∣
θ=0

=
K̃1 + iK̃2√

2πr
(r)iζ̃∗ (2a)

式 (1)裂尖位移场要求界面为完全结合界面，边界条

件不包括时间相依的边界区域，且为准静态情况.拉

普拉斯平面中裂尖位移角函数 f̃ k
i j (r, θ, p)可写为如下

形式

f̃ k
11 =

√
2πr (1 + νk)

cosh
(
πζ̃∗

) [(Dk + 2δk sinθ sinΘ)] (2b)

f̃ k
12 =

−√2πr (1 + νk)

cosh
(
πζ̃∗

) [(Hk − 2δk sinθ cosΘ)] (2c)

f̃ k
21 =

−√2πr (1 + νk)

cosh
(
πζ̃∗

) [(Hk + 2δk sinθ cosΘ)] (2d)

f̃ k
22 =

−√2πr (1 + νk)

cosh
(
πζ̃∗

) [(Dk − 2δk sinθ sinΘ)] (2e)
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δ1 = e−(π−θ)ζ̃∗ , δ2 = e(π+θ)ζ̃∗ (3a)

Θ = ζ̃∗ lg r + 0.5θ (3b)

Dk = αγk cos (0.5θ) + α′γ′k sin (0.5θ) (3c)

Hk = α′γk cos (0.5θ) − αγ′k sin (0.5θ) (3d)

α =
0.5 cos

(
ζ̃∗ lg r

)
+ ζ̃∗ sin

(
ζ̃∗ lg r

)

0.25+ ζ̃∗2
(3e)

α′ =
0.5 sin

(
ζ̃∗ lg r

)
− ζ̃∗ cos

(
ζ̃∗ lg r

)

0.25+ ζ̃∗2
(3f)

γk = κkδk − 1
/
δk , γ

′
k = κkδk + 1

/
δk (3g)

ζ̃∗ = ln
[(

1− β̃∗
)/(

1 + β̃∗
)]/

2π (3h)

β̃∗ =
pµ̃1(κ2 − 1)− pµ̃2(κ1 − 1)
pµ̃1(κ2 + 1) + pµ̃2(κ1 + 1)

(3i)

其中，r 和 θ 为裂尖局部极坐标下的径向和周向坐

标，µ̃为切变模量的拉普拉斯变换，ζ̃ 为结合材料振

荡指数 ζ(t) 的拉普拉斯变换，κ 为科洛索夫常数，

对于平面应力 κ = (3− ν)
/
(1 + ν)，对于平面应变 κ =

3− 4ν.由式 (3)非常复杂，不可能通过拉普拉斯逆变

换得到裂尖位移角函数的精确解析表达式，因此，

采用基于直接逆变换和准静态法相结合的近似方

法 [10]，得到裂尖位移场近似表达式

ux′ (t) = f k
11 (r, θ, ζ (t))ψ1k (t) + f k

12 (r, θ, ζ (t))ψ2k (t) (4a)

uy′ (t) = f k
21 (r, θ, ζ (t))ψ1k (t) + f k

22 (r, θ, ζ (t))ψ2k (t) (4b)

ψ1k (t) = L−1
[
K̃1 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
(5a)

ψ2k (t) = L−1
[
K̃2 (p)

/
Ẽ∗k (p)

]
(5b)

变量 ψik (t)和节点位移 ui (t)是需要求解的基本量.将

裂尖位移场加入到相应的常规单元位移场中，需要

进行坐标变换，把裂尖直角坐标系 x′o′y′ 中的位移

ux′ 和 uy′ 变换为整体坐标系 xoy中的位移 ux和 uy，

变换关系式如下

{
ux − xo′ uy − yo′

}T
= T

{
ux′ uy′

}T
(6a)

式中，ux 和 uy 为整体坐标系 x和 y方向的位移，

(xo′ , yo′ ) 为裂尖在整体坐标系中的坐标. T 为变换矩

阵

T =


cos (x′, x) cos (y′, x)

cos (x′, y) cos (y′, y)

 (6b)

2 黏弹性界面裂纹 “加料” 单元位移模式

2.1 “加料” 裂尖单元

对于 4节点四边形等参元，在常规单元位移模

式中加入黏弹性界面裂纹尖端位移场后，可得

ui = αi1 + αi2ξ + αi3η + αi4ξη+

Fi1 (r, θ, ζ (t))ψ11 + Fi2 (r, θ, ζ (t))ψ21+

Fi3 (r, θ, ζ (t))ψ12 + Fi4 (r, θ, ζ (t))ψ22 (7)

式中，ui (i = 1,2)分别表示总体坐标系下加料界面裂

纹单元 x和 y方向的位移，ξ和 η分别为单元局部坐

标系的坐标轴，对材料 1有

Fi1 (r, θ, ζ (t)) = F1
i1 (r, θ, ζ (t))

Fi2 (r, θ, ζ (t)) = F1
i2 (r, θ, ζ (t))

Fi3 (r, θ, ζ (t)) = 0

Fi4 (r, θ, ζ (t)) = 0



(8a)

对材料 2有

Fi1 (r, θ, ζ (t)) = 0

Fi2 (r, θ, ζ (t)) = 0

Fi3 (r, θ, ζ (t)) = F2
i1 (r, θ, ζ (t))

Fi4 (r, θ, ζ (t)) = F2
i2 (r, θ, ζ (t))



(8b)


Fk

i1 (r, θ, ζ (t))

Fk
i2 (r, θ, ζ (t))


= T


f k
i1 (r, θ, ζ (t))

f k
i2 (r, θ, ζ (t))


(8c)

将等参元节点局部坐标 (ξi , ηi)代入式 (7)中，可得到

广义坐标 αi j 的表达式，再将得到的广义坐标 αi j 回

代到式 (7) 中，并令 ψ11 = ψ1, ψ12 = ψ2, ψ21 = ψ3,

ψ22 = ψ4，得到四节点加料界面裂尖单元的位移模式

ui =

4∑

m=1

Nm (ξ, η) ūim (t) +

4∑

j=1

{
ψ j

[
Fi j (r, θ, ζ (t))−

4∑

m=1

Nm (ξ, η) F̄i jm (r, θ, ζ (t))

]}
(9)

式中，Nm (ξ, η)为常规等参元形函数，̄uim为加料裂纹

单元第 m个节点处的节点位移值，F̄i jm (r, θ, ζ (t)) 为

整体坐标系下角函数 Fi j (r, θ, ζ (t)) 在第 m个节点处
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的函数值，ψ j 为附加节点自由度，它和时变应力强

度因子相关，定义见式 (5).

2.2 过渡单元

在 “加料” 裂尖单元和常规单元之间采用过渡单

元，以消除两种单元因位移模式引起的位移不协调

问题，从而保证有限元解得收敛，提高计算精度.在

“加料” 裂尖单元位移模式的基础上，引入一个调整

函数 Z(ξ, η)来构造过渡单元内位移函数，即

ui =

4∑

m=1

Nm (ξ, η) ūim+

Z(ξ, η)
4∑

j=1

{
ψ j

[
Fi j (r, θ, ζ (t))−

4∑

m=1

Nm (ξ, η) F̄i jm (r, θ, ζ (t))
]}

(10)

式中，调整函数 Z(ξ, η)须满足：Z(ξ, η)在过渡单元与

加料裂尖单元交界边上为 1，在过渡单元与常规单元

交界边上为 0，实现从加料裂尖单元到常规单元的协

调过渡.本文采用相对简单的线性调整函数

Z(ξ, η) =



0.25(1± ξ)(1± η) (ξ = ±1, η = ±1)

0.5(1± ξ) (ξ = ±1)

0.5(1± η) (η = ±1)

(11)

在有限元分析过程中，需要根据过渡单元与加料裂

尖单元的连接方式以及过渡单元的局部坐标系，选

择适当的表达式. 例如，当过渡单元的边 ξ = 1与加

料裂尖单元连接时，满足条件的调整函数 Z(ξ, η)表

达式为 Z(ξ, η) = 0.5(1+ ξ).

3 增量型 “加料” 有限元法

3.1 位移和应变的增量形式

为了便于推导有限元方程，将 “加料” 单元、过

渡单元位移模式统一写成如下向量形式

u (tm) =
[
N Nψ (tm)

]


ū (tm)

ψ̄ (tm)


(12)

式中，N是常规单元形函数，̄u是节点位移列向量；

Nψ为 “加料” 单元或过渡单元的附加形函数，ψ̄为附

加自由度向量. Nψ的具体形式如下

Nψ (tm) =


Nψ11 Nψ12 Nψ13 Nψ14

Nψ21 Nψ22 Nψ23 Nψ24

 (13a)

Nψi j = Z(ξ, η)
[
Fi j (r, θ, ζ(t))−

mk∑

m=1

Nm(ξ, η)F̄i jm(r, θ, ζ(t))

 (13b)

对于 “加料” 单元 Z(ξ, η) ≡ 1，过渡单元按式 (11)取

值，将位移向量式 (12)代入位移应变关系 ε = Lu

中，得到

ε (tm) =
[
B Bψ (tm)

]


ū (tm)

ψ̄ (tm)


(14)

B表示单元常规应变矩阵，Bψ则是由于 “加料” 界面

裂纹单元位移模式引入裂纹尖端位移项而产生的附

加项，称之为附加应变矩阵.

由 “加料” 单元形函数矩阵和应变矩阵表达式可

见，它们不仅是空间坐标的的函数，同时也是与时间

相关的振荡指数 ζ(t)的函数. 式 (12)和式 (14)对时

间 t微分，得到相应的增量形式

∆u (tm) =
[
N Nψ (tm)

] {
∆ū (tm) ∆ψ̄ (tm)

}T
+

[
0 ∆Nψ (tm)

] {
ū (tm) ψ̄ (tm)

}T
(15)

∆ε (tm) =
[
B Bψ (tm)

] {
∆ū (tm) ∆ψ̄ (tm)

}T
+

[
0 ∆Bψ (tm)

] {
ū (tm) ψ̄ (tm)

}T
(16)

式中 ∆Nψ (tm)和 ∆Bψ (tm)可写成如下形式

∆Nψ (tm) =
[
∂Nψ (ζ (tm))

/
∂ζ (tm)

]
∆ζ (tm) (17)

∆Bψ (tm) =
[
∂Bψ (ζ (tm))

/
∂ζ (tm)

]
∆ζ (tm) (18)

具有物理意义的 ζ绝对值不超过 0.175[6]，由式 (2)和

式 (13)可知，Nψ (ζ (t))和 Bψ (ζ (t))关于 ζ (t)连续可

微且为有限值，∆Nψ (tm)和 ∆Bψ (tm)是 ∆ζ(tm)的一阶

小量.对于黏弹性界面裂纹，一定时间步长内 ζ(t)的

变化量 ∆ζ(tm)是非常小的，因此忽略 ∆ζ(t)的一阶小

量，式 (12)和式 (14)的增量形式为

∆u (tm) =
[
N Nψ

]


∆ū (tm)

∆ψ̄ (tm)


(19)

∆ε (tm) =
[
B Bψ

]


∆ū (tm)

∆ψ̄ (tm)


(20)

3.2 增量型黏弹性本构方程

对各向同性线黏弹性材料，一般情况下泊松比

可近似为常数，积分型本构关系可写为

σ(t) = DE(0)ε(t) + D
∫ t

0
ε(t − τ′)dE(τ′)

dτ′
dτ′ (21)
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σ(t)与 ε(t)分别为 t时刻的应力向量与应变向量，D

为材料矩阵，E(t)为黏弹性材料的松弛模量，通常用

普罗尼 (Prony)级数表示

E(t) = E∞ +

N∑

n=1

En exp(−t/τn) (22)

其中，E∞ 是持久模量，式 (21) 需要在全历程积

分，不便于有限元分析，因此，通常假设在时间区间

[tm−1, tm]内，应变是线性增加的，将积分型本构方程

在时域中离散成增量格式

∆σ(tm) = D
(
E∞ +

N∑

n=1

βn(∆t)En

)
∆ε(tm)−

N∑

n=1

αn(∆t)σn(tm−1)

αn(∆t) = 1− e
−∆t
τn

βn(∆t) =
τn

∆t

(
1− e

−∆t
τn

)



(23)

式中，∆t为时间增量步，∆σ(tm)为 tm时刻的应力增

量，∆ε(tm)为 tm时刻的应变增量，σn(tm)递推关系式

如下

σn(tm) = EnDβn(∆t)∆ε(tm)−

(αn(∆t) − 1)σn(tm−1)

σn(t0) = 0


(24)

3.3 黏弹性界面裂纹增量 “加料” 有限元方程

对于准静态黏弹性问题，可以忽略黏弹性体的

内摩擦引起的能量消耗，根据虚功原理得其单元域

内增量形式虚功方程
∫

Ωe
δεT∆σdΩ =

∫

Ωe
δuT∆ f dΩ+

∫

Γe
δuT∆pdΓ (25)

其中，δu和 δε分别为 “加料” 单元内任一点的虚位

移和虚应变，∆ f (tm)为 tm时刻的体积力增量，∆p(tm)

为作用在边界上 tm时刻的面力增量或集中力增量.

将位移、应变增量关系式 (19)和 (20)和增量型

本构方程式 (23)代入虚功方程式 (25)中，即可得到

增量型 “加料” 界面裂纹单元平衡方程


Kuu Kuψ

Kψu Kψψ




∆ū(tm)

∆ψ̄(tm)


=


∆Fu(tm)

∆Fψ(tm)


−


F0

u(tm)

F0
ψ(tm)


(26)

Kuu =

∫

Ωe
BT D

(
E∞ +

N∑

n=1

βn(∆t)En

)
BdΩ

Kuψ =

∫

Ωe
BT D

(
E∞ +

N∑

n=1

βn(∆t)En

)
BψdΩ

Kψu =

∫

Ωe
BT
ψD

(
E∞ +

N∑

n=1

βn(∆t)En

)
BdΩ

Kψψ =

∫

Ωe
BT
ψD

(
E∞ +

N∑

n=1

βn(∆t)En

)
BψdΩ

∆Fu(tm) =

∫

Ωe
NT∆ f (tm)dΩ +

∫

Γe
NT∆p(tm)dΓ

∆Fψ(tm) =

∫

Ωe
NT
ψ∆ f (tm)dΩ +

∫

Γe
NT
ψ∆p(tm)dΓ

F0
u(tm) = −

∫

Ωe
BT

N∑

n=1

αn(∆t)σn(tm−1)dΩ

F0
ψ(tm) = −

∫

Ωe
BT
ψ

N∑

n=1

αn(∆t)σn(tm−1)dΩ

从式 (26)可以看出，黏弹性界面 “加料” 裂纹单元平

衡方程与常规单元平衡方程相比，广义节点位移列

阵中增加了附加自由度向量 ∆ψ̄(t)，它包含 4个未知

分量. 而这 4个未知分量与裂纹两种模态的应力强

度因子和变能释放率是相关的，因此，可以利用广义

节点位移列阵中的附加自由度来求解裂纹断裂参量.

3.4 黏弹性界面裂纹应变能释放率

对于含裂纹黏弹性体而言，应力强度因子判据

与应变能释放率判据不再等价 [7] . 应力强度因子判

据不再能反映黏弹性体的时间相依性，从而不能很

好地预测黏弹性体可能发生的延迟断裂，而应变能

释放率判据却能够反映这一断裂现象. Sun和 Jih[37]

给出了弹性界面裂纹应变能释放率表达式如下

G =
K2

1 + K2
2

16 cosh2 (πζ)

(
κ1 + 1
µ1

+
κ2 + 1
µ2

)
(27)

由于本文应力强度因子定义与 Sun和 Jih的定

义差一个系数 cosh−1(πζ)，因此式 (27)与其原始结果

相差一个系数 cosh−2(πζ). 应用对应原理，得到黏弹

性界面裂纹应变能释放率

G (t) = L−1


K̃2

1 + K̃2
2

16 cosh2
(
πζ̃∗

)
(
κ̃∗1 + 1

µ̃∗1
+
κ̃∗2 + 1

µ̃∗2

) (28)

泊松比为常数时有 κ̃∗1 = κ1，κ̃∗2 = κ2，

µ̃∗1 = 1/[2pC̃1(p)(1 + ν1)] , µ̃∗2 = 1/[2pC̃2(p)(1 + ν2)]
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式中 C̃k (p) (k = 1,2)为蠕变柔量 Ck (t)的拉普拉斯变

换，将上述表达式代入式 (28)中，采用和位移场式

(4)相同拉普拉斯逆变换法，得到应变能释放率表达

式如下

G (t) =
[
(κ1 + 1) (ν1 + 1)K1 (t)ψ11 (t) +

(κ2 + 1) (ν2 + 1)K1 (t)ψ12 (t) +

(κ1 + 1) (ν1 + 1)K2 (t)ψ21 (t) +

(κ2 + 1) (ν2 + 1)K2 (t)ψ22 (t)
]/

8 cosh2 (πζ(t)) (29)

直接求解有限元方程，得到 ∆ψ(t) 后累加即可求得

ψi j (t)，Ki(t)可通过 ∆ψ(t)和 ψi j (t)求出，其中 ψi j (t) =

L−1
[
K̃i(p)pC̃ j(p)

]
，根据卷积定理

ψi j (t) = Ki(t) ∗ dC j(t) (30)

式中 “*” 表示斯蒂尔杰斯 (Stieltjes)卷积，C(t) 表示

蠕变柔量，根据均质线黏弹性材料裂纹的时变应力

强度因子的递推公式 [34]，可得

Ki(tm) = Ki(tm−1) + ∆Ki(tm) (31)

∆Ki(tm) =
1

Bj(∆t)

∆ψ̄i j (tm) +

N∑

n=1

An
j (∆t)ψ̄n

j (tm−1)



An
j (∆t) = 1− e−γ

n
j ∆t

Bj(∆t) = C∞j +

N∑

n=1

1
γn

j ∆t
(1− e−γ

n
j ∆t)Cn

j

ψ̄n
j (tm−1) =

1
γn

j ∆t
An

j (∆t)Cn
j ∆Ki(tm−1) + e−γ

n
j hψ̄n

j (tm−2)

ψ̄ j(0) = 0 , ψ̄n
j (0) = 0 , Ki(0) = 0

4 算例分析

4.1 算例 1

对含黏弹性中心界面裂纹的无限大板远端受拉

问题 (图 2)，按平面应变进行了计算. 有限元建模

时，取裂纹长度 2a = 2，取平板边长 w = 20a，近

似满足无限大条件.根据对称性，取 1/2模型建模，

裂尖局部网格适当加密 (网格尺度 l/a = 1/40)，共划

分为 800个 4节点四边形单元，850个节点，上半平

面 (y > 0，对应材料 1)配置 2个加料单元，4个过渡

单元，下半平面 (对应材料 2)采用与上半平面同样的

配置，有限元网格和加料单元配置如图 3所示.计算

单元刚度矩阵时，加料单元和过渡单元用 10×10高

斯积分，常规单元采用 2×2高斯积分.

图 2 算例 1结构示意图

Fig. 2 Schematic of geometry

for example 1

图 3 加料单元和过渡单元配置方案

Fig. 3 Enriched element and transition element scheme

黏弹性材料采用图 4所示的三参数标准线性固

体模型，剪切松弛模量

µ (t) = G1

[
1− G1

G1 + G2

(
1− e−t/τG

)]
(32)

松弛时间 τG = η2/(G1 + G2)，泊松比按常量计算，

由此可求得松弛模量 E (t)，并将其写成普罗尼级

数的形式. 材料 1 和材料 2 的参数值列于表 1

中，工况 1∼3 为弹性/黏弹性界面裂纹问题，工况

4∼5 为黏弹性/黏弹性界面裂纹问题. ∆ζ/ζ∞ 定义为[
ζ(∞) − ζ(0)

]
/ζ(∞)，表征 ζ(t)变化程度，其值越大表

示 ζ(t)变化越大.

图 4 标准线性固体模型

Fig. 4 Standard linear solid viscoelastic model
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表 1 不同工况下材料参数

Table 1 Material parameters at different case

Case
Material 1 Material 2

∆ζ/ζ∞
E∞ E1 τ E∞ E1 τ

1 1.5 5.0 5.0 45.0 0.0 0.0 0.208 1

2 0.4 0.3 5.0 50.0 0.0 0.0 0.0126

3 1.0 1.0 5.0 1 000.0 0.0 0.0 0.002 1

4 0.5 1.0 5.0 5.0 1.5 5.0 0.242 1

5 0.25 0.125 5.0 50.0 10 5.0 0.002 6

远端拉力按单位阶跃加载 (σ0 = 1.0，f (t) 为单

位阶跃函数)，作用时间为 60，为了方便与解析解对

比，暂不涉及物理单位.无限大板黏弹性中心界面裂

纹应变能释放率的理论解，可由相应弹性问题的应

变能释放率式 (27)和应力强度因子解答 [6]，通过对

应原理得到. 其拉普拉斯逆变换目前还不能获得精

确解析表达式，应用基于直接逆变换和准静态的近

似方法，得到近似解

G (t) =
σ2

0πa
[
1 + 4ζ2(t)

]

8 cosh2 (πζ(t))
[(κ1 + 1) (ν1 + 1)C1 (t) +

(κ2 + 1) (1+ ν2) C2 (t)] (33)

表 2 给出了工况 1、工况 3 和工况 5 在 t = 6

和 t = 60时的应力强度因子计算结果，并与理论

解进行了比较. 由结果可见，在恒定应力载荷作用

下，张开模态应力强度因子 K1和复合应力强度因子

K (K =

√
K2

1 + K2
2)基本保持不变，本文解与理论解

吻合的很好. 由于在位移和应变增量表达式中忽略

∆ζ(tm)的影响，应力强度因子总体偏小，但 K1和 K

的相对误差均不超过 −5%,表明本文计算方法的有

效性和正确性，忽略 ∆ζ(tm)的影响不至于引起太大

的误差，精度可满足工程要求.

表 2 应力强度因子计算结果

Table 2 The Results of stress intensity factors

Case

(time)

K1 K

Present

solution

Exact

solution
Error/%

Present

solution

Exact

solution
Error /%

1 (6) 1.783 6 1.783 6 −0.001 3 1.783 8 1.791 9 −0.453 3

1 (60) 1.754 5 1.786 8 −1.810 6 1.755 9 1.797 4 −2.307 9

3 (6) 1.716 5 1.790 1 −4.110 1 1.733 1 1.803 0 −3.877 5

3 (60) 1.716 2 1.790 1 −4.130 1 1.732 8 1.803 1 −3.898 3

5 (6) 1.721 5 1.789 8 −3.817 8 1.737 1 1.802 5 −3.626 5

5 (60) 1.721 1 1.789 8 −3.841 2 1.736 7 1.802 6 −3.653 8

表 3给出了以上几种工况下应变能释放率在时

间 t = 60时的计算结果，计算时间步长统一取 0.6.

由结果可见，各种工况下本文应变能释放率和近似

解相对误差不超过 5%,当 ∆ζ/ζ∞ 较大时，应变能释

放率的误差也相对较大，这可能是由于忽略了 ∆ζ(tm)

的影响所致.

应变能释放率随时间变化规律如图 5所示，由

图可见，本文解与近似解在整个加载历程内吻合.

表 3 t = 60时应变能释放率计算结果

Table 3 The results of strain energy release rate att = 60

Strainenergy

releaserate
Case 1 Case 2 Case 3 Case 4 Case 5

approximate

solution
0.817 4 3.119 6 1.236 4 2.569 0 4.975 0

present

solution
0.848 0 3.185 4 1.254 3 2.674 5 5.065 4

error/% 3.745 0 2.111 4 1.447 6 4.105 5 1.817 5

图 5 应变能释放率随时间变化规律

Fig. 5 Variation of strain energy release rate with time
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由于黏弹性材料的蠕变，裂纹开口位移随时间增大

而增大，因此，本例的应变能释放率随时间逐渐增

大，并且趋向于定值.此时，应力强度因子判据已不

再适用，而应变能释放率判据则可以较好地反映这

一特性.

4.2 算例 2

倒装芯片封装过程中可能出现的芯片和下填料

之间以及下填料和基板之间的裂纹，是典型的黏弹

性界面裂纹问题. 下填料是黏弹性材料，其线膨胀

系数比芯片膨胀系数一般要高一个数量级左右，由

温度载荷产生的应变导致裂纹尖端产生较强的剪应

力，使下填料与芯片分层脱离，导致整个封装失效.

本例针对芯片和下填料之间的黏弹性界面裂纹，考

察不同应变加载历程下裂纹的应力强度因子和应变

能释放率变化规律.

计算模型如图 6所示，裂纹长度 0.5 mm，材料

1和材料 2的长、宽分别为 4 mm、1 mm，材料 1属

性与芯片相当，弹性模量 131 GPa，泊松比 0.35；材

料 2为黏弹性材料，采用标准线性固体模型，E∞ =

0.9 GPa，E1 = 3.1 GPa，τ1 = 80 s，泊松比 0.18.模型共

划分为 1 724个 4节点 4边形单元，1 817个节点，

裂纹尖端附近设置 4个界面裂纹裂尖加料单元，12

个过渡单元 (图 6).应变加载历程如图 7所示，其中

ε1 = 2.5×10−6，ε2 = 2.5×10−5，按平面应变问题进行

计算.

图 6 算例 2几何结构和裂纹示意图

Fig. 6 Schematic of geometry and crack for example 2

(a)

(a) Loading history 1

(b)

(b) Loading history 2

图 7 应变加载历程

Fig. 7 Loading history of strain

对于式 (2a)定义的应力强度因子，计算结果通

常乘以 Liζ (L 为参考长度，一般取裂纹长度)，即

K̂1 + K̂2 = (K1 + iK2)Liζ，使得界面裂纹应力强度因

子量纲和普通意义上的应力强度因子量纲一致. 本

文采用这种处理方式.

两种模态的应力强度因子计算结果如图 8所示.

由计算结果可见, K̂1与 K̂2相比较小，且在整个加载

历程中变化不大；当施加恒定应变时，由于黏弹性材

料的应力松弛特性，K̂2随着时间增大逐渐减小，并

趋向于固定值；当施加的应变发生突变时，由于应力

会瞬间响应，因此应力强度因子也会突变.

图 8 应力强度因子随时间变化规律

Fig. 8 Variation of stress intensity factors with time

图 9给出了应变能释放率变化曲线，按历程 1加

载时，应变能释放率由最大值 16.7×10−5 N/mm逐渐

减小，并且位移发生突变时应变能释放率也会有相

应的突变发生，由于应力松弛，应变能释放率最终趋

向一固定值；按历程 2加载时，应变能释放率随位移

增大而逐渐增大，当应变达到最大值保持不变后，

应变能释放率开始逐渐减小并趋向固定值.
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图 9 应变能释放率随时间变化规律

Fig. 9 Variation of strain energy release rate with time

5 结 论

本文在双材料弹性界面裂纹尖端位移场的基础

上，应用对应原理和准静态拉普拉斯逆变换方法，

得到了适用于黏弹性界面裂纹的尖端位移场表达式.

将该位移场加入常规等参元位移模式中，略去次要

因素的影响，得到了黏弹性界面裂纹增量型加料单

元有限元方程和应力强度因子、应变能释放率等断

裂参量的表达式，有限元方程求解和断裂参量计算

可在同一时间步中完成；

通过和无限大板黏弹性中心界面裂纹应力强度

因子和应变能释放率理论解的对比分析，用本文方

法得到的复合应力强度因子和应变能释放率相对误

差不超过 5%，证明了黏弹性界面裂纹增量 “加料”有

限元方法的正确性和有效性.并且适用性较强，不仅

可用于弹性/黏弹性界面断裂，也可用于黏弹性/黏弹

性界面断裂的分析；

算例分析表明，在给定的应力和应变加载历程

下，黏弹性界面裂纹增量 “加料” 有限元法能很好地

反映黏弹性材料的蠕变和松弛特性，可推广应用于

固体发动机壳体/绝热层脱粘、芯片封装结构分层脱

离等黏弹性界面断裂问题的分析研究.
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THE INCREMENTAL ENRICHED FINITE ELEMENT METHOD FOR FRACTURE

ANALYSIS OF VISCOELASTIC INTERFACE 1)

Yang Junhui∗,† Meng Shangyang† Lei Yongjun∗,2)

∗(College of Aerospace Science and Engineering, National University of Defense Technology, Changsha410073, China)
†(Beijing Institute of Special Electromechanical Technology, Beijing100012，China)

Abstract The incremental enriched finite element method (FEM) is developed for viscoelastic interface crack problems.

According to the basic displacements fields of elastic interface crack tip, the crack tip displacement fields of viscoelastic

interface crack are derived through the correspondence principle and an approximate Laplace inverse transform method.

By incorporating the displacement expressions to the common element, the displacement models of enriched and transition

elements are obtained, and then the incremental formulations of the enriched FEM are deduced. The fracture parameters,

stress intensity factors and strain energy release rate can be obtained through solving the finite element equation. The

enriched finite element model of typical plane problems containing viscoelastic interface crack are constructed, and the

fracture parameter solutions show that the presented method is quite accurate for both elastic/viscoelastic and viscoelastic

/viscoelastic interface crack and can reflect the creep and relaxation characteristics. It can be applied to the fracture

analysis of viscoelastic interface crack.

Key words viscoelastic, interface crack, enriched finite element, stress intensity factor, strain energy release rate
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