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研究综述

材料构型力学及其在复杂缺陷系统中的应用
1)

李 群 2)

(西安交通大学航天航空学院,机械结构强度与振动国家重点实验室,西安 710049)

摘要 基于材料构型力学描述复杂缺陷力学系统中的破坏行为,可以为预测材料临界失效载荷和评估结构完整

性提供新的思路.首先,通过对拉格朗日能量密度函数的梯度、散度、旋度操作分别获取 3类材料构型应力张量

的定义式、平衡方程、物理意义以及其对应的守恒积分表达式.其次,基于材料构型力学概念建立描述材料屈服

的屈服准则、预测裂纹起裂的断裂准则、以及评估复杂缺陷系统最终失效的破坏准则.然后,利用数字散斑图像

相关技术,开发材料构型力学相关参量的无损测量方法.最后,将材料构型力学概念应用于纳米损伤力学和铁电

多晶材料的断裂力学中,为此类新型材料的损伤水平评估提供理论支撑.
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引 言

由于工程结构不可避免地存在着各种缺陷, 如

裂纹、孔洞、夹杂、位错、局部塑性变形区等缺陷,损

伤与断裂力学应运而生. 其主要研究含缺陷物体在

外界条件作用下缺陷开裂、裂纹扩展、失稳开裂、传

播和止裂等规律.早期的断裂力学是建立在能量守恒

定律和能量释放率观点基础上.文献 [1]最先提出了

脆性材料中裂纹扩展的能量准则,即裂纹扩展的必要

条件是裂纹尖端区释放的能量等于形成裂纹新表面

所需的能量,从而奠定了经典断裂力学的基础.随后,

文献 [2] 提出应力强度因子这一表征裂纹尖端应力

奇异状态的断裂参量, 并被工程界接受作为一种有

效的断裂准则来预测含单个主裂纹问题材料和结构

的可靠性.文献 [3]提出了混合型裂纹的应变能密度

因子理论,使得线弹性断裂力学的研究日臻成熟.另

一方面,弹塑性断裂力学的研究始于文献 [4-5]提出

的塑性材料裂纹扩展的能量判据.文献 [6]运用复势

理论方法研究了裂纹尖端的塑性区 (D-M 模型); 文

献 [7]提出了裂纹张开位移准则,现已被公认可用作

弹塑性条件下裂纹的起裂准则;文献 [8-9]分别独立

地提出路径无关 J积分来研究塑性裂纹的起裂. 文

献 [10]的实验验证使 J积分成为一个广泛认可的弹

塑性材料断裂准则.

然而, 断裂力学模型只研究材料中宏观裂纹扩

展规律,却无法分析宏观裂纹出现以前,材料中微缺

陷或微裂纹的形成和发展对材料力学性能的影响.损

伤力学的产生从某种程度上弥补了断裂力学的不足,

它主要是在均匀连续介质力学和热力学基础上,研究

材料宏观力学性能的演化直至破坏全过程. 损伤力

学的研究方法主要有两大类: 一种是宏观的唯象学

方法,通过引入损伤变量作为本构关系中的内变量;

另一种是微观 (细观) 方法, 根据材料的细观成分、

单独的力学行为以及它们的相互作用来建立考虑损

伤的宏观本构关系.但对于经典损伤力学,无论是文

献 [11-12]创立的有效弹性模量理论还是文献 [13]创

立的非局部损伤理论, 对预测材料复杂缺陷损伤演

化问题,都存在明显的局限性.正如文献 [12]综述中

的一段话: 支配刚度下降和支配微裂纹损伤区稳定

性的是两组不同的物理参数. 前者和后者并没有直

接联系.

尽管传统的断裂力学和损伤力学的基本概念和
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理论已经广泛应用于材料与结构的完整性评价中.

但随着研究的深入发现,在描述材料内部复杂缺陷方

面,传统断裂力学和损伤力学遇到一些无法克服的障

碍.这主要体现在: (1)断裂力学的能量释放率、应力

强度因子和 J积分准则等裂纹尖端控制参量的计算,

需要明确可测的宏观裂纹位置、长度、形状,而对于

材料的复杂缺陷群,很难获得明确的主裂纹形貌. (2)

随着现代工程材料的发展,诸如多孔金属泡沫材料、

纳米多孔薄膜材料、铁电多晶材料等强非均匀材料

得到了广泛的应用. 这些材料内部往往包含复杂缺

陷,且各缺陷之间的干涉屏蔽效应也非常复杂,使得

材料在外载荷作用下的内部缺陷演化方式以及演化

结果难以被准确的判断和预估. (3)材料内部缺陷的

成胚、孕育、扩展、汇合成宏观裂纹,直至裂纹扩展

使得材料发生破坏, 这一系列过程应该是连续统一

的, 描述或预测这一破坏过程的理论也应该具有统

一性、连贯性. 但是我们发现,基于有效弹性模量理

论或非局部损伤理论的损伤力学, 与基于能量释放

率、应力强度因子、J积分的断裂力学,两者之间并

没有任何关联.可以说,传统损伤力学理论与断裂力

学理论是属于 2个不同的学科研究范畴, 两者之间

割裂, 也没有一套行之有效的理论框架可以建立两

者之间的桥梁.总之,由于材料内部随机分布的复杂

缺陷,基于传统的断裂力学和损伤力学,在预测复杂

缺陷临界失效载荷和评估结构完整性时会受到一定

的挑战.

近年来研究发现, 当材料中的缺陷 (夹杂、空

穴、位错、裂纹、局部塑性变形区等)的构型 (尺寸、形

状和位置)改变时,会引起材料自由能的变化. 与材

料的构型变化相关的驱动力可定义为构型力. 基于

材料空间上发展起来的材料构型力学 (material con-

figurational mechanics, MCM)为解决复杂缺陷问题提

供了新的思路 [14-17]. 区别于建立在欧拉物理空间上

的经典力学 (力的概念直接与质量有关,涉及带有质

量的物体的平衡和运动),材料构型力定义在一个奇

点上,是针对结构和缺陷而言的.可以说材料的变形

与传统柯西应力相关, 而材料的构型演化则直接取

决于构型应力.因此,构型力学理论在描述含缺陷结

构材料的破坏行为方面具有得天独厚的优势, 可以

作为一个独立的体系来描述传统牛顿力学无法解决

的问题.

关于构型力的概念可以追溯到艾雪比 (Es-

helby) [18-21] 关于晶格缺陷的研究, 其相关工作为随

后材料构型力学的建立奠定了基础.此外,构型力往

往可以作为包围缺陷的闭合路径的积分项、即守恒

积分的核函数, 这使得构型力与守恒积分具有天然

的内在联系.文献 [22]从文献 [23]变分原理出发,解

析得到了一系列守恒积分, 即 J, L和 M 积分. 文献

[24]指出 J积分与裂纹平移相关, M积分与裂纹的自

相似扩展相关,而 L 积分与裂纹的旋转相关.但是正

如文献 [25]指出的,虽然文献 [19]第一个提出守恒

积分概念,文献 [8]却率先认识到这种积分在断裂力

学中所具有的潜力,断裂力学中著名的 J积分实际上

即为某一种材料构型应力在裂尖围道上的积分. 而

文献 [26] 的研究表明,关于平面裂纹能量释放率, L

积分和M积分比 J积分能够提供一种更加自然的描

述.

近年来, 科研工作者们在构型力及守恒积分的

各个领域研究上取得了诸多进展 [27-51]. 在材料的断

裂问题研究中. 文献 [28]研究表明裂尖处的集中内

部构型体积力即为裂纹扩展驱动力. 文献 [33]基于

艾雪比构型应力主值建立等效构型应力,并取最大等

效构型应力作为断裂准则预测复合型裂纹扩展.文献

[34]将构型力概念与扩展有限元方法相结合,模拟了

脆性材料的裂纹扩展问题.文献 [43] 采用构型力理

论研究了黏弹性和弹塑性材料的断裂问题, 讨论了

构型力与能量耗散之间的关系. 根据材料构型力学

的基本思想,文献 [44] 采用材料空间变量构造了率

相关的内聚力模型,研究了断裂的快速扩展问题.贺

启林 [50] 基于 J积分和构型力理论研究材料增量塑

性本构关系下的断裂问题, 并分析了裂纹扩展过程

中的能量耗散与裂纹扩展阻力的关系.周荣欣 [51]研

究裂纹与夹杂之间的构型力及 II 型裂纹裂尖塑性区

的屏蔽效应.

材料构型力学在新型功能材料断裂问题中的应

用受到广泛关注. 文献 [46]研究了双态守恒积分在

微极弹性体中的应用. 文献 [52]对于含纳米孔洞材

料的 M 积分进行了研究,分析了守恒积分包括双态

积分在纳米尺度下的应用. 文献 [53-54]研究了纳米

夹杂问题的 M 积分描述. 文献 [48]基于材料构型力

研究了铁电材料裂尖畴变对裂纹扩展的影响. 文献

[55-56]进行了铁电材料在多场耦合载荷作用下的构

型力研究.

材料构型力学在材料增韧研究中也得到具体应

用,文献 [57-60]运用艾雪比等效夹杂理论和相变增
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韧理论, 求解了复合材料中裂纹与任意形状夹杂之

间的构型力以及研究了金属材料中裂纹尖端塑性区

的增韧效应;求解 I/II 型混合裂纹尖端场中异质夹杂

的等效相变应变, 进而求出由相变应变而导致系统

能量改变产生的构型力; 并用构型力理论成功阐释

了复合材料中裂纹偏转和界面脱粘现象的微观机理.

此外, 构型力还可以用来作为有限元网格精度的评

价指标,对网格离散结果的误差进行评估 [35-36,42].

尤为重要的, 最近材料构型力学在研究复杂缺

陷材料的破坏行为中取得了一系列研究成果. 文献

[61-62]研究发现作为材料构型力学最主要概念之一

的M积分,其主要和材料特性、具体的缺陷情况、外

加机械载荷等断裂损伤因素有关,这就决定了 M 积

分在描述复杂缺陷材料损伤程度应用中具有显著优

势. 特别是,文献 [63] 发现 M 积分与总势能改变量

存在内在联系, 使其可以忽略缺陷区细节而评价材

料的损伤程度.继文献 [61-62]之后,文献 [64-66]拓

展了M积分的应用,他们认为M积分可适用于弹性

材料在大弹性变形状态下的失效分析, 并提出用 M

积分来描述因不可逆的复杂缺陷扩展而导致的材料

强度和结构完整性的降低. 文献 [67]根据 M 积分和

L 积分的概念,提出了一个新的参数 d(M + L)/dN来

解决含相邻对称缺陷的铝合金条形板的疲劳损伤问

题;最近,文献 [49]作出了更进一步的突破,基于 M

积分提出了一个新的失效准则, 很好地预测了复杂

缺陷材料的整体破坏状态.

本文将简单介绍材料构型力学的基本理论框架,

并阐述本课题组基于材料构型力学所建立的材料屈

服、断裂、失效准则,以及所开发的数字散斑相关的

构型力实验测量方法, 最后介绍材料构型力学在纳

米非均质材料和铁电陶瓷材料复杂缺陷破坏问题中

的一些应用.

1 材料构型力学的基本概念

相对于传统的柯西应力张量, 材料构型应力张

量可分别通过对拉格朗日能量密度函数的梯度、散

度、旋度数学操作获取. 在不考虑体力作用下,定义

拉格朗日密度函数 Λ为 [68]

Λ(xi ,uk, j) = −W(xi ,uk, j) (1)

式中, W为应变能密度, xi 为坐标分量, uk, j 为位移矢

量对坐标的偏导数.

1.1 Jk积分及其构型应力

与 Jk 积分对应的构型应力,即著名的艾雪比应

力张量可通过拉格朗日密度函数 Λ 在材料空间 (初

始构型)的梯度运算得到,即

∇(Λ) = −(W),i = −
(
∂W
∂xi

)

expl

− σk juk, ji (2)

其中, (∂W/∂xi)expl为W对 xi 的显示求导, σk j 为应力

张量.艾雪比构型应力张量可定义为

b ji = Wδ ji − σ jkuk,i (3)

式中,当 i = j时, δ ji 为 1;而 i , j时, δ ji = 0.

同时, 定义艾雪比构型应力所表征的材料缺陷

源

Ri = −
(
∂W
∂xi

)

expl

(4)

利用方程 (2),艾雪比构型应力和缺陷源之间存在如

下平衡关系

b ji , j + Ri = 0 (5)

而著名的 Jk积分则定义为艾雪比构型应力沿着绕缺

陷闭合路径的线积分 (如图 1所示).

J = J1 =

∮

Γ

b j1n jds =

∮

Γ

(Wn1 − σ jkuk,1n j)ds (6)

J2 =

∮

Γ

b j2n jds =

∮

Γ

(Wn2 − σ jkuk,2n j)ds (7)

其中, n j 为积分路径的外法线矢量, Γ为围绕所有缺

陷的逆时针闭合路径.

 

 

 

 

x

x

Γ

图 1 Jk, M, L 积分路径

Fig. 1 Jk, M, L integrals
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艾雪比构型应力张量 b ji (i, j = 1, 2)的物理意义

可以通过研究无限小单元沿 x1 和 x2 坐标轴上的平

移运动来阐明 [32]. 假设无限小单元 (x1, x2) 沿两坐

标轴上分别平移 (λdt, λdt)的长度,其中 λ为运动速

度, dt 为时间增量. 构型应力分量 bi j 的物理意义可

以理解为:单位厚度的无穷小单元中法向 xi 的边,在

x j 方向上滑动单位距离所产生的总势能改变量. 而

守恒 Jk积分的物理意义可以由艾雪比构型应力张量

沿围绕缺陷的线积分给出.即 Jk 积分代表着路径内

缺陷沿着 xk坐标轴方向发生平移所引起的能量释放

率.

1.2 M积分及其构型应力

与M积分对应的构型应力可通过拉格朗日密度

函数动量的散度获取,

∇ · (Λx) = −(Wxi),i = −xi,iW−(
∂W
∂xi

)

expl

xi − ∂W
∂uk, j

uk, ji xi (8)

对应于 M积分的构型应力可定义为

M j = Wxiδi j − σ jkuk,i xi +
2−m

2
σ ji ui (9)

其中, m = xi,i ,对于三维问题其值为 3,二维问题为 2.

此处, {M j}是个向量,尽管传统应力概念对应着二阶

张量,但为了统一称呼起见,仍称其为构型应力.

同时,定义 M 积分构型应力所表征的材料缺陷

演化

R = −
(
∂W
∂xi

)

expl

xi (10)

利用方程 (8), M积分构型应力和缺陷演化之间存在

如下平衡关系

M j, j + R = 0 (11)

而著名的 M 积分则定义为构型应力 (9)沿着绕缺陷

闭合路径的线积分 (如图 1所示),对于平面问题,其

定义为

M =

∮

Γ

(
Wxini − σ jkuk,i xin j

)
dΓ (12)

构型应力 {M j}的物理意义可通过无限小单元 (x1, x2)

的自相似扩展运动阐明 [69].假设坐标为 (x1, x2)的无

限小单元,在两坐标轴分别自相似扩张 (λx1dt, λx2dt),

其中 λ为自相似扩展速度,而 dt为时间变量.构型应

力矢量 {M j}的物理意义可以理解为:单位厚度的无

穷小单元沿着 x j 坐标方向发生自相似扩展所产生的

总势能改变量. 而守恒 M 积分的物理意义可以由构

型应力张量 {M j}的意义给出.即 M积分代表着路径

内缺陷自相似扩展时所引起的能量释放率.

1.3 L积分及其构型应力

与 L积分对应的构型应力可通过拉格朗日密度

函数动量的旋度获取

∇ × (Λx) = −emi j(Wxj),i =

−emi j

[(
∂W
∂xi

)
expl

x j +
∂W
∂uk,l

uk,li x j

]
(13)

其中当任意下标相等时, emi j = 0;下标为 (123)的偶

序时, emi j = 1;为奇序时, emi j = −1.而 L 积分构型应

力可定义为

Lml = emi j(Wxjδil + σil u j − σkluk,i x j) (14)

同时,定义 L积分构型应力所表征的材料缺陷演化

Rm = −emi j

[(
∂W
∂xi

)
expl

x j +
(
σiku j,k − σk juk,i

)]
(15)

利用方程 (13), L积分构型应力和缺陷演化之间存在

如下平衡关系

Lml,l + Rm = 0 (16)

而著名的 L积分则定义为构型应力 (14)沿着绕缺陷

闭合路径的线积分 (如图 1所示)

L = L3 =

∮

Γ

e3i j (Wxjni + σil u jnl − σkluk,i x jnl)dΓ (17)

构型应力 {Lmi} (m = 3, i = 1, 2)的物理意义可通过无

限小单元 (x1, x2)绕某一点的旋转运动阐明 [70].假设

坐标为 (x1, x2)的无限小单元,其围绕某一点的转速

如下: vi = −e3i j x jω,其中 ω为点 (x1, x2)围绕着参考

点的旋转角速度.构型应力矢量 {L3i}的物理意义可
以理解为:无限小单元绕着参考点做旋转运动 vi 时,

其对应的总势能改变量. 而守恒 L 积分的物理意义

可以由构型应力张量 {L3i}的物理意义给出.即 L 积

分代表着路径内缺陷绕某一特定点旋转时所引起的

能量释放率.

材料构型力学框架下对应的三类构型应力及其

守恒积分的相关概念,可见附录 A汇总所示.
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2 基于构型力学的材料屈服、断裂、破坏新

准则

2.1 基于材料构型力学 (材料构型力学)的屈服准则

艾雪比构型应力 bi j 作为 1个二阶张量,其在三

维空间里存在 3个不变量 (I1, I2, I3),即

I1 = bii

I2 =
1
2

(bii b j j − bi j b ji )

I3 = det(bi j )


(18)

其 3个构型应力主值 bN(N = I, II, III) 可由特征式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 − bN b12 b13

b21 b22 − bN b23

b31 b32 b33 − bN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (19)

即

b3
N − I1b2

N − I2bN − I3 = 0 (20)

确定.

在二维平面状态下, 2个构型应力主值 bI , bII ,可

由下式得到 [33]

bI,II =
−b12 + b21

2
±

√(−b12 − b21

2

)2

+ b2
11 (21)

这样,类似于著名的特雷斯卡 (Tresca)应力屈服准则,

在平面应力的情况 (bIII = 0),基于艾雪比构型应力的

特雷斯卡型的屈服准则 (称之为材料构型力学特雷

斯卡屈服准则)可描述为 [71]

|bI − bII | = bs, bI > bIII = 0 > bII

|bI − bIII | = bs, bI > bII > bIII = 0

|bIII − bII | = bs, bIII = 0 > bI > bII


(22)

其中, bs为屈服构型应力, 为一材料常数, 可通过实

验测量获得. 可以发现,在以艾雪比主构型力 bI , bII

为主轴的坐标平面内,式 (22)屈服曲线为一六边形.

同样的类似于米泽斯 (Mises)应力屈服准则,在

平面应力的情况 (bIII = 0),基于艾雪比等效构型力的

米泽斯型的屈服准则 (称之为材料构型力学米泽斯

屈服准则)可描述为

bv =

√
1
2

[(bI − bII )2 + (bII − bIII )2 + (bIII − bI)2] = bs

(23)

其中, bv定义为等效构型应力,可由艾雪比构型应力

分量表示为

bv = b2
12 + b12b21 + b2

21 + 3b2
11 (24)

此屈服准则表明材料质点所受的等效构型应力 bv达

到屈服构型应力 bs时,材料即发生屈服.那么,在以

艾雪比主构型力 bI , bII 为主轴的坐标平面上,材料构

型力学米泽斯屈服曲线是一个椭圆, 且外接于材料

构型力学特雷斯卡准则的六边形屈服曲线.

下面采用新引入的材料构型力学屈服准则, 对

断裂力学中裂纹尖端--弹塑性边界线进行预测.考虑

无限大平板内含一斜裂纹,受单轴拉伸作用,如图 2

所示. 新准则的预测结果将与传统的特雷斯卡和米

泽斯应力屈服准则进行对比分析.

 

σ σ

σ σ

a x

o

y

β

θ

图 2 含斜裂纹无限大板的单轴拉伸

Fig. 2 An inclined crack subjected to tension

图 3分别给出不同载荷与裂纹夹角 β = 30◦, 45◦

下,传统米泽斯应力屈服准则、传统特雷斯卡应力屈

服准则、新引入的材料构型力学——米泽斯屈服准

则所预测的裂尖塑性区形状及大小的对比情况. 为

对比方便起见,所有屈服区边界线采用 K2
IC/(2πσ2

s)进

行无量纲化处理.

由图 3可以看出,新提出的材料构型力学屈服准

则所确定的裂尖塑性区形状与大小对比现有应力屈

服准则,具有较好的相似性.基于构型应力的新屈服

准则是从能量改变的观点描述质点的屈服情况, 与

现有基于柯西应力建立的屈服准则有着本质的不同.

本文所提出的屈服准则, 一方面可以丰富材料构型

力学的基本理论; 另一方面也可以建立传统塑性力

学与材料构型力学之间的桥梁, 为研究材料的力学

行为提供更多的工具.
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图 3 不同屈服准则预测 I-II 复合型裂纹的裂尖塑性屈服区

Fig. 3 Predictions of the elastic-plastic boundaries

by the MCM yield criterion

2.2 基于材料构型力学的断裂准则

本节将以材料构型力学屈服准则所确定的裂尖

弹--塑性边界线为基础,选取裂尖塑性区所包围的势

能改变量作为断裂参数,来建立基于材料构型力学的

断裂准则.其新断裂准则的物理意义可理解为:裂纹

尖端在外界载荷作用下, 所导致的裂尖介质的微小

滑动而引起的裂尖塑性屈服区的总势能改变量, 选

其作为裂纹扩展的指标可描述裂纹的扩展情况. 本

文引入的材料构型力学断裂准则,作如下规定:

(1)裂纹初始起裂扩展的方向定义为：裂纹尖端

至材料构型力学屈服准则所预测的弹 --塑性边界最

小距离的方向.

(2) 裂纹起裂扩展定义为: 当弹 --塑性边界包围

的塑性区总势能改变量达到某个门槛值时, 裂纹开

始失稳扩展.

因此,根据假设 (1),材料构型力学断裂准则确定

的裂纹开裂角 θ0将由以下条件确定

∂rMCM

∂θ

∣∣∣∣∣
θ=θ0

= 0,
∂2rMCM

∂θ2

∣∣∣∣∣∣
θ=θ0

> 0 (25)

其中 rMCM 为材料构型力学屈服准则所预测的裂尖

弹--塑性边界线.

对于裂纹的失稳扩展, 其单位面积的裂尖介质

单元发生单位距离滑动时所产生的总势能该变量可

由等效构型应力 bv 表征. 那么基于裂尖弹 --塑性边

界包围的塑性区总势能改变量 P的材料构型力学断

裂准则可表示为

P =

∫

ΓA

bvdΓA = PC (26)

其中, ΓA =
∫ π

−π r2
MCMdθ/2为材料构型力学屈服准则

所预测的裂尖塑性屈服区的面积, PC 为裂纹发生起

裂时的裂尖塑性区总势能改变量的门槛值. 当裂尖

塑性区的总势能改变量达到门槛值时, 裂纹开始失

稳扩展.

下面基于材料构型力学断裂准则, 对含斜裂纹

的无限大板受单向拉伸载荷进行实例分析,如图 2所

示. 图 4给出不同裂纹倾斜角 β下的裂纹起裂角 θ0.

其中预测结果与传统的最大环向应力准则和应变能

密度因子准则进行对比验证. 由图 4可以看出,本研

究所提出的材料构型力学断裂准则所预测的裂纹起

裂角,与传统最大环向应力准则、应变能密度因子准

则预测结果具有一致性, 进而可验证此材料构型力

学断裂准则的有效性.
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图 4 材料构型力学断裂准则和其他断裂准则对 I-II

复合型裂纹起裂角 θ0的预测对比

Fig. 4 Prediction of initial fracture angleθ0 versus inclination

angleβ of cracks by the MCM fracture criterion

图 5给出不同断裂准则下, 所预测的裂纹扩展

时的临界载荷 KI /KIC 与 KII /KIC, 其中黑线代表着本

文新提出的材料构型力学断裂准则, 其结果与其他

经典断裂准则的预测结果进行比较. 通过图 5的对

比分析可以看出, 材料构型力学断裂准则预测的临

界载荷, 与传统的基于柯西应力建立的经典断裂准
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则, 如应变能密度因子、能量释放率 (即 J积分) 准

则、最大环向应力准则的裂纹预测结果一致.
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图 5 材料构型力学断裂准则和其他断裂准则

对 I-II 复合型裂纹断裂载荷的预测对比

Fig. 5 Prediction of critical (KI /KIC, KII /KIC)-diagram

by the MCM fracture criterion

材料构型力断裂准则的物理意义明确, 分析角

度新颖,克服了传统断裂准则仅考虑部分应力分量、

应变分量或仅仅考虑某个特殊的应力、应变分量作

为断裂参数的缺陷, 并且完整的考虑了裂尖塑性屈

服区整体对裂纹扩展的影响, 对目前断裂准则的是

一种完善与创新.

2.3 基于 M 积分描述材料复杂缺陷最终失效的破

坏准则

对于材料含复杂缺陷问题或者强非均匀材料,

单个微裂纹的扩展并不至于引起材料的最终失效,因

而我们需要建立一个描述复杂缺陷材料最终失效的

破坏准则.材料构型力学框架下,研究表明若积分路

径为包含所有微缺陷的闭合曲线时, 作为材料构型

力重要概念之一的 M 积分,其值取决于材料特性、

外加载荷条件、具体缺陷特征 (如类型、形状、密度)

等断裂损伤因素.显然,所有材料断裂损伤的各种因

素都可以通过M积分不同程度地体现.因此,基于M

积分可建立一种有效描述复杂缺陷的破坏准则 [49].

最直接地,基于 M 积分预测材料复杂缺陷破坏

的准则可假设为

M > MC (27)

其中，M 积分通过包围所有缺陷的闭合路径计算获

得, MC 是材料破坏时的临界门槛值.此准则是否成

立的关键之处在于,需要确保 M 积分的临界值是实

验可以测量且与缺陷构型无关的材料常数.为此,对

于含有复杂缺陷的材料进行了若干有限元数值模拟.

如图 6 所示, 含复杂缺陷的弹塑性材料, 中心

损伤区域内随机分布着多个微裂纹. 缺陷区尺寸

为 12 mm× 12 mm (长 × 宽), 而试件的整体尺寸为

160 mm× 40 mm (长 ×宽). 分别考虑 11种不同的复

杂缺陷群,即含不同个微裂纹缺陷,如图 7所示. 材

料取铝合金 LY-12,其杨氏模量为 71 GPa,泊松比为

0.33,单向拉伸实验表明 LY-12铝合金具有典型的弹

塑性及幂硬化特性.按照兰贝格--奥斯古德 (Ramberg-

-Osgood)本构方程,其本构关系表示为

ε/ε0 = σ/σ0 + ρ(σ/σ0)n (28)

其中，σ0代表残余应变为 0.2%时的屈服应力,并且

存在 σ0 = Eε0; ρ和 n为硬化系数及硬化指数,通过

实验数据拟合分别为 0.68和 6.09.

图 8给出不同微裂纹复杂缺陷情况下, 材料发

生最终破坏时刻的 M积分门槛值.在有限元模拟中,

我们将传统强度理论中的有效弹性模量下降作为材

料失效的判定标准, 因此我们设定有效弹性模量下

降为 47%时的载荷作为材料失效的临界外载荷.
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rectangular path for 

M and L-integral

damaged elastic-plastic 

zone with multiple defects
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w

w

l
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图 6 弹塑性材料内含复杂缺陷问题

Fig. 6 Multi-defects in an elastic-plastic material
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(e) (f) (g) (h)
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图 7 用于有限元模拟的复杂缺陷构型,该缺陷范围内随机分布一定

数量的微裂纹 (a) 9条裂纹; (b) 16条裂纹; (c) 25条裂纹; (d) 36条裂

纹; (e) 49条裂纹; (f) 64条裂纹; (g) 81条裂纹; (h) 100条裂纹;

(i) 121条裂纹; (j) 144条裂纹; (k) 169条裂纹

Fig. 7 Schematic of multiple microcracks randomly distributed in the

local damage zone (a) 9 cracks; (b) 16 cracks; (c) 25 cracks; (d) 36

cracks; (e) 49 cracks; (f) 64 cracks; (g) 81 cracks; (h) 100 cracks;

(i) 121 cracks; (j) 144 cracks; (k) 169 cracks.
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图 8 不同多裂纹缺陷构型的临界 M 积分

Fig. 8 The critical values of the M-integral corresponding to the critical

external load at failure for variable microvoids patterns

图 8可以发现,有限元模拟得到的临界 M 积分

值与缺陷构型密切相关,单独利用 M 积分的破坏准

则显然无法有效的预测材料失效.话换句话说,弹塑

性材料的失效机理无法被单一的 M 积分完全控制.

而对于弹塑性复杂缺陷问题,一个如 KC 和 JC 那样

与缺陷构型无关、仅与材料相关的破坏参数是很有

必要的.

于宁宇和李群 [72] 研究发现 M 积分与外载荷、

弹性模量、损伤面积存在特定关系.因而引入如下破

坏因子概念

Π =
ME
σ2AD

(29)

其中，AD 表示损伤区域的面积; σ为外载荷; E为材

料弹性模量;系数 Π 为复杂缺陷材料的破坏参数,简

称 Π 参数,其可以被理解为材料失效驱动力, 并且

作为一个只由材料行为、损伤区域面积及试件的几

何尺寸所决定的外部参数. 该参数在预测弹塑性材

料的失效行为中将具有重要作用.

这样, 描述材料复杂缺陷的破坏准则最终可描

述为

Π > ΠC (30)

其中Π代表着复杂缺陷体系的破坏程度;而ΠC是达

到材料最终失效时的临界值.

下面将数值验证材料发生破坏时, ΠC 是否为

一材料常数且跟具体复杂缺陷构型无关. 表 1分别

给出不同缺陷构型下的 Π 参数的临界值, 即 ΠC =

MCE/(σ2
CAD). 表 1记录着不同缺陷密度的裂纹构型

的情况 (图 7), Π 参数的均值约为 0.723,偏差小于

0.45%. 因此, 注意到对于所有的复杂缺陷构型, ΠC

近似为 0.723,且不同构型之间相差较小, 可以认为

该参数与损伤构型无关. 当前的数值模拟结果支持

了 Π参数临界值作为材料常数且与缺陷构型细节无

关的结论. 这意味着由于复杂缺陷导致的材料强度

退化可以统一用 Π 参数表征,其可以作为一个破坏

参数用以预测含复杂缺陷群的材料失效问题.

表 1 不同裂纹复杂缺陷的 Π 参数

Table 1 Π-parameter for the various crack patterns

Numbers of microcracks

9 16 25 36 49 64 81 100 121 144 169

ΠC 0.722 0.723 0.723 0.722 0.724 0.724 0.722 0.722 0.721 0.719 0.720
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3 材料构型力学基本量的相关实验测量

针对材料构型力学基本量的实验测量方法研究,

目前国内外还几乎是空白. 其主要障碍在于构型应

力的定义式需要应变能、位移、应变、应力、坐标等

诸多信息,传统的传感器很难直接获得所有的信息.

这就造成了多年来, 尽管国内外学者在材料构型力

和守恒积分理论与数值模拟方面做了大量的工作,但

极少有人涉及实验测量.提供一种简便、有效、可行

的材料构型力实验测量方法具有重要的科学意义,也

填补材料构型力学发展所遇到的实验空白.文献 [73]

基于应变片提出过一种针对单裂纹问题的M积分实

验测量间接方法, 但该方法无法应用于复杂缺陷问

题,也无法对材料构型应力进行测量.本文基于实验

力学以及相关的计算机图形处理技术的发展, 将数

字图像相关技术 (DIC)应用于材料和结构的变形测

量中,用于测量各种类型材料的位移场,进而通过一

系列计算处理获得材料构型力学中各基本量 [74-76].

数字图像相关是基于图像特征的识别技术, 对

于表面喷涂成散斑状态的试件, 利用单镜头或成角

度的一组镜头进行连续拍摄; 而后将试件表面的数

字图像分解为一定数量的像素群组成的小块, 称之

为面元. 然后通过镜头与空间的坐标变换、像素内

插值算法以及图像识别等方法, 将某一面元与同一

时刻的不同角度图像以及不同时刻同一角度的图像

序列之间进行匹配, 得到该面元在二维或三维空间

里的坐标,及该坐标随着图像序列的变化;进一步可

以得到该面元的位移而获得整个表面的位移场分布.

德国 GOM公司生产的 ARAMIS 4M 即是基于 DIC

技术的一种测量试件表面变形的成熟系统, 本文采

用该设备测量材料构型力学的基本量.

实验采用的含复杂缺陷试件如图 9所示, 尺寸

为 70 mm× 60 mm× 3 mm. 该试件中心随机分布

着 60 个直径为 0.5 mm的小孔, 试件表面使用黑

白漆喷涂成随机分布的散斑状态. 将试件夹持在

MTS-880试验机上, 设置 ARAMIS 4M 于试件前,

如图 9(c)所示. 将 ARAMIS 4M 的 2 个镜头夹角

设定为 25◦, 两镜头中心距离试件设定为 325 mm.

在当前设定下, ARAMIS 4M 测量的空间体积约为

65 mm× 65 mm× 50 mm;采用 19×19像素作为一个

面元,约为 0.58 mm× 0.58 mm.校验结果显示当前的

测量误差约为 0.03像素,结合当前的测量体积可以

估计出位移测量偏差约为 0.92µm. 试件采用 LY-12

铝合金,杨氏弹性模量 E为 71 GPa,泊松比 υ为 0.33.

(a) LY-12 

(a) Specimen made of Aluminum 
LY12 containing 60 voids

(b) 试件中心的缺陷细节

(b) Powder sprays on the surface of specimen 
to obtain the good high contrast stochastic pattern

(c) 测量设备ARAMIS与MTS-880试验机的设置连接

(c) Experiment arrangement of 
specimens, MTS machine, and ARAMIS

图 9 材料构型力学基本量的实验测量

Fig. 9 Experimental measurement within material

configurational mechanics

根据三类构型应力的定义式 (3) (9) (14),发现如

果想获取其测量结果,必须知晓其位移 ui、应变 εi j、

位移偏导数 ∂ui/∂x j、应力 σi j、应变能密度W等信息.

下面我们将详细阐述 DIC技术测量构型应力的方法

和步骤.
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通过 ARAMIS 4M 可直接获取试件表面的位移

数据,图 10为载荷 42 kN时,经过平滑后的位移场 ux

和 uy. 尽管通过 ARAMIS 4M 可直接获得表面应变,

但其误差偏大,在本文工作中,通过在 x和 y方向上

分别使用三次样条函数对位移数据进行拟合,然后求

其导数,可得到小变形条件下的应变场 εxx和 εyy以

及位移场的方向导数 ∂ux/∂y和 ∂uy/∂x.
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图 10 测量得到并经过平滑后的面内位移场

Fig. 10 The measured values of the displacements

after smooth technique

材料面内应力的获取需要通过材料的本构方程,

对于线弹性材料, 可以直接使用平面应力问题的线

弹性本构方程求解应力,即

σxx = E(εxx + υεyy)/(1− υ2)

σyy = E(εyy + υεxx)/(1− υ2)

τxy = Eγxy/(2 + 2υ)


(31)

而 LY-12铝合金为典型的非线性材料,其在整个单向

拉伸过程中满足幂强化规律.因而引入按照兰贝格--

奥斯古德弹塑性本构关系来描述材料的弹塑性特性.

对于复杂应力状态,按照兰贝格--奥斯古德本构关系

的表达式为

εi j/ε0 = (1 + υ)σi j/σ0 − δi jυσkk/σ0 +

3
2
α(σ/σ0)n−1Si j/σ0 (32)

其中, Si j = σi j − σkkδi j/3为应力偏量, σ̄ =
√

3si j si j/2

为等效应力. εxx, εyy及 εxy已由实验测量得到, σxx,

σyy及 σxy为待求分量;使用迭代法求解方程组 (32),

可得到应力分量 σxx和 σyy.

对于弹塑性变形, 材料的应变能与变形历程相

关,因而需使用W =
∫
εi j
σi j dεi j 计算某一点的应变能

密度.通过对整个应力应变历程进行数值积分,进而

可得到该状态的应变能密度.

通过前面的讨论,计算构型应力式 (3)(9)(14)中

所需要的分量,即应变能密度分量 W、应力分量 σi j

及位移偏导数分量 ui, j 均已求得,可以直接带入构型

应力表达式进行计算. 可得面内构型应力分布如图

11所示.

根据上述计算得到的材料构型应力, 选取任意

积分路径对其进行数值积分, 即可获得对应的一系

列守恒积分值.

4 材料构型力学在纳米损伤力学中的应用

近二十年来, 有关纳米尺度的先进材料和微型

机电系统的研究越来越受到学者们的关注. 由于纳

米尺度下的表面效应、界面效应使得材料具有卓越

的力学特性,如强度大、耐腐蚀、耐磨损等. 本文将

引入材料构型力学对纳米多孔薄膜材料的损伤演化

进行分析,研究纳米孔洞的增长、融合、多孔洞干涉

等问题. 阐明材料构型力学在纳米损伤力学中所扮

演的角色.在本文的研究中,小节 2.3新定义的 Π 参

数可以视为结构损伤变量, 是缺陷发生损伤演化的

一个驱动力, 在判定纳米多孔薄膜材料的损伤演化

过程中发挥了非常重要的作用 [52,77-78].
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图 11 材料构型应力实验测量数据

Fig. 11 The evaluated material configurational stresses

本文采用连续介质力学的表面本构关系来描述

纳米表面效应模型 [79]. 文献 [80] 应用这组表面/界

面方程详细分析了多圆形纳米夹杂问题,如图 12所

示,无限大板中包含有 N 个任意分布的圆形纳米夹

杂,各个纳米夹杂之间无互相重叠.板的剪切模量和

泊松比为 (µ, ν), 第 j 个纳米夹杂的弹性常数为 (µ j ,

ν j). Rj 和 zj 分别为第 j 个纳米夹杂的半径、圆心坐

标.第 j个纳米夹杂上的表面剪切模量和拉梅常数为

(µ j0, λ j0), σ j0为该表面上的残余应力.整个系统受无

限远处载荷 (σ∞xx, σ
∞
yy, σ

∞
zz).

在本文数值讨论中, 假设纳米多孔氧化铝薄膜

其表面参数为 µ0 = −5.425 1 N/m, λ0 = 3.493 9 N/m

和 σ0 = 0.568 9 N/m, 基体材料 µ = 32.9 GPa,λ =

64.43 GPa.研究孔洞排列对纳米材料力学性能的影

响,进而优化设计纳米多孔薄膜材料构型. 3种不同

的孔洞排列分别是均匀规则排列、间隔排列和圆形

σyy
∞

σxy
∞

σxy
∞

σxx
∞

µ,v

zj
Rj

o x

y

图 12 无限大平面含多个纳米尺寸圆形夹杂

Fig. 12 An infinite plane containing multiple nano-sized

circular inclusions
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散射排列. 图 13给出不同孔洞排列的纳米多孔薄膜

材料的等效应力图.
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图 13 不同纳米孔排列模式下薄膜材料的应力分布

Fig. 13 Distribution of the von Mises stress in nanoporous membrane

图 14针对 3种不同孔洞排列模型：均匀规则排

列、间隔排列和圆形散射排列的纳米多孔薄膜材料,

分别计算出 Π参数随着纳米孔洞尺寸大小的相关变

化规律.从图 14可清楚地看到,Π参数随着纳米孔洞

尺寸的增大而单调增大.并且随着纳米孔洞的逐渐增

大,孔洞规则排列的纳米多孔薄膜材料的 Π 参数值

始终小于另外两种孔洞排列模型. 考虑到 Π 参数是

基于构型力的变量,从能量释放率的角度分析可以推

断出,含有规则排列纳米孔洞的纳米多孔薄膜材料在

孔洞发生自相似扩展 (孔洞聚合/增长)时释放的能量

最少. 换句话来说,从优化材料构型角度讲,孔洞规

则排列的纳米多孔薄膜材料能够使材料的设计性能

得到优化, 即此时纳米孔洞对材料的损伤程度最小,

另外两种孔洞排列模型的纳米多孔薄膜材料在这一

点上显然不如孔洞规则排列模型.
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图 14 不同纳米孔洞尺寸、排列构型对 Π 参数得影响

Fig. 14 Variable tendencies ofΠ parameter against the size of

nanopores for three patterns of nanoporous membranes

另外,当纳米孔洞尺寸 r = 2 nm时,由于表面效

应的影响, 3种不同孔洞排列的纳米多孔薄膜材料的

Π 参数值是负值, 也就是说表面效应的存在使得纳

米孔洞在自相似扩展时产生了负的能量释放, 即吸

收能量过程. 对应于纳米多孔薄膜材料中的实际情

况,这意味着在纳米孔洞尺寸足够小的情况下,表面

效应的显著影响使得纳米孔洞发生破坏时产生孔洞

收缩,从而缓和材料的损伤演化行为.这个发现可以

很好的解释纳米多孔薄膜材料在内部孔洞达到的几

个纳米级别时,材料具有极好的耐用性能.

5 材料构型力学在铁电材料断裂力学中的

应用

铁电材料集弹性、介电性、热释电性、铁电性和
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光学等特性于一体,经过一个多世纪的研究与发展,

现已广泛应用于电子、激光、超声、水声、红外、导

航和生物等众多高科技领域的机敏结构中. 由于铁

电陶瓷的脆性特性以及制造过程中裂纹、孔洞和夹

杂等缺陷的产生, 常常导致铁电器件或铁电类智能

结构在力、电载荷单独或耦合作用下丧失所期望的

功能,甚至发生破坏.这就迫使人们必须认清铁电材

料断裂的物理力学机制, 从而为铁电材料的可靠性

分析提供理论基础.

在过去三十多年来, 国内外广大学者在理论分

析、数值计算、实验模拟等各方面做了大量的工作.

但是很多理论计算结果和实验数据有一定出入, 尤

其是寻求统一的断裂准则来解释工程与实验断裂数

据, 目前为止并没有达成普遍共识. 主要障碍在于,

铁电晶体内部具有微观电畴结构, 在一定温度范围

内,自发极化偶极矩随外加载荷条件而改变,从而导

致铁电畴变发生, 使得铁电体呈现非线性材料行为

以及强非均匀性. 本文将通过能量观点引入铁电材

料断裂的材料构型力概念, 为研究铁电畴变引起的

材料微构型变化及铁电材料的断裂微观机理, 提供

了一个极好的工具 [55-56].

在铁电材料的非线性本构行为中,总应变 εT
i j 和

总电位移 DT
i 是由线性可逆部分 (εL

i j ,D
L
i )和非线性不

可逆部分 (εR
i j ,P

R
i )组成,如下所示

εT
i j = εL

i j + εR
i j

DT
i = DL

i + PR
i

 (33)

其中, εR
i j 和 PR

i 分别表示残余应变和自发极化. 假设

应力场和电场强度在铁电晶体内是均匀分布的, 则

电焓密度的改变量可表示为

dh = σi j dε
L
i j − DL

i dEi︸              ︷︷              ︸
dh0

+σi j dε
R
i j − PR

i dEi︸              ︷︷              ︸
dhR

(34)

其中, h0代表线性部分的电焓密度, hR则表示由于残

余应变和自发极化带来的非线性电焓密度.

这样,铁电材料的本构方程可描述如下

σi j =
∂h0

∂εL
kl

= ci jkl

(
εkl − εR

kl

)
− eki jEk

DL
i = Di − PR

i = −∂h0

∂Ei
= eikl

(
εkl − εR

kl

)
+ κi j E j


(35)

其中, ci jkl , ei jk 和 κi j 分别表示铁电材料中的弹性、压

电和介电常数.

铁电材料的应力平衡方程和电位移平衡方程为

σi j, j + bi = 0

DL
i,i + PR

i,i − ωV = 0

 (36)

基于铁电材料中的本构方程和平衡方程, 可以进一

步探讨铁电材料中构型应力的基本概念. 定义铁电

材料中的构型应力张量为

Σk j = h0δk j − σi j ui,k − D jφk (37)

其中,构型应力的平衡方程为

Σk j, j + gk = 0 (38)

其中 gk代表非线性铁电材料断裂问题中的构型力损

伤源

gk = σi jε
R
i j,k + PR

j φ,k j − biui,k + ωVφ,k + σi jε
L
i j,k +

DL
j φ,k j − h0,k = σi jε

R
i j,k + PR

j φ,k j −

biui,k + ωVφ,k −
(
∂h0

∂xk

)

exp

(39)

若在铁电体中不存在任何缺陷, 即电焓密度保

持连续,且不考虑体力和体电荷的情况下,有

gk = σi jε
R
i j,k + PR

j φ jk (40)

这意味着非线性铁电体材料中的残余应变以及自发

极化强度对材料构型应力具有重要影响.

另一方面, 对铁电材料的构型应力表达式 (37)

进行数值积分,可得到非线性铁电材料中的著名 J积

分为

Jk =

∫

Γ

(
h0δk j − σi j ui,k − D jφ,k

)
n jds (41)

其中,积分路径 Γ 为从下裂面逆时针旋转至上裂面,

且包含裂尖及塑性区的任意曲线,如图 15所示.

G

tip

G

tip

Γε

x

x

ni

V
Γ

图 15 铁电材料非线性断裂中全局和局部 J积分

Fig. 15 The global and local J integral within the nonlinear

ferroelectric fracture mechanics
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研究表明, 考虑裂尖电畴偏转影响下的全局 Jk

积分是路径相关的.因此,定义一个新的断裂局部参

数 J̃k, 如图 15,积分路径沿着围绕裂尖无穷小路径

Γε,对其应用散度理论,可以得到

J̃k = lim
ε→0

∫

Γε

Σk jn jds =

∫

Γ

Σk jn jds−
∫

V
Σk j, jdV =

∫

Γ

(
h0δk j − σi j ui,k − D jφk

)
n jds+

∫

V
gkdV =

Jk +

∫

V
gkdV (42)

式 (42)表明,全局 Jk积分和局部 J̃k积分的差异可由

构型力来标定, 即构型力可用来表征由于电畴偏转

所引起的材料裂尖断裂韧性变化.

此外, 本课题组基于材料构型力描述铁电多晶

材料的微构型变化以及材料损伤演化, 并开发材料

构型力在研究多晶铁电断裂问题中的应用. 对于铁

电多晶材料结构,假设其具备三重结构尺度模型 [81],

铁电多晶体宏观上可以看做由许多晶粒构成, 每个

晶粒都有自己的晶粒取向;晶粒则有许多畴组成,每

个畴由诸多具有相同极化方向的电偶极子晶胞构成.

基于非线性的铁电本构模型, 利用三维有限元方法,

图 16给出电畴偏转的影响下的材料构型力分布图.

结果表明,在电场载荷作用下,铁电多晶材料内部,尤

其是晶界处,构型力呈现强烈的非均匀性.这个现象

主要归因于晶粒取向不同及晶粒相互作用导致的电

畴偏转非协调.为保持与周围晶粒的相容性,构型力

图 16 铁电多晶材料的构型力计算模型

Fig. 16 Computational model of material configurational

forces in ferroelectric polycrystals

在晶粒边界上呈现集中现象. 而通常这种构型力集

中区域会导致如孔洞、夹杂、位错之类的缺陷,并可

能最终导致材料的损伤甚至破坏. 基于材料构型力

学可有助于理解含缺陷的铁电多晶体材料的自发极

化作用对其破坏行为的影响.

6 总结与展望

材料构型力学属于固体力学的一个新的研究分

支, 其基本理论体系以及在工程材料和结构复杂缺

陷损伤中的应用属于固体力学的前沿领域. 本工作

首先对材料构型应力以及路径无关积分进行系统研

究, 随后扩展应用于纳米非均质材料和压电陶瓷材

料.主要研究成果与展望包括:

(1)完善了材料构型力学理论,建立了构型力和

复杂缺陷力学之间的桥梁, 基于材料构型力和守恒

积分分别提出材料屈服准则、断裂准则、复杂缺陷

材料破坏准则, 此类准则可用于各种形式的复杂缺

陷材料损伤与结构完整性评估.

(2)提出了一种基于 DIC 方法测量材料构型力

学中基本物理量的实验方法.此方法简便、有效、可

行,填补材料构型力学发展所遇到的实验工作空白.

(3)首次将构型力概念应用于纳米损伤力学,认

清纳米表面效应对纳米孔洞扩展、聚合的影响;基于

材料微结构变化构架上的构型力理论, 可成功描述

纳米级别的损伤演化、尺度效应.

(4)构型力及守恒积分在铁电材料裂纹问题中的

应用, 为多晶铁电材料断裂行为研究提供一种新思

路,可以为智能结构材料的破坏问题提供理论支撑.
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(5)材料构型力学具有独立的理论框架体系,因

而其基本的平衡方程、几何方程、本构方程可独立存

在,对于某个力学问题,材料构型力学的基本解、动

态问题等方面的研究工作仍需要深入研究.材料构型

力学在材料构型演化中的应用,如裂纹扩展、相变、

位错滑移、物质质量迁移、甚至有限元网格划分的优

化处理等方面具有广阔的应用空间.

(6)材料构型力学的工程应用前景. 构型力学的

优势在于处理材料缺陷演化问题. 利用构型力学研

究材料的缺陷演化, 国内外学者已经做了大量的研

究工作.但其直接的工程应用,可能还不像应力强度

因子 K、J积分、能量释放率、米泽斯准则等被工程

界普遍接受.但本文的研究工作表明,构型力学完全

可以取代以往的破坏准则, 对材料损伤与断裂进行

预测和评估. 例如: (1) J积分,实际上就是构型力学

的概念之一. (2)利用等效构型应力概念,可以取代米

泽斯等效应力概念, 对材料屈服进行预测. (3)利用

基于 M积分的 Π 概念,可以对多缺陷材料的失效进

行预测.可以预见,施加必要的实验验证以及工程推

广,构型力学的工程应用前景广阔.
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附录 1 拉格朗日能量密度的梯度 (Jk积分相关)

∇(Λ) = −
(
∂W
∂xi

)

expl

− σk juk, ji (A1)

材料构型应力

bji = Wδ ji − σ jkuk,i (A2)

材料构型力

Ri = −
(
∂W
∂xi

)

expl

(A3)

平衡方程

bji , j + Ri = 0 (A4)

守恒积分

J = J1 =

∮

C
bj1njds =

∮

C
(wn1 − σ jkuk,1nj)ds

J2 =

∮

C
bj2njds =

∮

C
(wn2 − σ jkuk,2nj)ds


(A5)

附录 2 拉格朗日能量密度矩的散度 (M 积分相关)

∇ · (Λx) = −mW−
(
∂W
∂xi

)

expl

xi − ∂W
∂uk, j

uk, ji xi (A6)

材料构型应力

M j = Wxiδi j − σ jkuk,i xi +
2−m

2
σ ji ui (A7)

材料构型力

R = −
(
∂W
∂xi

)

expl

xi (A8)

平衡方程

M j, j + R = 0 (A9)

守恒积分

M =

∮

Γ

(
Wxini − σ jkuk,i xinj +

2−m
2

σ ji uinj

)
dΓ (A10)

附录 3 拉格朗日能量密度的旋度 (L 积分相关)

∇ × (Λx) = −emi j

[(
∂W
∂xi

)
expl

xj +
∂W
∂uk,l

uk,li xj

]
(A11)

材料构型应力

Lml = emi j(Wxjδil + σil uj − σkluk,i xj) (A12)

材料构型力

Rm = −emi j

[(
∂W
∂xi

)
expl

xj +
(
σikuj,k − σk juk,i

) ]
(A13)

平衡方程

Lml,l + Rm = 0 (A14)

守恒积分

L = L3 =

∮

Γ

e3i j (Wxjni + σil ujnl − σkluk,i xjnl)dΓ (A15)

其中, Λ为拉格朗日能量密度; ∇为微分算子; σk j 为应力; uk

位移; W应变能密度; xi 为坐标; ni 积分路径的外法向矢量;

下标 {},i 表示该物理量对坐标 xi 的偏导数; 重复的下标满足

求和约定; (∂W/∂xi)expl代表应变能密度W对 xi 的显式求导;

当 i = j 时, δ ji = 1;而 i , j 时, δ ji = 0; m = xi,i ,对于三维问题

其值为 3,二维问题为 2; emi j 代表置换张量,其中当任意下标

相等时, emi j = 0;下标为 (123)的偶序时, emi j = 1;为奇序时,

emi j = −1.
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APPLICATION TO COMPLEX DEFECTS 1)

Li Qun2)

(State Key Laboratory for Strength and Vibration of Mechanical Structures, School of Aerospace, Xi’an Jiaotong University, Xi’an 710049, China)

Abstract Material configurational mechanics with application to describe the failure behavior of complex defects does

provide an innovative way to predict the failure criteria load and assess the integrity of structures. First, the definitions

of material configurational stress as well as the equilibrium equation, physical meaning, and the corresponding invariant

integrals are obtained by the gradient, divergence, and curl operation of the Lagrangian function, respectively. Second,

the material yielding, fracture, and final failure criteria are newly proposed within the frame of material configurational

mechanics. Next, the proposed experimental technique provides an effective and convenient tool to evaluate the material

configurational quantities by Digital Image Correlation. Finally, the concept of material configurational mechanics is used

to evaluate the damage level of functional materials or structures, such as nano material and ferroelectrics.
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