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考虑围压效应和塑性演化机制的中密砂力学模型 
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摘要：为了实现对中密砂工程受荷变形的准确预测，基于岩土材料宏观弹塑性理论框架和三轴试验结果，分析中

密砂变形、强度的影响因素和特征，建立适应的屈服准则、硬化法则和流动法则。研究结果表明：(1) 中密砂的

三轴力学特征对围压较为敏感，随围压增大，应力–应变曲线形态逐渐变化，线性段斜率和峰值强度增大，软化

段减弱并消失，体积应变–轴向应变曲线线性段斜率基本无变化，体积剪胀程度减小，高围压试验结束时体积应

变相对初始加载时仍处于剪缩状态；(2) 考虑中密砂的围压效应和剪切破坏，采用第三主应力和等效塑性剪应变

增量表达塑性内变量，峰值点处塑性内变量大于 0.5，相对岩石更为滞后；(3) 弹性模量随围压呈指数型函数规律

增大，泊松比近似为常数；(4) 塑性变形过程中最大主应力和最小主应力近似符合线性规律，内摩擦角近似线性

增大，黏聚力先增大后减小并符合指数类函数特征；(5) 剪胀角在低围压下随塑性变形逐渐减小，高围压下先增

大后减小，高围压下剪胀角低于低围压；(6) 数值曲线与试验数据吻合度高，可表达中密砂围压效应和塑性演化

机制，适用于对应力状态敏感的中密砂的精确计算。 
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中图分类号：TU 43            文献标识码：A      文章编号：1000–6915(2018)11–2610–11 

 

Mechanical model for medium dense sand considering confining pressure effect 
and plastic evolution 
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Abstract：The influencing factor and the characteristics of deformation and strength of medium dense sand 
samples were analyzed based on the macroscopic theory of elasto-plasticity and triaxial tests in order to precisely 
predict the deformation of medium dense sand on site. The yielding criteria，the hardening law and the flow rule 
were formulated accordingly. The stress-strain curves change with the increasing of confining pressure. The 
slope of the linear section of stress-strain curves and the peak strength increase with the increasing of confining 
pressure. The softening section reduces and even disappears. The gradient of volumetric strain-axial strain curve 
remains as usual basically. The shear dilation decreases. Under the high confine pressure，the samples exhibit the 
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shear contraction in the whole shearing process. Considering the confining effect and shear failure in medium 
dense sand，the internal plastic variable is expressed by the third principal stress and effective plastic shear strain 
increment. The internal plastic variable at peak is larger than 0.5 and much larger than that of rock. The elastic 
modulus increases exponentially with the increasing of confining pressure. Poisson′s ratio remains the same 
approximately. The maximum and minimum principal stresses vary linearly in the process of plastic deformation. 
The internal friction angle increases linearly，and the cohesion increases and then decreases exponentially. The 
dilation angle decreases with the plastic deformation under the low confining pressure，but it increases and 
decreases under the high confining pressure. The calculated curve is basically identical to the experimental data，
indicating that the model is suitable for medium dense sand. 
Key words：soil mechanics；confining pressure effects；plastic evolution；medium dense sand；mechanical model；
elastoplastic theory 
 
 
1  引  言 
 

土的基本特性和力学模型作为土力学学科的一

个重要分支，为解决相关工程问题提供了重要的理

论基础和技术支撑。姚仰平等[1]对土的力学行为作

了系统性的总结，将土的力学特性分成基本特性、

亚基本特性与关联基本特性三大类， 基本特性包括

压硬性、剪胀性与摩擦性，亚基本特性包括应力历

史依存性、应力路径依存性、软化特性、各向异性、

结构性、蠕变特性、颗粒破碎特性以及温度特性等， 
关联基本特性包括屈服特性、正交流动性、相关联

性、共轴特性以及临界状态特性等。不同土类具有

特定的力学特性，黏性土的变形特性研究已相对成

熟，而砂土的变形特性的研究仍难以满足工程实践

的需要[2]。 
对于砂土，通常用孔隙比 e 或相对密度 Dr描述

其松紧程度，工程上将 0＜Dr＜1/3 的砂称为松砂，

将 1/3＜Dr＜2/3 的砂称为中密砂，将 2/3＜Dr＜1 的

砂称为密砂。砂土试验研究发现，在相同围压条件

下，松砂剪缩，密砂剪胀[3]。在实际工程应用中，

地基承载力与变形破坏也与土类直接相关，松砂易

发生冲剪破坏，中密砂地基的破坏形式具有局部剪

切破坏的特点，密砂地基常发生整体剪切破坏[4]。

中密砂的相对密度介于密砂和松砂之间，可看作一

种过渡状态的砂土组成形式，其力学行为表现也更

为丰富。R. Verdugo 和 K. Ishihara[5]发现紧砂在高围

压下剪切可能会出现松砂的特性，而松砂在低围压

下剪切可能会出现紧砂的特性。由此可预测，中密

砂在不同应力状态下可呈现更为丰富的力学特征。 
岩土本构研究的热点之一即多场多尺度模型研

究，其中多尺度模型大致可分为细观模型和宏观模

型。沈珠江[6-8]把用细观法建立的本构模型称为结构

性模型，认为建立土体结构性模型和相应的分析理

论是现代土力学的基本问题。宏观模型将岩土材料

视为连续介质，采用宏观状态变量来反映力学特征，

变量相对容易确定，与数值方法分析可较好地结合。

岩土材料弹塑性本构模型为应用最普遍的宏观模

型，以弹性理论和塑性增量理论为基础，通过屈服

准则、硬化法则、流动法则，反映岩土体压硬性和

剪胀性等力学特性，可描述复杂加载条件下土体的

变形与破坏机制。现有 Cam-clay 模型[9]、UH 模

型[10]、Asaoka 模型[11]、Li-Dafalias 模型[12]、Yin- 
Graham 模型[13]、清华模型[14]、“南水”模型[15]、“后

工”模型[16]和椭圆–抛物线模型[17]、弹塑性耦合模

型[18]等对土体力学响应给出了较为准确的描述。在

弹塑性模型研究领域，一些学者通过力学参数演化

规律的研究，建立了塑性内变量表征塑性演化程度

的弹塑性模型，如：周 辉等[19-20]基于弹塑性耦合理

论，提出了脆性大理岩弹塑性耦合力学模型；李 震
等[21]考虑绿泥石片岩的硬化软化和剪胀特性建立

了适用于软岩的弹塑性模型。这类模型反映了岩石

材料力学参数随塑性演化的客观规律，具有明确的

物理意义，理论上可推广至具有内摩擦性质的岩

土类材料。 
岩土类材料的应力–应变关系极为复杂，目前

尚未存在一种完美适用于各种的土类以及不同加载

情况的模型[22-25]。基于此，本文选取力学特征表现

丰富的中密砂，针对中密砂的压硬性和剪胀性，在

依托试验数据定义的塑性内变量基础上，分析弹性

参数、强度参数、剪胀角的演化规律，采用相适应

的屈服准则、硬化法则和流动法则，建立考虑围压

效应和塑性演化机制的中密砂力学模型，并结合岩

石材料对中密砂力学参数演化规律进行若干探讨，
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旨在应用于具有类似力学特征岩土类材料的工程计

算。 
 

2  中密砂三轴试验 
 

2.1 试样概况 
本文力学模型的建立以参考朱俊高等[26]的试

验结果为基础展开。试验中砂土的最大及最小干密

度分别为 1.757 和 1.472 g/cm3，试样直径 101 mm，

高度 200 mm，相对密实度为 0.55，干密度为 1.616 
g/cm3。砂土在试验前预浸泡 12 h 以上并煮沸 30 min
以保证试样饱和度。 
2.2 试验曲线分析 

三轴试验方法采用固结排水，试验围压分别为

200，400，800 和 1 200 kPa。应力–应变曲线和体

积应变–轴向应变曲线如图 1 所示。 
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(b) 体应变–轴向应变曲线 

图 1  中密砂试样三轴试验曲线 
Fig.1  Triaxial test curves for medium dense sand 

 

由图 1(a)可见：(1) 应力–应变曲线近似由线

性段、屈服至峰值段和峰值至残余段组成；(2) 线
性段斜率对围压较为敏感，围压越大弹性模量越大，

线性段形态差异较大；(3) 围压越大，强度越高，

峰值强度对应的轴向应变表现为增大趋势；(4) 围
压 200～800 kPa 的峰后软化不明显，围压 1 200 kPa
未出现软化段。 

由图 1(b)可见：(1) 体积应变–轴向应变曲线

存在拐点，即压缩状态下体积应变最大点，拐点后

继续加载试样体积开始有膨胀趋势；(2) 低围压下

拐点处体积应变小于高围压下拐点处体积应变；(3) 
不同围压下从原点至拐点的体积应变压缩段斜率差

别不大，说明泊松比近似为常数；(4) 围压越大，

剪胀越弱，围压 1 200 kPa 试样加载结束后的体积应

变相对初始加载时仍处于压缩状态。 
因此，中密砂的强度和弹性模量对围压较为敏

感，延性特征比较突出，并伴随围压增大剪胀现象

减弱，所以在分析中密砂力学特性和建立相应力学

模型时必须考虑以上特征。 
2.3 弹性参数和强度参数 

取图 1 初始加载时的线性段，由常规三轴加载

的应力和应变增量关系求解弹性参数，弹性模量和

泊松比见表 1。 
 

表 1  中密砂试样弹性模量和泊松比 
Table 1  Elastic moduli and Poisson′s ratios for medium dense  

sand 

围压/kPa 弹性模量/MPa 泊松比 

 200  59.178 0.409 

 400  63.422 0.297 

 800  69.586 0.384 

1 200 108.812 0.345 

 
由此可见，弹性模量随围压增大逐渐变大，不

同围压下差异较大，泊松比变化规律不明显。 
为了研究力学参数随塑性演化特征，定义表示

塑性演化程度的内变量。由于岩土材料一般发生剪

切破坏，所以一般取等效塑性剪应变为内变量[19-21]。

同时，根据试验曲线揭示出的围压敏感性，因此，

采用考虑塑性剪切应变和围压的塑性内变量κ ： 

p

3 0

d

dd
( / )f p

κ κ

γκ
σ

⎫=
⎪⎪
⎬
⎪=
⎪⎭

∫
            (1) 

式中：dκ 为塑性内变量增量； pdγ 为等效塑性剪应

变增量， p p p2d d : d
3

γ = e e ， pde 为塑性偏应变张

量， p p p1d d tr(d )
3

= −e Iε ε ， pdε 为塑性应变张量，
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I 为单位张量； 3 0( / )f pσ 为最小主应力 3σ 的函数，

在常规三轴试验中即为试样围压， 0p 为任意压应力

(本文取 100 kPa)，引入 0p 即对考虑围压项进行无

量纲化处理。 
为了统一各围压下的塑性演化程度，采用应力–

应变曲线中的初始屈服、峰值、残余 3 个特征点。

其中，初始屈服表示中密砂由弹性过渡到塑性的转

折点，此时裂隙逐渐产生和贯通，体积应变由压缩

转为膨胀趋势[27]，因此，本文采用体积应变–轴向

应变曲线的拐点表征初始屈服；峰值特征点一般采

用应力–应变曲线的最高点，如果无应变软化段，

可取偏压增长速率下降到某值时为峰值点；残余特

征点选取峰后应力降低速率平缓点，如果无应变软

化段，可取轴向应变达到某值时为残余点。在此基

础上，采用初始屈服时塑性内变量为 0，残余特征

点塑性内变量为 1，则塑性内变量取值范围为 0～1。 
由于 3 0( / )f pσ 函数仅与围压有关，在某围压下

3 0( / )f pσ 函数取值为常数，其值即为残余特征点的

等效塑性剪应变。因此，通过研究残余特征点等效

塑性剪应变与围压的关系，即得 3 0( / )f pσ 函数表达

式。残余特征点等效塑性剪应变与围压演化关系如

图 2 所示。 
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图 2  残余特征点等效塑性剪应变与围压 

Fig.2  Variation of effective plastic shear strain in residual  
point under various confining pressures 

 

因此，本文中的中密砂 3 0( / )f pσ 函数表达式为 
33 2

3 0
0

( / ) 5.114 7 10 5.521 5 10f p
p
σ

σ − −= × + ×    (2) 

在得到 3 0( / )f pσ 函数表达式基础上，结合试验

数据，通过式(1)即可得到不同塑性内变量下的后继

屈服应力(见表 2)。可见，在相同塑性内变量条件下，

第一主应力随围压增大而增大；低围压下第一主应

力达到峰值后有减小趋势并逐渐趋于稳定，高围压

(σ3 = 40 kPa)下第一主应力呈持续增大趋势，在达到 

 
表 2  中密砂试样后继屈服应力与强度参数 

Table 2  Subsequent yielding stress and strength parameters  
for medium dense sand 

塑性 
内变量

第一主应力/kPa 内摩擦

角/(°)
黏聚力/

kPa 200 kPa 400 kPa 800 kPa 1 200 kPa 

0.0 650.46 1 373.04 2 901.49 4 009.33 33.04 6.88 

0.1 814.84 1 476.55 3 108.88 4 213.43 33.60 40.13 

0.2 864.64 1 544.96 3 203.92 4 297.82 33.78 52.07 

0.3 889.43 1 578.56 3 242.99 4 352.69 33.96 57.86 

0.4 900.44 1 599.82 3 254.23 4 396.01 34.14 59.32 

0.5 903.39 1 608.83 3 250.70 4 433.21 34.32 57.77 

0.6 901.49 1 611.76 3 237.34 4 463.51 34.50 54.25 

0.7 898.47 1 610.27 3 217.45 4 493.15 34.68 49.56 

0.8 892.26 1 606.33 3 196.14 4 519.71 34.85 44.29 

0.9 884.73 1 599.28 3 169.52 4 541.63 35.03 38.88 

1.0 873.85 1 587.56 3 166.44 4 571.48 35.20 33.63 

 
峰值后增长速率逐渐减小并稳定。 

强度参数的选取与强度理论相关，因此，对初

始屈服、峰值、残余 3 个特征点的主应力进行研究，

如图 3 所示。可见，3 个特征点的最大主应力和最

小主应力近似符合线性规律，表明采用 Mohr- 
Coulomb 强度理论研究中密砂的后继屈服强度参数

具有可行性。 
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图 3  初始屈服、峰值、残余σ 1与σ 3 的关系 

Fig.3  Relationships between σ 1 and σ 3 in initial yield，peak  
and residual point 

 
由表 2 中不同围压下的最大主应力数值，采用

Mohr-Coulomb 强度理论可求得各塑性内变量对应

的内摩擦角和黏聚力(见表 2)。在求强度参数过程中

发现最大主应力和最小主应力的线性规律较好，说
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明前面采用 Mohr-Coulomb 强度理论处理后继屈服

强度参数是可行的。由表 2 可见，内摩擦角小幅度

逐渐增加，由初始屈服时的 33.04°增加至残余时的

35.20°；黏聚力在初始屈服后有大幅度跳跃式增加，

由初始屈服时的 6.88 kPa 增加至 59.32 kPa，而后逐

渐减小，在残余时达到 33.63 kPa。 
 

3  中密砂力学模型 
 

3.1 弹性参数演化规律 
由表 1 可见，弹性模量对围压较为敏感，随围

压增大而逐渐增大。弹性模量的变化主要与压密作

用有关，随围压增大，中密砂的孔隙逐渐闭合，孔

隙变形减小，宏观上表现为刚度增大；但当围压增

大到一定程度后，孔隙闭合潜力减小，颗粒和颗粒

刚性接触趋于稳定，此时弹性模量增长速率减缓。

因此，弹性模量的围压效应可以采用如下指数函数

来表征： 

 2 3
1 3eaE a aσ= +               (3) 

式中： 1a ， 2a ， 3a 均为常数，可通过常规三轴试验

不同围压下的弹性模量拟合得到。对于本文的中密

砂，由表 1 可见，围压 1 200 kPa 时弹性模量相对离

散 ， 因 此 ， 由 式 (3) 拟 合 时 未 采 用 ， 可 得

1 39 450.80a = − ， 2 0.000 59a = − ， 3 94 335.77a = (弹
性模量、围压的单位取 kPa)，拟合曲线如图 4 所示。 
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图 4  E 与σ3的关系 

Fig.4  Relationship between E and σ3 

 
由表 1 可见，泊松比没有规律性变化，可近似

取为常数，即 

 1bυ =                    (4) 

式中： 1b 为常数，可通过常规三轴试验不同围压下

的泊松比拟合得到。对于本文的中密砂，由表 1 可

得 1 0.359b = ，拟合曲线如图 5 所示。 
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图 5  υ与σ3的关系 

Fig.5  Relationship between υ and σ 3 

 
3.2 强度准则与硬化法则 

由图 3 可见，中密砂初始屈服、峰值、残余的

最大主应力和最小主应力近似符合线性规律，同时，

在计算后继屈服的强度参数时，2 个主应力间的线

性关系也较好，表明本文可采用 Mohr-Coulomb 准

则作为中密砂力学模型的强度准则。 
由表 2 可见，内摩擦角和黏聚力随塑性内变量

呈规律性变化，因此，后继屈服面可以表达为(本文

均取压应力为正)： 

 1 3
1+sin cos2
1 sin 1 sin

cκ κ
κ

κ κ

ϕ ϕσ σ
ϕ ϕ

= +
− −

       (5) 

式中： κϕ ，cκ 分别为后继屈服中随塑性内变量变化

的内摩擦角和黏聚力。 
表 2 中内摩擦角随塑性内变量增加而增大，并

基本呈线性规律，可用简单的线性函数表示为 

 1 2d dκϕ κ= +                (6) 

式中： 1d ， 2d 均为常数，可通过常规三轴试验不同

塑性内变量下的内摩擦角拟合得到。对于本文的中

密砂，由表可得 1 1.96d = ， 2 33.3d = ，拟合曲线如

图 6 所示。 
表 2 中黏聚力随塑性内变量先大幅增加，而后

减小，可用指数函数表示为 

 2 3
1e

k k
kc k κ κ+=                (7) 

式中： 1k ， 2k ， 3k 均为常数，可通过常规三轴试验

不同塑性内变量下的黏聚力拟合得到。对于本文的

中密砂，由表可得 1 10.05k = ， 2 4.46k = − ， 3 5.64k = ，

拟合曲线如图 7 所示。 
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图 6  ϕ与κ 的关系 

Fig.6  Relationship between ϕ and κ 
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图 7  c 与κ的关系 

Fig.7  Relationship between c and κ 
 

为确定峰值前后内摩擦角和黏聚力的演化特

征，需确定峰值点处塑性内变量数值。由试验数据

和式(1)，得到峰值点和残余点的等效塑性剪应变，

进而得到不同围压对应的峰值点的塑性内变量，为

便于研究，取其平均值。不同围压下特征点等效塑

性剪应变和内变量列于表 3。 
 
表 3  不同围压下特征点等效塑性剪应变和内变量 

Table 3  Effective plastic shear strain and internal variable in  
feature points under various confining pressures 

围压/ 
kPa 

等效塑性剪应变 峰值 
塑性内变量 

峰值塑性内变量

平均值 峰值 残余 

 200 0.039 0.067 0.574 

0.569
 

 400 0.041 0.078 0.533 

 800 0.051 0.088 0.586 

1 200 0.071 0.121 0.587 

     

峰值点塑性内变量平均值为 0.569，并于图 6

和 7 中标出。可见，黏聚力在峰值前和峰值后变化

趋势基本一致，内摩擦角在峰值前先增大后减小，

峰值处的黏聚力与黏聚力最大值相差 3.86 kPa，黏

聚力在峰值后继续减小至最小值。 
3.3 流动法则 

岩土材料在塑性变形过程中体积会发生永久性

变化，这种变化通常与颗粒调整和破碎有关。如

图 1 所示，低围压下中密砂的体积应变先发生剪缩

后发生剪胀，高围压(1 200 kPa)下中密砂体积应变

先发生剪缩，而后出现剪胀趋势，但试验结束时总

的体积应变相对偏压初次加载时仍为压应变。准确

表征中密砂的体积应变随围压和塑性程度变化规律

的关键在于选取合适的流动法则。 
B. Hansen[28]首次提出的剪胀角概念，取塑性体

积应变与剪切应变的比值确定剪胀角，并用于势函

数和流动法则的确定。传统塑性力学常采用关联的

流动法则，即当强度准则取 Mohr-Coulomb 准则时，

剪胀角取值等于内摩擦角，但通常会夸大剪胀角数

值。郑颖人和孔 亮[29]建立了适用于岩土材料的广

义塑性理论，构造了 3 个正交塑性势面实现屈服面

与塑性势面的非关联。后继的学者采用非关联流动

法则处理塑性势面，如：孔位学等[30]认为，岩土材

料在非关联流动法则条件下剪胀角取为内摩擦角的

一半，即 φ/2；康亚明等[31]认为，正常固结土的剪

胀角取值为 1/3～1/2 倍的内摩擦角；Plaxis 材料手

册里认为黏性土的剪胀角通常可以取成 0°，石英砂

剪胀角取为ϕ－30°[32]。 
本文中采用非关联流动法则研究剪胀角的演化

规律。与强度准则对应，根据广义塑性理论，常规

三轴试验应力路径下的塑性势函数可取为 

 
1 1 2

2 1 3

2

2

g N c N

g N c N

ψ ψ

ψ ψ

σ σ

σ σ

⎫= − − ⎪
⎬
⎪= − − ⎭

         (8) 

式中： Nψ 为剪胀角ψ 的函数， (1 sin ) /Nψ ψ= +  
(1 sin )ψ− 。 

与式(8)对应的非关联流动法则可表达为 

 p 1 2
1 2d d dg g
λ λ
∂ ∂

= +
∂ ∂

ε
σ σ

          (9) 

式中： 1dλ 和 2dλ 为系数。 
由式(8)和(9)可得到 3 个塑性主应变增量： 

 p
1 1 2d dd λ λε = +           (10) 

 p
2 1d d Nψε λ= −             (11) 

 p
3 2d d Nψε λ= −             (12) 
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由此可得剪胀角表达式： 

 
p
v

p p
1 v

d
arcsin

2 dd
ε

ψ
εε

=
− +

           (13) 

式(13)中的剪胀角表达式中含有塑性体积应变

增量和塑性第一主应变增量，而由试验数据仅可直

接得到不同塑性内变量下对应的塑性体积应变和塑

性第一主应变。为此，分别建立塑性体积应变 p
vε 和

p p
1 v2 εε− + 与内变量的演化关系，通过对函数求微分

即可分别得到塑性体积应变增量 p
vdε 和 p

12dε− +  
p
vdε 与塑性内变量增量的演化关系；通过对塑性内

变量增量赋予较小的数值(如取 10－5)，即可得到不

同塑性内变量对应的塑性体积应变增量 p
vdε 和

p p
1 v2d dε ε− + 。下面以围压 200 kPa 为例求取不同塑

性内变量下的剪胀角数值。 
分别求取围压 200 kPa 下不同塑性内变量对应

的塑性体积应变 p
vε 和 p p

1 v2ε ε− + ，并建立演化关系

(见图 8)： 
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图 8  围压 200 kPa 下不同塑性内变量对应的 p
vε 和 

p p
1 v2ε ε− +  

Fig.8  Relationship between p
vε ， p p

1 v2ε ε− +  and internal  

plastic variable under confining pressure 200 kPa 

p 3 3 3 2
v 6.32 10 7.15 10ε κ κ− −= × − × −  

2 42.511 10 2.488 10κ− −× + ×         (14) 
p p 3 3 3 2
1 v2 2.11 10 2.38 10ε κ κε − −− + = × − × −  

50.139 8.29 10κ −+ ×               (15) 

对式(14)，(15)取微分，并取内变量增量为 10－5，

可得不同内变量对应的 p
vdε 和 p p

1 v2d dε ε− + ： 
p 9 2 9 7
vd 1.896 10 1.43 10 2.511 10ε κ κ− − −= × − × − ×  

 (16) 
p p 8 2

1 v2d d 6.321 10 4.766ε κε −− + = × − ×  
8 610 0.139 1.393 10κ κ− −− + ×       (17) 

将代入式(13)可得围压 200 kPa 下不同内变量

对应的剪胀角。同理，可得其他围压条件下剪胀角

数值(见图 9)。 
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图 9  不同围压和塑性内变量对应的剪胀角 

Fig.9  Dilation angles under various confining pressures and  
internal plastic variables 

 
可见，剪胀角主要影响因素有塑性内变量和围

压：随塑性内变量增大，剪胀角先增大后减小；随

围压增大，剪胀角减小。剪胀角可采用如下考虑围

压(引入 0p 对 3σ 进行无量纲化处理)和塑性内变量

的形式表达： 

3

53
3 1 2 4

0

( )
m

mm m m
p
σ

ψ σ κ κ
⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

，  

7

83
6

0

m

mm
p
σ

κ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

               (18) 

式中： 1m ， 2m ， 3m ， 4m ， 5m ， 6m ， 7m ， 8m 均

为常数，可通过常规三轴试验不同塑性内变量和围

压下的剪胀角拟合得到。对于本文的中密砂， 1m =  
13.134 ， 2 1.139m = − ， 3 0.972m = ， 4m = 2.564− ，

5 3.588m = ， 6 0.003 45m = ， 7 2.801m = ， 8 1.028m = ，

拟合曲线如图 9 所示。 



第 37 卷  第 11 期                 李  震等：考虑围压效应和塑性演化机制的中密砂力学模型                • 2617 • 

 

 
4  力学模型的数值验证 

 
为了验证所建模型的适用性，借鉴周 辉等[19-21]

的研究，通过有限差分软件 FLAC3D 提供的 UDM
接口自定义模型，引入了塑性内变量表达，通过

FISH 语言自动读取各单元内变量和围压，并结合本

文力学参数表达式，依据单元内变量和围压状态更

新各力学参数，完成预定加载步并将模型在FLAC3D

中进行数值实现。本文通过对一个单元体加载模拟

中密砂的室内三轴试验，各个参数的取值见表 4，
其中表中只列出围压 200 kPa 时的弹性模量、初始

屈服时的强度参数、围压 200 kPa 初始屈服时的剪

胀角，其他情况下的力学参数取值分别见式(3)，(6)，
(7)，(18)。 

 
表 4  中密砂模型的参数取值 

Table 4  Parameter values in mechanical model for medium  
dense sand 

E0/MPa υ φ0/(°) c0/kPa ψ0/(°) f(σ3/p0) 

59.287 0.359 33.302 10.049 10.9 
3 3

3 0
0

2

( / ) 5.114 7 10

     5.521 5 10

f p
p
σσ −

−

= × +

×

 

注：E0 为围压 200 kPa 时的弹性模量；φ0，c0 分别为初始屈服时的

内摩擦角和黏聚力；ψ0 为围压 200 kPa 初始屈服时的剪胀角。 

 
    数值模拟结果和试验结果的对比如图 10 所示。

可见，本文提出的力学模型由于考虑了弹性模量的

围压效应、强度参数的塑性演化、非关联流动法则，

所以数值曲线可表现出：弹性模量随围压变化；低

围压下应力–应变曲线具有硬化段和微弱的软化

段，高围压下应力–应变曲线只表现为硬化段，且 
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图 10  试验数据与数值曲线 
Fig.10  Test data and simulation curves 

 
各特征点的强度与试验较为接近；体积应变–轴向

应变曲线在低围压下剪胀较为突出，高围压下剪胀

逐渐不明显。其中，1 200 kPa 围压下应力–应变曲

线线性段的试验结果和数值结果有区别，主要原因

在于图 4 对弹性模量的拟合未考虑偏差较大的 
1 200 kPa 围压试验数据，这应该与试验数据的离散

性有关，如果试验规律性更好的前提下可得到更为

精确的结果。总体上，试验曲线和数值曲线的吻合

度较高，验证了本力学模型对该中密砂的适用性和

可靠性。 
 
5  讨  论 

 
本文基于中密砂的三轴试验数据建立相应的力

学模型，中密砂的应力–应变曲线揭示出其具有较

明显的延性特征，在低围压条件下软化段不明显，

高围压下无软化段。根据其强度参数演化规律发现：

(1) 内摩擦角变化不大，从初始屈服至残余内摩擦

仅增加了 5.88%，但一直呈线性增长；(2) 黏聚力在

峰值前先急剧增大了 496.19%，而后减小了 6.44%
至峰值，在峰值后又继续减小了 41.41%至残余；(3)
峰值点处塑性内变量为 0.569。正是基于对强度参数

演化规律的准确刻画，保证了本文模型强度计算的

可靠性。 
同时，体积应变–轴向应变曲线可看出中密砂

仍具有剪胀性，但高围压条件下剪胀现象不明显，

高围压下残余点相对初始屈服仍处于剪缩，但已发

生剪胀趋势。本文通过非关联流动法则计算得到剪
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胀角，也反映出高围压和低围压剪胀角数值的差异，

如围压 1 200 kPa 初始屈服时剪胀角为 0.39°，围压

200 kPa 初始屈服时剪胀角为 10.90°。低围压下剪

胀角较小并趋于 0，导致其体积应变剪胀现象不明

显。由于本文力学模型采用非关联流动法则对剪胀

角的准确刻画，同时考虑了弹性模量对围压的敏感

性，保证了本文模型变形计算的可靠性。 
随内变量增加，中密砂的内摩擦角微弱增加，

主要原因在于中密砂在偏压增加的过程中，表现为

微弱的剪切滑移趋势。如图 11 所示，中密砂为松散

岩土材料，以试样中部一点为研究对象，在第一主

应力和第三主应力作用下，该点存在水平滑移速度

vx 和竖直滑移速度 vz，当第一主应力增加时，与第

一主应力作用方向相同的 vz 的数值增加量大于 vx，

剪切滑移面与第一主应力作用面的夹角β增大。由

于中密砂颗粒滑移速率有限，所以剪切滑移趋势相

对较为微弱，β增加量较小。根据 Mohr-Coulomb 强

度理论，β = 45°+ϕ/2(ϕ为内摩擦角)，所以中密砂内

摩擦角随塑性内变量增大微弱增加。 
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σ3 
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σ1+Δσ1
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β + Δβ
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图 11  试样剪切滑移示意图 
Fig.11  Shear sliding of sand sample 

 
中密砂的密实度介于密实砂和松散砂之间，当

应力水平由低到高时依次表现出松散砂和密实砂的

特征。在偏压增加初期，孔隙被压密，宏观上表现

为黏聚力增加；当偏压增加至峰值后，试样继续剪

切并伴随结构性改变，表现为黏聚力减小。另一方

面，围压较低时，中密砂在偏压增加过程中静水压

力也增大，表现为剪胀角减小；围压较大时，围压

抑制剪胀现象，剪胀角接近 0°，剪切滑移极不明显。

因此，中密砂的力学性质同时具有密实砂和松散砂

的特征，在不同的应力状态可表现出压密、剪缩和

剪胀特性。 

对比之前提出的岩石力学模型[19-21]，中密砂的

力学模型与岩石力学模型不同，表现为：(1) 弹性

模量数值更小，中密砂的弹性模量相对岩石的弹性

模量约减小了 103 倍；(2) 内摩擦角变化范围不大，

变化趋势不同，本文中密砂内摩擦角塑性演化过程

中仅变化了 5.88%，近似呈直线增大，岩石的内摩

擦角可变化约 90%，先增大后减小，或一直增大；

(3) 黏聚力数值不同，变化趋势不同，本文中密砂

黏聚力相对岩石非常小，呈现突然大幅增加而后减

小，岩石黏聚力随塑性程度增大先微弱增加后大幅

减小或一直减小；(4) 本文中密砂的剪胀角比岩石

小，导致其剪胀现象相对岩石弱，延性更为突出。 

 
6  结  论 

 

(1) 试验结果表明，中密砂的三轴力学特征对

围压较为敏感，围压越大，应力–应变曲线的线性

段斜率差异越大，强度越高，软化段逐渐消失，围

压大至一定程度时曲线形态发生根本性变化，同时，

体积剪胀越弱，但不同围压下体积应变–轴向应变

曲线原点至拐点的斜率差别不大。 

(2) 在本文定义的塑性内变量条件下，屈服前

弹性模量随围压呈指数型函数规律增大，泊松比近

似为常数，峰值点处塑性内变量大于 0.5，相对岩石

更为滞后。 

(3) 初始屈服、峰值和残余处最大主应力和最

小主应力近似符合线性规律，表明采用 Mohr- 

Coulomb 强度理论适用于中密砂后继屈服强度。 

(4) 随塑性内变量增加，内摩擦角近似线性增

大，黏聚力先增大后减小并符合指数类函数特征，

剪胀角在低围压下随塑性程度增大而减小，高围压

下先增大后减小，围压越高剪胀角越小，高围压下

剪胀角降低于零值附近。 

(5) 本文针对中密砂的力学模型进行数值验

证，数值曲线与试验数据吻合度高，可以表现中密

砂应变硬化随围压的演变特征，在体积应变等变形

方面可精确刻画由剪缩到剪胀的转变过程，适用于

应力状态敏感性的中密砂的精确计算。 
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