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轴对称主动土压力问题的滑移线解 

闫澍旺 1, 2，李  嘉 1, 2，闫  玥 1, 2，郎瑞卿 1, 2，纪玉诚 1, 2 
（1. 天津大学 水利工程仿真与安全国家重点实验室，天津 300072；2. 天津大学 建筑工程学院，天津 300072） 

 
摘  要：地基中竖向孔支护结构的设计需要以其所受主动土压力为依据，为此常需计算竖向孔开挖后孔壁主动土压力。含竖

向圆孔地基是轴对称问题，基于平面应变假设的经典朗肯土压力理论或库仑土压力理论显然不适用，而现有求解轴对称条件

下主动土压力方法多采用完全塑性假定或其他假定环向应力与大主应力之比（环向压应力系数）为常数的方法，理论上不

够严谨且误差较大。建立轴对称问题滑移线方程，采用使主动土压力为最大的目标的方法，采用迭代法求解环向压应力系数

，分析了受土体参数和轴对称竖向孔几何参数影响规律，进而求解轴对称竖向孔孔壁主动土压力的精确值，理论上更为严

谨，结果更为合理，并对比平面应变条件下的土压力结果，总结了轴对称条件下主动土压力的规律。 
关  键  词：轴对称竖向孔；主动土压力；滑移线法；环向应力系数 
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A solution for axisymmetric active earth pressure by slip line method 
 

YAN Shu-wang1, 2,  LI Jia1, 2,  YAN Yue1, 2,  LANG Rui-qing1, 2,  JI Yu-cheng1, 2 
(1. State Key Laboratory of Hydraulic Engineering Simulation and Safety, Tianjin University, Tianjin 300072, China; 

2. School of Civil Engineering, Tianjin University, Tianjin 300072, China) 
 

Abstract: Design of vertical hole supporting structure in foundation should be based on its active earth pressure. So it is often 
necessary to calculate the active earth pressure on the hole wall after excavation of vertical holes. The foundation containing vertical 
hole is a typical axisymmetric problem, the traditional Rankine or Coulomb solution which is based on plane strain assumption is 
inapplicable, the existing methods for axisymmetric active earth pressure often presume the ratio of earth pressure and the major 
principal stress (tangential stress coefficient ) is constant, such as Harr-Von Karman hypothesis and other similar methods, this 
assumption is not rigorous in theory and the calculated results have large enough error. In this paper, the slip line field equations for 
axisymmetric problem are established, the method of maximizing the active earth pressure and the iterative method are used to solve 
the circumferential compressive stress coefficient the , the effects of soil parameters and vertical hole geometry parameters on  are 
analyzed, then the accurate value of active earth pressure can be determined. This method is more rigorous in theory and the result is 
more reasonable compared to that under plane strain assumption condition. 
Keywords: axisymmetric vertical hole; active earth pressure; slip line; tangential stress coefficient 
 

1  引  言 

地基中竖向孔的设计和施工中往往需要一定的

支护措施，如灌注桩的钻孔施工过程中多采取泥浆

护壁，以控制变形为目的的卸荷孔中多采取钢筋笼

支护。支护结构的设计需要以其受到的土压力为依

据，支护结构后土体有下滑趋势，因此支护结构受

到主动土压力作用。 

应用广泛的朗肯土压力理论和库仑土压力理论

是基于平面应变假设推导而来，地基中竖向圆孔是

轴对称问题，由于三维效应对主动土压力有较大的

影响，而基于平面应变假设推导的土压力理论不能

考虑三维效应的影响，应用朗肯土压力理论或库仑

土压力理论计算显然不准确，因此研究者对轴对称

条件下的主动土压力求解进行了探索。 
Houlsby 等[1]仍旧采用平面应变假设，求解了光
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滑轴对称挡墙后填土为黏性土的滑移线塑性位移方

程。Steinfeld[2]假设滑动体为圆锥体，采用轴对称库

仑屈服法则进行求解，Lorenz[3]以 Steinfeld 解答为

基础，忽略直径方向的剪切力建立简化的平衡方程

并进行求解。Berezantzev[4]建立轴对称问题滑移线

方程，并假设滑移线为直线进行简化求解，Mróz[5]

提出了求解轴对称主动土压力的图解法。 
轴对称问题的三维效应通常通过环向应力的影

响考虑，上述学者在求解过程中均采用了 Haar-Von 
Karman 完全塑性假定，即假定环向应力等于大主应

力。 
Prater[6]总结前人研究成果，认为采用完全塑性

假定计算是偏于危险的，取环向应力与大主应力之

比（环向压应力系数）为静止土压力系数 0K 和主

动土压力系数 aK ，采用极限平衡法进行了求解。 
Cheng 等[78]建立了简化的滑移线分析方法并

对 Haar-Von Karman 完全塑性假定进行修正，分析

表明压应力系数取值对竖井衬砌上的主动土压力

有较大的影响，并建议在工程应用中采用环向压应

力系数为静止土压力系数 0K 求解主动土压力。 
国内学者也进行了相关研究，如马英明[9]、崔

广心[10]认为采用 Haar-Von Karman 完全塑性假定偏

于危险，并认为应不大于 1。尹志强等[11]进一步

研究了考虑土拱效应的黏性填土排桩桩后总土压力

的计算方法。 
本文建立轴对称条件下的滑移线方程，参考库

仑土压力求解方法，提出根据使主动土压力为最大

的目标确定环向压应力系数的方法，并研究了环

向压应力系数随深度受土体参数影响的规律，进

而依此计算轴对称条件下的主动土压力，逻辑更为

严密，结果更为合理。计算结果表明，轴对称条件

下主动土压力与平面应变条件下有明显差异。 

2  轴对称问题滑移线方程的建立 

对于轴对称问题，采用柱坐标具有很大的优越

性，对于含轴对称竖向孔的地基，除重力外无其他

作用力时，在图 1 所示柱坐标系中平衡方程可表示

为 

0

z rz rz

rr rz

z r r

r z r


  


  

      
    
  

        （1） 

式中： z 为竖向应力； r 为径向应力；  为环向

应力； r、z 分别为所研究点在柱坐标系中的坐标；

 为土体重度； rz 为作用在 rz 平面上的剪应力。 

力学中一般假定单元体的任一截面应力达到极

限平衡时该处的土体即达到极限平衡。本问题中假

定 R-z 平面（即子午面）上的应力达到极限平衡。

对于轴对称问题，各子午面上的应力状态均相同，

单元土体上作用着径向应力 r 和竖向应力 z ，若

含竖向孔地基发生破坏，子午面单元土体处于极限

平衡状态，采用摩尔-库仑屈服准则，土体受力摩尔

圆如图 2 所示，得出主应力间有如下关系： 
 

 
图 1  柱坐标系中单元体 

Fig.1  Unit in a cylindrical coordinate system 

 

 
图 2  破坏面土体受力摩尔圆 

Fig.2  Mohr circle of failure surface 
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式中：c 为黏聚力； 为内摩擦角。 
该条件也可表示为 

 
 
1 sin cos2 cot

1 sin cos2 cot
sin sin 2

r

z

rz

c

c

    

    

   

   


   
 

     （3） 

式中： 为大主应力方向与 or 轴的夹角； 为平均

应力。 

   1 3 2 cot 2 cotr zc c             （4） 

通常将环向应力表示为 

 1 1 sin cotc              （5） 
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式中：为环向应力  和 1 的比值。 
滑移线是各个单元体破裂面的连线，通过点

( , )r z 的单元体的破裂面有两个，与大主应力夹角分

别为  ，因此滑移线也有两族，如图 3 所示，滑

移线方程可表示为 

 d tan
d

z m
r

              （6） 

式中：m 为反映滑移线族的系数，当 m 取 1 时为
族滑移线，当 m 取 1 时为 族滑移线。 

 

 

图 3  滑移线基本坐标系及方向 
Fig.3  Basic coordinate system and direction of slip line 

 
当采用摩尔-库仑屈服与破坏准则时，有 
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将式（3）和式（5）代入平衡方程式（1），整

理可得 
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3  轴对称问题滑移线方程的求解 

对式（8）中物理量做如下运算使其无量纲化： 

0 0 0 0

,  ,  ,  r z cR Z C
r r r r



 

          （9） 

式中： 、R 、Z 、C 分别为无量纲化的平均应力

 、坐标 r 、坐标 Z 和黏聚力 c ； 0r 为轴对称竖向

孔半径。 
将式（9）代入式（6）和式（8），可得 

 d tan
d
Z m
R

             （10） 

将式（9）代入式（8），并将等式两端同时除以

dR ，得 
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上述滑移线方程的求解非常困难，Berezantzev[4]

提出了假设滑移线为直线的滑移线法简化方法，这

里采用相同假定，假定 R-Z 平面内滑移线为直线，
线为 

d 31,  ,  tan = cot
2 d 4 2 2 2

Zm
R

 


             
   

 

（12） 
将式（12）代入式（11）可得 
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（14） 
式（13）可整理为如下形式： 

1
d 1
d

a b c
R R R
 

           （15） 

该方程的解为 

0 1

1a
c c R b
R a a

   


         （16） 

式中： 0c 为待定常数。 
将式（16）代入式（3）和式（5），得归一化的

径向应力和竖向应力的表达式： 
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令 bR 为过点（1，Z）的 线与 R 轴的交点的
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坐标值： 

1 tan
4 2bR Z     

 
        （18） 

由地表处竖向应力边界条件： 

0
b

Z R R               （19） 

即 

 0 1 1 sin cot 0
1
b

a
b

c c R b C
R a a

 
 

      
  （20） 

可确定待定系数为 

 
1

0
cot

1 sin 1
ab
b

c RC bc R
a a




 
   

  
     （21） 

孔壁处R  1，代入式（17）即得孔壁处无量纲

化的土压力 RP ： 

 1
0 1 sin cot

1R
c bP c C

a a
        

  （22） 

再将式（9）代入式（22），即可得孔壁处主动

土压力为 

 1
a 0 1 sin cot

1
c bp z c c

a a
         

  （23） 

由于式（23）中孔壁处主动土压力也是的函

数，因此当 、c、z、 等确定后， ap 就只是 的

单值函数，即 a ( )p f  ，因此值的求解至关重要。 
虽然研究者对压应力系数取值存在一定的共

识，但值的确定存在很大的不确定性。库仑土压

力理论在推导过程中采用了使主动土压力为最大的

目标的方法，国内外有关教材[1214]都对此进行过介

绍，本文参考库仑土压力求解方法，采用使主动土

压力为极大值的方法来确定值，即令 ad / dp   0，
求出使主动土压力为最大的值，再代回到式（23），
即可得出孔壁处主动土压力的理论解。 

令 ad 0
d
p

 ，得方程（即 ap表达式）：
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       （24） 

由式（24）可知，值和土体的内摩擦角 、

黏聚力 c、重度 、轴对称竖向孔半径 0r 、研究点

所处的深度 z 有关，当这些参数都确定后可求解，

将求得的值再代回到式（23）中，即可得到轴对

称竖向孔孔壁主动土压力。 

4  λ 的迭代法求解及影响规律 

4.1  值的迭代法求解 
如前所述，依据式（24）求解，再将求得的

值代回到式（23）即可得到轴对称竖向孔孔壁主动

土压力。但式（24）中未知数分别位于乘数项和

指数项，且乘数、指数形式都极其复杂，求解存在

很大困难，可用迭代法近似求解，求解过程如图 4
所示。 

例如，假设地基土体内摩擦角  28°、黏聚力

为 c  10 kPa、重度  20 kN/m3、轴对称竖向孔半

径 0r  0.5 m、研究点深度 z  10 m。不同假设条件

下值不同：采用 Harr-Von Karman 假设（完全塑

性假设）值为 1；按照 Parter[6]的假设，值接近

aK  0.361 或 0K  0.531；Cheng 等[78]认为值应
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该为 1 和 aK 之间的某个数值；马英明[9]和崔广心[10]

认为值应不大于 1。本文考虑上述结论并取较大

计算范围，将初始 0 值设为 0.361，第 1 轮计算终

止标准 fp 设为 0.500，然后逐渐缩小 fp 值，最终 fp
值取为 0.025，即计算得到 a0.025 0.025p ≤ ≤ ，即

可认为该值是方程（24）的解。 
 

 
图 4  迭代法求解流程图 

Fig.4  Flow chart of solving  by iterative method 

 
迭代过程得到的 - ap关系如图 5 所示，最终

得到  值为 0.626。由函数表达式（24）得 ap在
2tan ( / 4 / 2) 2 0     处，即   0.722 处不连

续，是图 5 所示曲线不连续的原因。 
由图 5 可知， 时 ap  0，但环向应力与

大主应力之比为无穷大并非符合实际的解答，因此

∞并非符合实际的解答，间断点前使 ap  0 的 值

为合理解。 
通过上述方法可求得不同控制参数时满足设

定精度的解，进而可求得轴对称主动土压力满足计

算收敛要求的较精确解。 
 

 
图 5  - ap 关系曲线 

Fig.5  Relationships between  and ap  

 
4.2  值影响规律分析 

4.2.1 -z 关系 
当 、c、 、 0r 确定时，改变研究点所处的深

度 z，可得到值随研究点深度 z 的变化规律。取地

基土体  28°、 c  10 kPa、   20 kN/m3、 0r     
0.5 m、z 范围为 10～150 m，绘制-z 关系曲线如   
图 6 所示。 

 

 
图 6  -z 关系曲线 

Fig.6  Relationship between  and z 

 
由图 6 所示-z 关系曲线，λ 值随深度增加而减

小，且到一定深度后基本趋于定值，在上述条件下

稳定值约为 0.55，在 0K 和 1 之间。 
4.2.2 -c 关系 

当 、 、 0r 、z 确定时，改变 c，可得到值

随 c 的变化规律。 
取地基土体  28°，  20 kN/ m3，0r  0.5 m，

c 分别为 10、15、20 kPa，z 范围为 10～150 m 时

的-z 关系绘制到同一坐标系中，如图 7(a)所示。由

图可知，在 z  150 m 处值已基本达到稳定，因此，

取 z  150 m 处，另外取 z  20 m 和 z  70 m 处，地

基土体其他参数仍取上述值，得到 λ-c 关系曲线如

图 7(b)所示。 
由图 7(b)所示 -c 关系曲线，值随黏聚力 c

增加而增大，深度较浅处呈非线性关系，深度较大

处基本呈线性关系。 
4.2.3  -φ 关系 

当地基土体的 c、 、 0r 、z 确定时，改变 ，

可得值随 的变化规律。 
取地基土体 c  15 kPa， 分别为 25°、28°、

31°，  20 kN/m3、0r  0.5 m、z 范围为 10～150 m，

绘制 -z 关系曲线，如图 8(a)所示。由图可知在 z   
150 m 深度处 值已基本达到稳定，因此，取 z   
150 m 处，另外取 z  20 m 和 z  70 m 处，地基土

体其他参数仍取上述值，得到 -φ关系曲线如图 8(b)
所示。 

由图 8(b)所示 - 关系曲线可知，值随 增

加而减小，且基本呈线性关系。 
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    (a) c 不同时的-z 关系 

 

 
      (b) -c 关系 

图 7  -c 关系曲线 
Fig.7  Relationships between  and c 

 

 
    (a) 不同时的-z 关系 

 

 
     (b) -关系 

图 8  -关系曲线 
Fig.8  Relationships between  and  

 
4.2.4  - 0r 关系 

当地基土体的 c、 、 、z 确定时，改变 ，

可得到值随 0r 的变化规律。 
取地基土体内摩擦角为  28°， c  15 kPa，

  20 kN/m3， 0r 分别为 0.5、1.0、1.5 m，z 范围为

10～150 m，绘制 -z 关系曲线如图 9(a)所示。由图

可知，在 z  150 m 深度处值已基本达到稳定，因

此取 z  150 m 处，另外取 z  20 m 和 z  70 m 处，

竖向孔半径 0r 范围为 0.5～4.0 m，地基土体其他参

数仍取上述值，得到 - 关系曲线如图 9(b)所示。 
 

 
      (a) r0 不同时的-z 关系 

 

 
      (b) - r0 关系 

图 9  -r0关系曲线 
Fig.9  Relationships between  and r0 

 
由图 9(b)所示 -φ 关系曲线，值随竖向孔半

径 0r 的增大而减小，且随深度增大，不同竖向孔半

径时的值差别越小。 

5  轴对称竖向孔孔壁土压力分布规律 
依据已知的土体的 、c、 、 0r 、z，采用上

述迭代法解得值后代入式（23），可得竖向孔孔壁

主动土压力 ap 。 
 变化范围不大，因此 ap 可看做是土体的 、

c、 0r 以及 z 的函数，即  a a 0, , ,p p c r z 。同样采

用固定变量法，可得到竖向孔孔壁主动土压力 ap 的

一些规律。 
5.1  黏聚力 c 的影响分析 

取地基土体  28°，c 分别为 10、15、20 kPa，
  20 kN/m3， 0r  0.5 m，z 范围为 10～150 m，绘

制不同黏聚力条件下轴对称解答 ap -z 关系曲线，如

图 10(a)所示。 
作为对比，根据朗肯土压力解答计算平面应变

问题主动土压力，地基土体内摩擦角为  28°，黏
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聚力 c 分别为 10、15、20 kPa，重度为  20 kN/m3，

深度 z 范围为 10～150 m，绘制不同黏聚力土体的

ap -z 关系曲线，如图 10(b)所示。 
 

 
     (a) 轴对称土压力解答 

 

 
     (b) 朗肯平面应变解答 

图 10  不同黏聚力的 pa-z 关系曲线 
Fig.10  Relationships of pa-z with different cohesives 

 
由图可知，轴对称条件下主动土压力随深度呈

非线性增长，且黏聚力的影响更加明显，平面应变

条件下由于土压力本身较大，黏聚力不同引起的土

压力差异相对于土压力本身不明显。 
5.2  内摩擦角 的影响分析 

取地基土体 c  20 kPa， 分别为 25°、28°、
31°，  20 kN/m3，0r  0.5 m，z 范围为 10～150 m，

绘制不同内摩擦角条件下轴对称解答 ap -z 关系曲

线，如图 11(a)所示。 
作为对比，根据朗肯土压力解答计算平面应变

问题主动土压力，c  20 kPa， 分别为 25°、28°、
31°，  20 kN/m3，z 范围为 10～150 m，绘制不

同内摩擦角土体的 ap -z 关系曲线，如图 11(b)所示。 
由图可知，轴对称条件下主动土压力随深度呈

非线性增长，且随深度增加，内摩擦角的影响更加

明显。 
5.3  竖向孔半径 0r 的影响分析 

取地基土体 c  20 kPa，  28°，  20 kN/m3，

0r 分别为 0.5、1.0、1.5 m，z 范围为 10～150 m，绘

制不同轴对称竖向孔半径条件下轴对称解答 pa-z 关
系曲线如图 12(a)所示。 

 
    (a) 轴对称土压力解答 

 

 
      (b) 朗肯平面应变解答 

图 11 不同内摩擦角的 ap - z 关系曲线 
Fig.11  Relationships of ap - z  with  

different friction angles 

 

 
       (a) 轴对称土压力解答 

 

 
      (b) 轴对称与平面应变解答对比 

图 12  不同半径的 ap - z 关系曲线 
Fig.12  Relationships of ap - z  with different radii 

 
作为对比，根据朗肯土压力解答计算平面应变

问题主动土压力，地基 c  20 kPa，  28°，     
20 kN/m3，z 范围为 10～150 m，绘制不同轴对称竖
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向孔半径的 ap - z 关系曲线并和不同轴对称竖向孔

半径的主动压压力对比，如图 12(b)所示。 
由图 12可知，轴对称竖向孔半径 r0增大至 4.0 m

左右时，孔壁主动土压力已趋近平面应变问题的主

动土压力解答，当 r0超过 4.0 m 时，当前求解精度

（pf值取为 0.025）已无法求得 λ 的近似值，欲求得

λ 的近似值需进一步提高计算精度，付出的计算代

价也越大，但由上图可以看出，当 r0为 4.0 m 时轴

对称主动土压力计算值，已经可以近似为平面应变

问题，可利用平面应变土压力理论求解，因此本方

法的应用范围可定义为 r0≤4.0 m。 

6  桩孔泥浆护壁有效性验证 

利用本文解答可验证灌注桩等桩孔采用泥浆护

壁措施的有效性。 
假设地基土体c  10 kPa，  14°，  20 kN/m3，

0r  1.0 m， z  100 m，采用泥浆护壁支护措施，护

壁泥浆的重度  12 kN/m3。 
应用本文滑移线场法计算孔壁所受主动土压

力，并和平面应变主动土压力及泥浆侧压力随深度

的变化绘制在同一坐标系中，如图 13 所示。 
 

 
图 13  泥浆护壁有效性验证 

Fig.13  Validation of slurry supporting 

 
由图可见，此时的泥浆侧压力与平面应变计算

的主动土压力几乎相同，且远远大于轴对称问题的

主动土压力，由土压力分析桩孔采用泥浆护壁措施

是足够安全的。 

7  结  论 

（1）轴对称主动土压力随深度增大而增大，且

不同黏聚力 c、内摩擦角 和轴对称竖向孔半径 0r 情

况下接近地面一定深度范围内 ap 均为负值，这是由

于式（23）中黏聚力 c 引起的土压力为负值的缘故，

且轴对称主动土压力为负值的深度 0z 随土体黏聚

力的增大而增大，随内摩擦角的增大而增大，与平

面应变问题土压力解答一致。 
（2）轴对称竖向孔孔壁主动土压力随深度增大

呈非线性增大，且随深度的增大，增长速率减小，

与平面应变问题的朗肯土压力解答呈线性关系不

同。 
（3）随研究点深度增加，土体黏聚力和内摩擦

角对轴对称竖向孔孔壁主动土压力的影响逐渐增

大。 
（4）轴对称竖向孔半径 0r 对孔壁主动土压力影

响明显，轴对称条件下主动土压力比平面应变条件

下小，因此，工程上采用平面应变条件下的主动土

压力来代替轴对称条件下的主动土压力过于保守。

轴对称竖向孔半径 0r 越大，同一深度处孔壁主动土

压力值越大，越接近平面应变问题的主动土压力解

答，且孔壁主动土压力随深度变化越接近线性。 
（5）轴对称竖向孔半径 r0增大至 4.0 m 左右时，

孔壁主动土压力已趋近平面应变问题的主动土压力

解答，当 r0超过 4.0 m 时，计算代价较大，而精度

提高不明显，因此本方法的应用范围可定义为 r0≤

4.0 m。 
（6）利用该解答可精确计算轴对称竖向圆孔孔

壁主动土压力，以工程中常见的泥浆护壁为例可验

证该支护措施有效性，也可用于竖向孔支护结构设

计等。 
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