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摘要：利用理论证明和蒙特卡洛模拟方法，研究数据生成为二阶单整过程时，经典单位根DF检验统计量分布，并考察误用临界

值时检验效果。理论推导表明，在原假设成立时，检验统计量分布在大样本下收敛到维纳过程的泛函，但与经典单位根检验统

计量分布不同。模拟结果显示，虽然临界值存在明显差异，但系数检验统计量具有满意的检验效果，伪 t检验统计量检验效果

取决于模型设置形式。因此，经典单位根检验统计量的临界值可以检验二阶单整过程，但应该综合利用两类检验统计量而不

能仅使用伪 t检验统计量。
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Abstract：Based on the theoretical derivation and Monte Carlo simulation, the statistics distribution of classical

DF test with I(2) variable were studied, and the test effect was examined when the critical value was misused. The

theoretical research shows that these test statistics converge in large samples to the function of Wiener process

under the null hypothesis, which are different from the classical unit root test statistics. The simulation result

indicates that, though the critical value is obviously different, the coefficient test statistic has a satisfactory effect,

while the test results of the pseudo t test statistic depend on the test configuration. It is concluded that the statistic

critical value of the classical unit root test can be used to test the I(2) variable, but it should be combined with the

two kinds of test statistics rather than the pseudo t test statistics itself.
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Granger等[1]模拟分析以及Phillips[2]理论研究表明，直接使用单整时间序列回归会产生伪回归。协整检

验可以消除伪回归现象，但要求单整阶数必须相同。因此，检验单整性和确定单整阶数是时间序列分析必须

要考虑的环节。已有研究中，Nelson等[3]分析显示，绝大数宏观指标为一阶单整过程；靳庭良[4]、张延群[5-6]研

究表明，有些总量指标为二阶单整过程。一般而言，宏观经济时间序列单整阶数不会超过2。目前二阶单整

序列识别研究主要有三种检验模式。

1) 直接检验。Hasza等[7]最早讨论二阶单整序列检验。设序列 yt 数据生成过程为

A( )L yt = εt (1)

其中：A( )L 为滞后算子 L 的 p阶多项式，εt ∼ iid(0,σ2
ε)。修改式(1)得到增广形式
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Δ2 yt =π1yt - 1 +π2Δyt - 1 +∑
j = 1

p - 2
γjΔ2 yt - j + εt (2)

当式(1)有两个单位根时，通过构建 F 检验统计量检验假设 H0:π1 =π2 = 0 是否成立来判别，该检验形式可以

拓广到含有漂移项和趋势项。Dickey等[8]以 p = 3为数据生成过程，取显著性水平为5%，模拟显示约有5.5%

至7.7%的几率认为序列为平稳过程，表明水平扭曲程度较高。

2) 标准检验。这种检验过程始终使用经典DF(Dickey Fuller)检验统计量和临界值来检验原始序列及其

差分序列。Sen[9]模拟表明，对二阶单整过程，DF检验拒绝原假设的几率通常超过显著性水平 α，从而有较大

可能错误地认为序列为平稳过程。

3) 反标准检验。Dickey等[8]建立原假设和备择假设分别为 H0:yt ∼ I ( )k 和 H1:yt ∼ I ( )k - 1 ，并以 k 分别为

3、2、1构建 F 检验统计量和伪 t检验统计量，此时伪 t检验统计量与经典DF检验统计量分布相同。Haldrup[10]

进一步对 F 检验统计量使用非参数方法进行修正，以便提高检验功效。

由于反标准检验步骤复杂，实证分析中仍以标准检验为主。为确定经典DF检验统计量在二阶单整过程

检验中是否适用，同时鉴于尚没有文献讨论二阶单整时经典单位根检验统计量分布，本文首先推导二阶单整

时三种检验形式下系数检验统计量和伪 t检验统计量分布，并与传统单位根检验统计量分布比较。再使用蒙

特卡洛模拟方法获得临界值，并与经典临界值对比，然后考察系数检验统计量和伪 t检验统计量临界值在二

阶单整过程中的检验效果。

1 检验统计量
1.1 检验设置与引理

设数据生成过程为

xt = xt - 1 + εt, yt = yt - 1 + xt (3)

t = 1,2,⋯,T ，T 为样本容量。不失一般性，设 x0 = 0，y0 = 0，εt ∼ iid(0,σ2
ε)。显然有 xt ∼ I ( )1 ,yt ∼ I ( )2 。为比较单

位根检验统计量分布，与经典单位根检验模式相同，估计以下3种模型

yt = ρ1yt - 1 + u1t (4)

yt =α1 + ρ2 yt - 1 + u2t (5)

yt =α2 + δt + ρ3 yt - 1 + u3t (6)

假设 H0i: ρi = 1,H1i: ρi < 1 ，i = 1,2,3。对每个检验，构建系数检验统计量 λi ≙ T ( )ρ̂i - 1 和伪 t 检验统计量

ti ≙ ρ̂i - 1
se( )ρ̂i

，其中 ρ̂i 为系数 ρi 的OLS估计，se( )ρ̂i 为 ρ̂i 的标准差。令 γi = T-1/2ti，为导出两类单位根检验统计

量分布，先以引理形式给出相关分布如下。

引理 设数据生成满足式(3)，则有

(1) T-5/2∑
t = 1

T

yt - 1⇒σε∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds dr (2) T-4∑

t = 1

T

y2
t - 1⇒σ2

ε∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds 2dr

(3) T-7/2∑
t = 1

T

tyt - 1⇒σε∫01ræè ö
ø∫0rW ( )s ds dr (4) T-3 y2

T ⇒σ2
ε
æ
è

ö
ø∫01W ( )s ds 2

(5) T-3∑
t = 1

T

xt yt - 1⇒ 12σ2
ε
æ
è

ö
ø∫01W ( )s ds 2 (6) T-5/2∑

t = 1

T

txt ⇒σε∫01sW ( )s ds
其中：W ( )s 为定义在 [ ]0,1 上的维纳过程；⇒表示弱收敛过程。

证明 由式(3)知，yt = yt - 1 + xt = y0 +∑
s = 1

t

xs。设 r ∈[0,1]，é ùTr 表示不超过 T 与 r 乘积的整数部分，则有

y
é ùTr =∑

t = 1

é ùTr

xt。由于 xt = xt - 1 + εt，注意到 x0 = 0,xT =Op( )T1 2 ，根据文献[11]有
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T-3/2 y
é ùTr = T-3/2∑

t = 1

é ùTr

xt = T-3/2æ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

t = 1

é ùTr

xt - 1 + x
é ùTr ⇒σε∫0rW ( )s ds

利用该结果可得到引理中结论(1)至结论(4)。

对 yt = yt - 1 + xt 两边平方并求和，令 y0 = 0 ，根据文献[11]并利用 x2
T =Op( )T ，有

T-2∑
t = 1

T

x2
t = T-2æ

è
ç

ö
ø
÷∑

t = 1

T

x2
t - 1 + x2

T ⇒σ2
ε∫01W 2( )s ds

据此并结合引理结论(4)，可得

T-3∑
t = 1

T

xt yt - 1 = 12T-3æ
è
ç

ö
ø
÷y2

T -∑
t = 1

T

x2
t ⇒ 12σ2

ε
æ
è

ö
ø∫01W ( )s ds 2

故引理结论(5)成立。再根据数据生成式(3)与∑
t = 1

T

tεt =Op( )T 3 2 ，有

T-5/2∑
t = 1

T

txt = T-5/2∑
t = 1

T

t( )xt - 1 + εt = T-5/2∑
t = 1

T

txt - 1 + οp( )1 ⇒σε∫01sW ( )s ds
故引理结论(6)成立。

1.2 检验统计量分布

下面定理给出两类检验统计量在三种检验模式下的分布。

定理 设数据生成过程为式(3)，估计模型为式(4)至式(6)，在原假设成立时有

λ1⇒
12 æè ö

ø∫01W ( )s ds 2

∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds 2dr

,γ1⇒
12 æè ö

ø∫01W ( )s ds 2

∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds 2
dr∫01W 2( )s ds - 14 æè ö

ø∫01W ( )s ds 4

λ2 ⇒ e′1A
-1
1 B1, γ2 ⇒ e′1A

-1
1 B1

e′1A
-1
1 e1æè

ö
ø∫01W 2( )s ds -B′

1A
-1
1 B1

λ3 ⇒ e′2A
-1
2 B2, γ3 ⇒ e′2A

-1
2 B2

e′2A
-1
2 e2æè

ö
ø∫01W 2( )s ds -B′

2A
-1
2 B2

其中 e′1 = ( )0,1 ,e′2 = ( )0,0,1 ，而

A1 =
æ

è

ç

ç
çç

ö

ø

÷

÷
÷÷

1 ∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds dr

∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds dr ∫01æè ö

ø∫0rW ( )s ds 2dr
,B1 =

æ

è

ç

çç
ç

ö

ø

÷

÷÷
÷

∫01W ( )s ds
12 æè ö

ø∫01W ( )s ds 2

A2 =
æ

è

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷1 1 2 ∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds dr

1 2 1 3 ∫01ræè ö
ø∫0rW ( )s ds dr

∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds dr ∫01ræè ö

ø∫0rW ( )s ds dr ∫01æè ö
ø∫0rW ( )s ds 2dr

,B2 =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷
∫01W ( )s ds
∫01sW ( )s ds
12 æè ö

ø∫01W ( )s ds 2

证明 由于检验模型(4)至检验模型(6)的数据生成过程相同，限于篇幅，仅以模型(6)对应的检验统计量为

代表给出证明过程。令

β′ = ( )α2,δ,ρ3 ,β′ = ( )α̂2, δ̂, ρ̂3 ,z′t = ( )1, t,yt - 1
则式(6)可以表示为

yt = zt′β + u3t (7)

根据OLS得到

β̂ - β = æ
è
ç

ö
ø
÷∑

t = 1

T

zt z
′
t

-1∑
t = 1

T

ztu3t (8)
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令 Λ1 = diag( )T-1/2,T1 2,T ,Λ2 = diag( )T-3/2,T-5/2,T-3 ,Λ3 = diag( )1,1,σε 分别表示以括号中数值为主对角线上的元

素构造对角矩阵。根据数据生成过程式(3)，在原假设成立时有 α2 = 0,δ = 0,ρ3 = 1,u3t = xt ，从而得到

Λ1( )β̂ - β =

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷1 T-2∑
t = 1

T

t T-5/2∑
t = 1

T

yt - 1

T-2∑
t = 1

T

t T-3∑
t = 1

T

t2 T-7/2∑
t = 1

T

tyt - 1

T-5/2∑
t = 1

T

yt - 1 T-7/2∑
t = 1

T

tyt - 1 T-4∑
t = 1

T

y2
t - 1

-1
æ

è

ç

ç

ç

ç

ç
çç
ç

ç

ç

ç

ç
ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷
÷÷
÷

÷

÷

÷

÷T-3/2∑
t = 1

T

xt

T-5/2∑
t = 1

T

txt

T-3∑
t = 1

T

yt - 1xt

利用引理中结论(1)~(3)，(5)~(6)得系数检验统计量为

λ3 ≙ T ( )ρ̂3 - 1 = e′2Λ1( )β̂ - β ⇒ e′2σεΛ
-1
3 A

-1
2 B2 = e′2A-1

2 B2
为获取伪 t检验统计量分布，首先计算扰动项差估计量及其收敛结果。由于

σ̂2
u3
= 1
T - 3∑t = 1

T

( )yt - z′t β̂ 2

在原假设成立时有 u3t = xt，利用式(8)化简分别得

T-1σ̂2
u3
⇒σ2

ε
æ
è

ö
ø∫01W 2( )s ds -B′

2A
-1
2 B2

和

T 3 Var( )ρ̂3 ⇒ e′2A
-1
2 e2æè

ö
ø∫01W 2( )s ds -B′

2A
-1
2 B2

根据连续映射定理得到伪 t检验统计量分布为

γ3 ≙ T-1/2t3 = T-1/2 ρ̂3 - 1
se( )ρ̂3

= T ( )ρ̂3 - 1
T 3 Var( )ρ̂3

⇒ e′2A
-1
2 B2

e′2A
-1
2 e2æè

ö
ø∫01W 2( )s ds -B′

2A
-1
2 B2

类似可以证明与式(4)，(5)对应检验统计量的分布，故定理成立。

当序列 yt 为一阶单位根过程时，记 ρ̂∗
i ( )i = 1,2,3 为此时单位根项系数估计。由文献[11]得到与式(4)至

式(6)对应的两类检验统计量分布，分别为

λ∗
1 ≙ T ( )ρ̂∗

1 - 1 ⇒ ∫01W ( )s dW ( )s

∫01W 2( )s ds , t∗1 ≙ ρ̂∗
1 - 1

se( )ρ̂∗
1

⇒ ∫01W ( )s dW ( )s

∫01W 2( )s ds
λ∗

2 ≙ T ( )ρ̂∗
2 - 1 ⇒ e′1A

-1
3 B3, t∗2 ≙ ρ̂∗

2 - 1
se( )ρ̂∗

2
⇒ e′1A

-1
3 B3

e′1A
-1
3 e1

λ∗
3 ≙ T ( )ρ̂∗

3 - 1 ⇒ e′2A
-1
4 B4, t∗3 ≙ ρ̂∗

3 - 1
se( )ρ̂∗

3
⇒ e′2A

-1
4 B4

e′2A
-1
4 e2

其中

A3 =
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

1 ∫01W ( )s ds
∫01W ( )s ds ∫01W 2( )s ds , B3 =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

W ( )1
∫01W ( )s dW ( )s

A4 =
æ

è

ç

ç

ç
çç
ç

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷

1 1 2 ∫01W ( )s ds
1 2 1 3 ∫01sW ( )s ds

∫01W ( )s ds ∫01sW ( )s ds ∫01W 2( )s ds
, B4 =

æ

è

ç

ç
çç
ç

ç
ö

ø

÷

÷
÷÷
÷

÷
W ( )1
∫01sdW ( )s

∫01W ( )s dW ( )s

对比二阶单整和一阶单整过程两类检验统计量分布可以看出，系数检验统计量 ρ̂i - 1与 ρ̂∗
i - 1收敛速度相

同，但极限分布不同；而伪 t检验统计量中 ti 与 t∗i 收敛速度不同，极限分布也不同。两种情况下伪 t检验统计

量收敛速度存在差异，预示着临界值可能发生较大变化。
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2 蒙特卡洛模拟与分析
2.1 临界值模拟

虽然一阶和二阶单整下两类检验统计量分布不同，但并不能从极限分布中直接比较有限样本容量下的

临界值。因此，当数据生成为二阶单整过程，实际计算系数检验统计量为 T ( )ρ̂i - 1 和 ti，而实证分析中却使用

检验统计量 T ( )ρ̂∗
i - 1 和 t∗i 的临界值，其检验效果只能使用蒙特卡洛模拟方法来分析。为此首先使用模拟方法

获取数据生成为二阶单整过程时检验统计量 T ( )ρ̂i - 1 与 T-1/2ti 的临界值。设定模拟次数为10万次，考察样本

容量为25、50、100、250、500，假设 εt ∼ iin(0,1)，其中 iin 表独立相同的正态分布。由于实证分析中通常使用显著

性水平为5%对应的临界值，限于篇幅，本文只给出该显著性水平下临界值模拟结果。表1，2分别给出二阶

单整过程和一阶单整过程时系数检验统计量和伪 t检验统计量临界值模拟估计。

表1，2中一阶单整过程中系数检验统计量 λ∗
i 和伪 t检验统计量 t∗i 与文献[11]中结果非常接近，说明本文

模拟方法和参数设定正确。从表1看出，随着样本容量增大，λi 呈递增趋势，而 λ∗
i 却呈递减趋势，且在每个

样本容量下，皆有 λi >λ∗
i ( )i = 1,2,3 成立，表明如果数据生成为二阶单整过程，实际计算系数检验统计量为 λi 而

误用检验统计量 λ∗
i 对应的临界值，则通常会因系数检验统计量值大于临界值而会接受原假设，且随着样本

容量增大接受原假设的可能性也会增大。由表2看出，随着样本容量增大，γi 与 t∗i 均呈递增趋势；当数据生

成为二阶单整过程，由于实际计算的伪 t检验统计量为 ti = T1 2γi ，但却使用检验统计量 t∗i 的临界值，由表2可

知，在5组样本容量下有 t1 = T1 2γ1 > t∗1 成立，且样本容量越大，这种趋势越明显，这说明采用回归模型(4)并使用

伪 t 检验，当样本容量增大时，接受原假设的可能性也会增大。对 t2 = T1 2γ2 而言，当样本容量达到 100 时，

t2 = T1 2γ2 < t∗2 ；对 t3 = T1 2γ3 而言，当样本容量为25时有 t3 = T1 2γ3 < t∗3 成立，表明采用回归模型(5)和模型(6)并使用

伪 t检验统计量时，随着样本容量增大，接受原假设的可能性会下降，这就增大了接受序列为平稳过程的机

会，从而加大拒绝原假设的概率，其中 t3 尤为明显。临界值模拟表明，两种数据生成模式下检验统计量临界

值差异比较明显。

2.2 检验效果模拟

为验证上述分析结果及检验效果，再次利用蒙特卡洛模拟方法，仍使用临界值模拟时参数设置，模拟结

果如表3。表3表明，若数据生成为二阶单整过程，如果采用系数检验统计量并误用一阶单整下系数检验统

计量临界值，即使在样本容量仅为25时，接受原假设的可能性也几乎为100%。当采用伪 t检验统计量并误

用一阶单整下对应检验统计量临界值时，仅有检验统计量 t∗1 基本100%地接受原假设，对 t∗2 、t∗3 而言，接受原

假设可能性随着样本容量增大明显呈下降趋势，其中 t∗3 表现更为明显。

表1 不同样本容量下系数检验统计量的临界值模拟结果

Tab. 1 Simulation results for coefficient statistic critical values with different sample size

样本容量

25

50

100

250

500

λ1
-0.293 4

-0.071 5

0.055 5

0.118 6

0.144 7

λ2
-2.262 9

-1.788 9

-1.567 6

-1.459 5

-1.416 5

λ3
-6.285 5

-5.279 2

-4.849 8

-4.642 4

-4.575 3

λ∗
1

-7.685 0

-7.799 3

-7.916 7

-8.000 1

-8.016 9

λ∗
2

-12.527 2

-13.182 5

-13.703 1

-13.950 0

-13.940 0

λ∗
3

-17.887 4

-19.635 8

-20.683 1

-21.268 2

-21.470 4

表2 不同样本容量下伪 t检验统计量的临界值模拟结果

Tab. 2 Simulation results for t statistic critical values with different sample size

样本容量

25

50

100

250

500

γ1
-0.062 7

-0.015 2

0.012 3

0.026 4

0.031 9

γ2
-0.480 9

-0.421 8

-0.390 2

-0.376 1

-0.371 7

γ3
-0.921 9

-0.865 2

-0.832 1

-0.819 9

-0.814 8

t∗1
-1.956 8

-1.936 8

-1.936 2

-1.943 9

-1.940 9

t∗2
-2.985 1

-2.912 2

-2.892 3

-2.870 2

-2.863 4

t∗3
-3.606 6

-3.500 1

-3.449 3

-3.430 1

-3.424 9
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表3 二阶单整下两类检验统计量接受原假设的模拟几率

Tab. 3 Simulation odds of accepting null hypothesis for two class of statistics under I(2)

样本容量

25

50

100

250

500

λ∗
1

99.999

100

100

100

100

λ∗
2

100

100

100

100

100

λ∗
3

99.999

100

100

100

100

t∗1
99.999

100

100

100

100

t∗2
97.390

94.776

91.627

87.905

85.525

t∗3
89.598

82.559

75.943

67.952

63.960

3 结 论
1) 采用式(4)~(6)估计时，系数检验统计量收敛到维纳过程的泛函，而伪 t检验统计量通过样本容量调整

后也收敛到维纳过程的泛函，但这两类检验统计量与数据生成为一阶单整时对应的检验统计量分布完全

不同。

2) 在相同样本容量下，就系数检验统计量而言，二阶单整过程下的临界值在三种检验模式下均大于一

阶单整过程下临界值；对伪 t检验统计量而言，这种关系仅在式(4)检验模式下成立，而在式(5)~(6)检验模式

下，这种关系随着样本容量容量增大而不再成立。

3) 当采用系数检验统计量检验时，即使误用临界值，三类检验模式仍然有接近100%的机会接受原假设

而作出正确的判断。当采用伪 t检验统计量时，如果误用临界值，检验效果因检验模式不同而有差异，其中第

一种检验模式仍有满意的效果，而第二和第三种模式的检验效果随着样本容量增大反而下降。因此，就检验

效果而言，系数检验统计量几乎不受影响，具有稳健性，而伪 t检验统计量受样本容量大小影响较大。

综合以上三点结论，认为实证分析中可以使用标准检验过程检验二阶单整序列，但不能仅依赖计量软件

输出的伪 t检验统计量检验结果，而应该优先使用或配合系数检验统计量进行综合判断。
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