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钻柱力学三原理及定性模拟实验
李子丰　王长进　田伟超　谢　健
（燕山大学石油工程研究所　河北秦皇岛　０６６００４）

摘要：在一般力学中，系统都要遵循平衡原理、最小势能原理和最小耗散功率原理。钻柱力学也遵循这三原理。钻柱的任何一点、
任何时刻，都必须满足力学平衡方程；若出现多解，先用最小势能原理判断；若还存在多解，则用最小耗散功率原理判断。用钻柱失
稳问题说明了最小耗散功率原理不包含最小势能原理；不可用最小耗散功率原理取代最小势能原理。实验发现：①杆柱的转速越
高，其挠度越小，越靠井筒中心。②存在涡动状态转换临界转速。当转速低于此临界转速时，随着转速的增加，耗散功率增加；当转
速高于此临界转速时，随着转速的增加，耗散功率先迅速降低并且杆柱的挠度突然减小，然后随着转速的增加，耗散功率又增加。
③液体的黏度越大，涡动状态转换临界转速越小；轴向载荷越大，涡动状态转换临界转速越小。钻柱力学三原理为复杂的钻柱动力
学问题的多解性判别提供了新的判据。
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　　在油气井杆管柱力学中，钻柱力学最复杂。钻柱
力学可分为静力学和动力学。根据是否屈曲，还可以
分为稳定和屈曲。虽然人们已经对钻柱力学进行了大
量的研究［１９］，但钻柱力学基本原理认识不足是钻柱力
学（特别是钻柱动力学）研究不完善［１０］的主要原因。

在力学领域，任何时候、任何地点，物体都必须遵守
力学平衡方程［１１］。对于静力系统，在一定条件下，满足平
衡方程的平衡状态可能有多个；有些平衡状态不随时间
和坐标的变化而改变，这种状态叫随遇平衡；有些平衡状
态受到微小干扰后就会向其他平衡状态转变，叫做不稳
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定平衡；有些平衡状态受到微小干扰后还会回到该平衡
状态，叫做稳定平衡状态；对于一个系统，稳定平衡状态
可能有多个，当受到较大干扰时，系统的平衡状态可能由
一个转换为另一个；在这多个稳定平衡状态中，有一个是
最稳定的、系统常居的状态。确定系统最稳定状态的准
则是最小势能原理［１１１３］。对于动力系统，如果运动状态
可能有多种，则系统所处的状态在满足平衡方程和最小势
能原理之后，还应满足系统的耗散功率最小，即最小耗散功
率原理［１４１６］。即，在力学领域，系统的状态必须依次满足平
衡方程、最小势能原理以及最小耗散功率原理。在石油工
程领域，最小耗散功率原理已经开始得到应用［１７］。

钻柱在井下有稳定、正弦屈曲、螺旋屈曲３种稳定
性状态。钻柱有自转、正向公转、反向涡动、与井壁接
触和不接触等运动状态。笔者结合力学的基本原理与
钻柱的具体情况，求解钻柱的力学与运动问题，同时，
探讨了最小耗散功率原理的确切表述及最小耗散功率
原理是否包含最小势能原理。
１　基础知识

为了用数学方法表述钻柱力学的平衡原理、最小
势能原理和最小耗散功率原理，必须首先选取合适的
坐标系，并给出钻柱力学的本构方程［１，１８１９］。
１１　坐标系
　　采用直角坐标系犗犖犈犇和自然曲线坐标系。在
犗犖犈犇中，原点犗选在井口处；犖轴指向正北，单位矢
量为犻；犈轴指向正东，单位矢量为犼；犇轴垂直向下，
单位矢量为犽。在自然曲线坐标系中，犲ｔ、犲ｎ和犲ｂ分别
为钻柱变形线的切线方向、主法线方向和副法线方向
的单位向量，如图１所示。

图１　坐标示意
犉犻犵．１　犛犮犺犲犿犪狋犻犮犱犻犪犵狉犪犿狅犳犮狅狅狉犱犻狀犪狋犲狊狔狊狋犲犿狊

１２　几何方程
设钻柱变形线任意一点的矢径为狉＝狉（犾，狋），其

中犾和狋分别为钻柱变形前的弧长和时间变量。若用

狊＝狊（犾，狋）表示钻柱发生位移和变形后的曲线坐标，由
微分几何可知：

犲ｔ＝狉狊
犲ｔ
狊＝犽ｂ犲ｎ
犲ｎ
狊＝犽ｎ犲ｂ－犽ｂ犲ｔ
犲ｂ
狊＝－犽ｎ犲

烅

烄

烆 ｎ

（１）

且满足
犽２ｂ＝

２狉
狊２·

２狉
狊２　　　　

犽ｎ＝狉
狊，
２狉
狊２，

３狉
狊（ ）３／犽２烅

烄

烆 ｂ

（２）

１３　本构方程
假设：①钻柱处于线弹性变形状态；②钻柱横截面

为圆形或圆环形；③略去剪力对钻柱变形的影响。
设钻柱的抗弯刚度为犈犐，抗扭刚度为犙，忽略剪

力的影响，则本构方程为：
犕＝犈犐犲ｔ×犲ｔ（ ）狊＋犙γ狊犲ｔ

犉ｔ＝犈犃狊
犾－１－ε（ ）犜

犕ｔ＝犙γ狊
犃＝π（犚２ｏ－犚２ｉ

烅

烄

烆 ）

（３）

２　力学平衡原理
２１　普适力学平衡原理

普适力学平衡原理就是牛顿第二定律：
犉＝犿犪 （４）

２２　钻柱力学平衡原理
体现力学平衡原理的运动平衡方程［１，１８１９］：

犉
狊＋犺＝

２（犃ρ狉）
狋２ （５）

犕
狊＋犲ｔ×犉＋犿＝

犎
狋

犎＝犃ρ（狉－狉ｏ）×［Ω×（狉－狉ｏ）］＋犐ｏω
犐ｏ＝犃ρ（犚２ｏ＋犚２ｉ）／
烅
烄

烆 ２
（６）

　　钻柱的微元受力分析和运动状态见图２、图３。

３　最小势能原理
３１　普适最小势能原理

弹性力学最小势能原理：处于稳定的平衡状态的
弹性体，在所有可能的几何位移中，真实位移使得总势
能取最小值［１１１２］。
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图２　微元受力分析
犉犻犵．２　犕犻犮狉狅犲犾犲犿犲狀狋犳狅狉犮犲犪狀犪犾狔狊犻狊

图３　钻柱的运动状态
犉犻犵．３　犇狉犻犾犾狊狋狉犻狀犵犿狅狏犻狀犵狊狋犪狋犲

３２　钻柱力学中的最小势能原理
对于钻柱静力学问题，在所有满足平衡方程的可

能的钻柱变形线中，真实的钻柱变形线使得总势能取
得最小值。设犝ｓ为钻柱总势能函数，满足犝ｓ狉＝０的
点共有犿个，分别为狉ｓ１，狉ｓ２，…，狉ｓ犿，则真实的钻柱变
形线狉ｓ是这犿个解之一，满足：
犝ｓ（狉ｓ）＝ｍｉｎ［犝ｓ（狉ｓ１），犝ｓ（狉ｓ２），…，犝ｓ（狉ｓ犿）］（７）

其中，犝ｓ和狉ｓ都不是时间狋的函数。
一般情况下，井筒内旋转钻柱的力学问题是一个

周期性的动力学问题；在特殊情况下，退化为可按静力
学处理的稳态力学问题；所谓的稳态是指虽然还在运
动，但其运动参数（速率、加速度等）与时间无关，其力
学分析可以按静力学处理。

对于钻柱动力学问题，在所有满足平衡方程可能
的钻柱变形线中，真实的钻柱变形线首先使得总势能
取得最小值。

设犝ｄ为钻柱总势能函数，满足犝ｄ
狉＝０的点共有

狀个，分别为狉１，狉２，…，狉狀，则真实的钻柱变形线狉ｄ是
这狀个解之一，满足：

犝ｄ（狉ｄ）＝ｍｉｎ［犝ｄ（狉１），犝ｄ（狉２），…，犝ｄ（狉狀）］（８）
其中，犝ｄ和狉ｄ都是时间的函数。

４　最小耗散功率原理
４１　普适最小耗散功率原理

文献［１６］指出“一个具有新内涵的最小耗能原
理”：“任何耗能过程都将在与其相应的约束条件下，以
最小耗能的方式进行；这里‘以最小耗能的方式进行’
的含义，是指在耗能过程中的任意瞬时、系统的耗能率
都取当时所有可能耗能率中的最小值”；这里的耗能
率，应该是系统向外界输出能量的速率，即耗散功率。
并介绍了“最小功耗原理”：“任何作用于系统的外力功
消耗过程，都将在与其相应的约束条件下，以消耗外力
功最小的方式进行；这里的‘外力功消耗’（或‘消耗外
力功’），是指作用于系统的外力功被转换成系统的势
能、动能及耗散能；‘以消耗外力功最小的方式进行’，
是指外力功消耗过程中的任意瞬时，其外力功的消耗
率（即功耗率）都取当时所有可能外力功消耗率中的最
小值”；这里的外力功应该是输入功；这里的外力功消
耗率应该是系统的输入功率。从“一个具有新内涵的
最小耗能原理”（系统输出功率最小）推导出“最小功耗
原理”（系统输入功率最小）的过程中，必须有一个前
提———系统的内能（势能＋动能等）为常量；这在动力
系统不是总满足的。为此“最小功耗原理”值得商榷。

为了避免歧义，将“一个具有新内涵的最小耗能
原理”重新定义为最小耗散功率原理：任何耗能（系
统向外界输出能量）过程都将在与其相应的约束条
件下，以最小耗散能的方式进行。“以最小耗散能的
方式进行”的含义，是指在耗能过程中的任意瞬时，
系统的耗散功率都取当时所有可能耗散功率中的最
小值。该原理适合于任何热力学系统的任何耗能过
程中的任意瞬时，没有“平衡态附近的线性区”和“稳
定态”的约束。

在静力学中，由于静止状态的耗散功率为零，总处
于最小状态，符合最小耗散功率原理。
４２　钻柱力学最小耗散功率原理

（１）钻柱静力学最小耗散功率原理。钻柱处于静
止状态，耗散功率为零，总处于最小状态，符合最小耗
散功率原理。

（２）钻柱动力学最小耗散功率原理。在井筒内旋
转的钻柱，与井壁有摩擦力，与钻井液有相互作用力，
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伴随着能量的耗散，为此，在井筒内旋转的钻柱是一个
能量耗散结构。

这个能量耗散结构首先要满足运动平衡方程；其
次，若存在多解，则真实状态应该满足最小势能原理；
最后，若还存在多解，则真实状态应该满足最小耗散功
率原理。

若满足式（８）的解同时有犽个，分别为狉ｄ１，狉ｄ２，…，
狉ｄ犽，则真实的钻柱变形线狉ｄ满足：

犞（狉ｄ）＝ｍｉｎ［犞（狉ｄ１），犞（狉ｄ２），…，犞ｓ（狉ｄ犽）］（９）

５　最小耗散功率原理不包含最小势能
原理

　　文献［１５］以“最小功耗原理”为理论基础，导出了
线弹性动力学中的最小势能原理和最小余能原理；但
其含义与静力学中的最小势能原理和最小余能原理并
不完全相同；其主要区别在于：动力学中的原理适用于
不稳定过程之任一瞬时，其“最小”是指“当时（即该瞬
时）所有可能值的最小”；而静力学中的最小势能原理
则只适用于稳定平衡状态，其“最小”是指系统从不稳
定达到最终稳定平衡的整个过程中所有“真实值中的
最小”；即前者是“当时的最小”，后者则是“全过程中的
最小”。从“最小功耗原理”可以导出线弹性动力学中
的最小势能原理和最小余能原理，动力学中的原理适
用于不稳定过程之任一瞬时，而静力学中的最小势能
原理则只适用于稳定平衡状态；因此，“最小功耗率原
理”应该包含最小势能原理。

以图４所示旋转的受压钻柱为例。井筒内盛满水
（蓝色），钻柱下端铰支在井底中心，上端导向并居中，
承受压力犉的作用，同时绕井筒中心旋转。当犉大于
临界载荷时，钻柱可能处于未屈曲状态［图４（ａ）］，也
可能处于已螺旋屈曲状态［图４（ｂ）］。在螺旋屈曲状
态中，钻柱可能绕井筒中心公转。
　　根据最小势能原理，未屈曲时不稳定，已螺旋屈曲
稳定，因此应该处于后者的状态。而根据“最小功耗率
原理”（或“一个具有新内涵的最小耗能原理”或最小耗
散功率原理），由于图４（ａ）状态的功耗率（或耗散功
率）小于图４（ｂ）状态的功耗率（或耗散功率），因此钻
柱应该取图４（ａ）状态。显然，最小势能原理判定正
确，而“最小功耗率原理”（或“一个具有新内涵的最小
耗能原理”或最小耗散功率原理）判定错误。另外，如
果转速等于零，则２种状态的功耗率（或耗散功率）都
是零。利用“最小功耗率原理”（或“一个具有新内涵的
最小耗能原理”或最小耗散功率原理）将无法判定。而
利用最小势能原理，则可以判定。

为此，“最小功耗率原理”（或“一个具有新内涵的

最小耗能原理”或最小耗散功率原理）没有包含最小势
能原理，不能用“最小功耗率原理”（或“一个具有新内
涵的最小耗能原理”或最小耗散功率原理）取代最小势
能原理。文献［１５］以“最小功耗原理”为理论基础，导
出的线弹性动力学中的最小势能原理和最小余能原
理，值得商榷。

图４　旋转钻柱的未屈曲和已螺旋屈曲状态
犉犻犵．４　犝狀犫狌犮犽犾犻狀犵犪狀犱犺犲犾犻犮犪犾犫狌犮犽犾犻狀犵犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊狅犳

狉狅狋犪狋犻狀犵犱狉犻犾犾狊狋狉犻狀犵

６　钻柱涡动模拟实验
６１　实验方法及步骤

钻柱在井筒中旋转运动时，钻井液对钻柱的运动
状态有较大的影响，为了研究钻柱运动与钻井液之间的
相互作用，研制了钻柱涡动定性模拟实验台。试验台可
以模拟钻柱在井筒中的自转、公转、公转与自转结合。
钻井液可以选用清水、油、聚合物溶液等液体。对模拟
井筒中的圆杆施加轴向载荷，使其发生屈曲。通过电机
带动圆杆旋转研究受压旋转圆杆在不同液体中的运动
状态（图５）。由于条件限制，比文献［２０］的简单。
　　当转速从零逐渐增大时，杆柱的摆动幅度较大，当
转速达到或超过某一数值时，杆柱摆动的幅度突然缩
小，且旋转中心向井筒中心靠拢，如图６和图７所示。
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图５　钻柱涡动定性模拟实验台
犉犻犵．５　犙狌犪犾犻狋犪狋犻狏犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狆犾犪狋犳狅狉犿狅犳犱狉犻犾犾狊狋狉犻狀犵狑犺犻狉犾犻狀犵

图６　转速对杆柱弯曲状态的影响
犉犻犵．６　犜犺犲犲犳犳犲犮狋狅犳狉狅狋犪狋犻狀犵狊狆犲犲犱狅狀狉狅犱犫狌犮犽犾犻狀犵狊狋犪狋犲

　　为了研究涡动与能量消耗的影响，对不同转速下
驱动电机的电流进行了测量。为了消除设备系统的能
耗，测量了没有安装杆件时设备自身消耗电流随转速
变化规律。图８曲线１为设备自身消耗电流与转速关
系，消耗电流与转速基本呈直线关系。

观察发现，图７中的犃点的转速和犪点的转速与
图８中的曲线２中的犃点的转速一致，图７中的犅点
的转速和犫点的转速与图８中的曲线２中的犅点的转

速一致。图７中，从犃点开始，弯曲幅度迅速减小，到
犅点结束；从犪点开始，偏心距迅速减小，到犫点结束。
在图８曲线２中，从犃点开始，电机电流迅速减小，可
知犅点结束。犃点（或犪点）是涡动状态的转换点。
将犃点的转速定义为涡动状态转换临界转速。实验
观察到该转速是杆公转幅值最大的时刻，超过该转速，
杆公转幅值减小直至稳定自转。

图７　转速对杆柱弯曲幅度和偏心距的影响
犉犻犵．７　犜犺犲犲犳犳犲犮狋狅犳狉狅狋犪狋犻狀犵狊狆犲犲犱狅狀狉狅犱犫狌犮犽犾犻狀犵犪犿狆犾犻狋狌犱犲

犪狀犱犲犮犮犲狀狋狉犻犮犻狋狔

图８　消耗电流与转速关系
犉犻犵．８　犜犺犲狉犲犾犪狋犻狅狀狊犺犻狆犫犲狋狑犲犲狀犮狌狉狉犲狀狋犪狀犱狉狅狋犪狋犻狀犵狊狆犲犲犱

　　图８中曲线２为直径２０ｍｍ、长度为１５ｍ的有
机玻璃杆浸泡在水中，施加轴向载荷３２０Ｎ条件下的
消耗电流与转速变化规律；曲线３为直径２５ｍｍ、长
度为１５ｍ的有机玻璃杆浸泡在５ｍＰａ·ｓＣＭＣ溶液
中，施加轴向载荷２２０Ｎ条件下的消耗电流与转速变化
规律。曲线２实验条件下的杆柱屈曲挠度大于曲线３，
消耗的电流较高，变稳定时的电流降低幅值也大于曲
线３。在曲线２中，随着转速的增加，驱动电机电流增
加（犗犃段）；在犃点后，随着转速的增加，驱动电机电
流迅速下降（犃犅段）。在犅点后，随着转速的增加，驱
动电机电流继续增加。

从图８曲线３中可以看出，在同一个状态段，电机
电流随转速的变化曲线规律均呈上凹状。由于电机输
入功率等于杆柱扭矩与转速的乘积加上设备自身消耗
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功率，设备自身消耗电流与转速基本呈直线关系，由此
可知杆柱耗散功率随转速增大而增大，杆柱扭矩随转
速的增大也增大。

表１给出了在不同载荷下直径为２０ｍｍ、长度为
１５ｍ的有机玻璃杆涡动状态转换临界转速。轴向载
荷越大，涡动状态转换临界转速越小。
表１　液体黏度和轴向压缩负荷对涡动状态转换临界转速影响
犜犪犫犾犲１　犈犳犳犲犮狋狅犳犳犾狌犻犱狏犻狊犮狅狊犻狋狔犪狀犱犪狓犻狊犾狅犪犱狅狀狋犺犲狑犺犻狉犾犻狀犵

狊狋犪狋犲狋狉犪狀狊犻狋犻狅狀犮狉犻狋犻犮犪犾狊狆犲犲犱

溶液
转换临界转速／（ｒ·ｍｉｎ－１）

载荷
２２０Ｎ

载荷
２８０Ｎ

载荷
３２０Ｎ

载荷
３８０Ｎ

载荷
４４０Ｎ

１ｍＰａ·ｓ水 １１３０１０９０１０７３１０３０ ９７０
５ｍＰａ·ｓＣＭＣ溶液１０６０１０３１１００９１０００ ９６１
１３ｍＰａ·ｓＣＭＣ溶液９６０ ９５０ ９３０ ９２０ ８９０

　　表１还给出了在不同液体黏度下的涡动状态转
换临界转速。液体黏度越大，涡动状态转换临界转
速越小。
６２　实验结果及分析

（１）随着转速的增加，杆柱的摆动幅度逐渐减小
并居中；当转速达到某一临界值时及以后，摆动幅度迅
速减小并迅速居中。在涡动状态转换临界转速值点，
驱动电机的电流达到局部极值。

（２）在同一个状态段，电机电流随转速的变化曲
线均是上凹的。

（３）液体的黏度越大，液体阻力越大，耗散功率越
大，涡动状态转换临界转速越小。

（４）轴向载荷越大，杆柱屈曲挠度越大，耗散功率
越大，涡动状态转换临界转速越小。

（５）当环形空间充满液体时，不存在杆柱撞击有
机玻璃筒（井壁）的现象。

本实验是在简单条件下进行的，存在一定缺陷：①
实验装置过于简单；②对杆柱的材料性能和杆柱材料
的均匀性了解不足；③只能目视观察旋转钻柱的涡动
状态；④由于转速较高，测量的电机电流与转速的变化
不是瞬时值，而是周期平均值。

７　结　论
（１）物体（含钻柱）的运动和变形状态必须依次满

足力学平衡原理、最小势能原理和最小耗散功率原理。
（２）最小耗散功率原理不包含最小势能原理，不

可以用最小耗散功率原理取代最小势能原理。
（３）杆柱的转速越高，其挠度越小，越靠近有机玻

璃筒（井筒）中心。
（４）存在涡动状态转换临界转速；当转速低于此

临界转速时，随着转速的增加，耗散功率增加；当转速
高于此临界转速时，随着转速的增加，耗散功率先迅速
降低并且杆柱的挠度突然减小，然后再增加。

（５）液体的黏度越大，涡动状态转换临界转速越
小；轴向载荷越大，涡动状态转换临界转速越小。

符号注释：犃—钻柱截面积，ｍ２；犪—加速度，ｍ／ｓ２；
犈—弹性模量，Ｐａ；犈犐—抗弯刚度，Ｎ·ｍ２；犲ｔ，犲ｎ，犲ｂ—分
别为钻柱变形线的切线方向、主法线方向和副法线方
向的单位向量；犉—合力，Ｎ；犉ｔ—轴向拉力，Ｎ；犙—抗扭
刚度，Ｎ·ｍ２；犎—单位长度钻柱对井眼中心的动量矩，
ｋｇ·ｍ２／（ｓ·ｍ）；犺—单位长度钻柱上的外力，Ｎ／ｍ；犐—
截面惯性矩，ｍ４；犐ｏ—单位长度钻柱绕自身轴线的转动
惯量，ｋｇ·ｍ２／ｍ；犽ｂ—曲率，ｒａｄ／ｍ；犽ｎ—挠率，ｒａｄ／ｍ；犾—
钻柱变形前的弧长，ｍ；犕—钻柱内力矩，Ｎ·ｍ；犕ｔ—钻
柱扭矩，Ｎ·ｍ；犿—质量，ｋｇ；犿—单位长度钻柱上的外
力对钻柱中心的矩，Ｎ·ｍ／ｍ；犚ｉ—钻柱内半径，ｍ；
犚ｏ—钻柱外半径，ｍ；狉—钻柱变形线任一点矢径，ｍ；
狉ｏ—井眼中心矢径，ｍ；狊—钻柱发生位移和变形后的曲
线坐标，ｍ；犜—温度增量，℃；狋—时间，ｓ；犝ｄ—动力学
中的钻柱总势能函数，Ｊ；犝ｓ—静力学中的钻柱总势能
函数，Ｊ；犞—耗散功率，Ｗ；γ—钻柱扭转角，ｒａｄ；ε—线
膨胀系数，１／℃；ω—钻柱自转角速度矢量，ｒａｄ／ｓ；Ω—
钻柱绕井眼中心公转角速度矢量，ｒａｄ／ｓ；ρ—钻柱材料
密度，ｋｇ／ｍ３。
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