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5.1 树与图的生成树 

5.1.1树的概念与性质 

 定义5.1 无回路的无向连通图称为无向树，简称为
树，记作T。  

在树中，度为1的结点称为叶结点；度大于
1的结点称为内结点或分支结点。 

若图的每个连通分图是树，则称该图为森
林。平凡图称为平凡树。 



5.1 树与图的生成树 

 下图中，（a）、（b）、（c）连通且无回路，因而是
树，并且，（b）和（c）同构；（d）不连通，（e）有
回路，因而它们都不是树。在树（a）中，v3、v4是叶
结点，v1、v2、v5是分支结点；图（d）是由两棵树构
成的森林。  
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5.1 树与图的生成树 

 定理5.1 设图T =（V，E）是树，则|E| = |V| – 1。 

 

 定理5.2 图G =（V，E）是树的充分必要条件是图
G的每对结点间有且仅有一条路径。  

推论 去掉树中任何一条边，树就成了森林；

在树中添加任何一条边，就会产生一条回
路。 

 

 定理5.3 任何一棵非平凡树中至少有两个叶结点。 



5.1 树与图的生成树 

5.1.2图的生成树 

1.生成树 

 定义5.2 若无向图G =（V，E）的生成子图T是树，
则称T为G的生成树。  

下图中，T1、T2都是图G的生成树。  
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5.1 树与图的生成树 

 定理5.4 无向简单图G =（V，E）存在生成树的充
分必要条件是G是连通的。 

推论设G = (V，E)是连通的（n，m）图，
则m≥n–1。 

 

 求连通图生成树的一种方法——破圈法：每次从
连通图G的回路中删去一条边，直至得到生成树
为止，对于（n，m）图，共需删去m – n + 1条边。  

 求连通图生成树的另一个方法——避圈法，即，

每次选择图中一条不会与已选择的边构成回路的
边，直至得到生成树为止。对于（n，m）图，共
需选择n – 1条边。  



5.1 树与图的生成树 

 对下面的图(a)，由于共有6个结点10条边，采用破
圈法得到该图的生成树需要删去5条边，构造生成
树的过程如图（b）~（f）所示。 
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5.1 树与图的生成树 

 对下面的图(a) ，采用避圈法得到该图的生成树需
要选择5条边，构造生成树的过程如图（b）~（f）
所示。 
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5.1 树与图的生成树 

2.最小生成树 

 定义5.3 设G =（V，E，W）是加权连通图，T是G

的一棵生成树，T的各边的权之和称为T的权，记
作  w（T），即，w（T）=          。G的所有生
成树中权最小的生成树称为最小生成树。  

 

 最小生成树的性质：设G =（V，E，W）是一个
连通图，T =（V’，E’，W’）是正在构造的最小生
成树，若边（u，v）是G中所有一端在V’中、另
一端在V – V’中权值最小的一条边，则存在一棵
包含边（u，v）的最小生成树。  
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5.1 树与图的生成树 

 普里姆算法：通过一系列扩展子树的过程构造最
小生成树。最初的子树只包含图G=（V，E，W）

中某一结点，扩展时不断选择连接树中结点与非
树中结点的权值最小的边，将该边及结点加入树
中，直至得到最小生成树T=（V’，E’，W’）。  

 

 克鲁斯卡尔算法：通过一系列扩展子图的过程构
造最小生成树。最初的子图是由图G =（V，E，
W）中所有结点构成的零图，扩展时选择图中权

最小且添加到子图中不会产生回路的一条边，将
该边加入子图中，直至得到最小生成树T=（V’，
E’，W’）。克鲁斯卡尔算法实际上是一种避圈法。  



5.1 树与图的生成树 

 对下面的图(a)，采用普里姆算法以v1为最初子树
的结点，构造最小生成树的过程如下图（b）~（f）
中粗实线所示，w（T）= 13。 
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5.1 树与图的生成树 

 对下面的图(a)，采用克鲁斯卡尔算法构造最小生
成树的过程如下图（b）~（f）中粗实线所示，w

（T）= 13。 11
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5.2 根树 

5.2.1根树的基本概念 

 定义5.4 如果有向图在不考虑边的方向时是树，则
称其为有向树。  

 对于下面的图，G1和G2在不考虑边的方向时，是一

模一样的有回路的连通图，因此，它们都不是有向树。
G3不连通，因此也不是有向树。G4在不考虑边的方
向时，是没有回路的连通图，因此是有向树。 
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5.2 根树 

 定义5.5 有向树T如果满足以下条件： 

 （1）只有一个结点的入度为0， 

 （2）其它结点的入度都等于1。 

 则称T为根树，其中，入度为0的结点称为根结点，
出度为0的结点称为叶结点，非叶的结点称为内结
点或分支结点。  

上页中的图G4，结点v1是入度为0，其它结
点入度都为1，因此它是一棵根树，其中，
v1是根结点，v3、v4是叶结点，v2是分支
结点。  



5.2 根树 

 定义5.6 在根树中，由根到某结点v的路径的长度
称为结点v的层数（或级）。所有结点中最大的层
数称为根树的高。  

下图中的根树，v1的层数是0，v2、v3、v4

的层数是1，v5、v6、v7、v8、v9、v10的
层数是2，v11、v12的层数是3，该根树的
高是3。  
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5.2 根树 

 根树T =（V，E）有如下的概念： 

 （1）如果从结点u到v有一条弧，即，<u，v>∈E，
则称u为v的双亲，v是u的孩子。 

 （2）如果u、v同为w的孩子，则称u、v为兄弟。 

 （3）如果从结点u可达结点v，则称u是v的祖先，
v是u的子孙。 

 （4）由某个结点v及其所有子孙构成的导出子图T’

称为T的以v为根的子树。 



5.2 根树 

 对上图中的根树，v1是v2、v3、v4的双亲，v2、
v3、v4都是v1的孩子，它们互为兄弟；同理，v2

有v5、v6两个孩子，它们互为兄弟；v3有v7、v8、
v9三个孩子，它们互为兄弟；而v4只有v10一个孩
子，等等。 

 从根结点v1可达所有结点，因此，根结点v1是所
有结点的祖先，而所有结点都是根结点v1的子孙；

并且，每个结点都可达自身，因此，都是自身的
祖先和子孙；v3是v3、v7、v8、v9、v11、v12的
祖先，而它们是v3的子孙。 

 以v2、v3、v4为根结点，可以得到树T的三棵子树。  



5.2 根树 

 定义5.7 在根树中若给定了同一层结点的顺序，则
称这样的根树为有序树。 

 下面两图表示的是同一棵根树，但是两棵不同
的有序树。  
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5.2 根树 

5.2.2二叉树 

1.m叉树及其性质 

 定义5.8 在根树T中，如果每个结点的出度至多为
m，则称T为m叉树；如果每个结点的出度或者为0

或者为m，则称T为完全m叉树；如果完全m叉树
的所有叶结点都在同一层，则称为满m叉树。  

 定理5.5 设T是一棵完全m叉树，并有n0个叶结点，
t个分支结点，则（m – 1）t = n0 – 1。  



5.2 根树 

2.二叉树及其性质  

 在二叉树中，每个结点至多有两个孩子，分别称
为左孩子和右孩子，以左孩子和右孩子分别作为
根结点的两棵子树通常称为该结点的左子树和右
子树。  

 

 定理5.6 设T是一棵二叉树，n0表示叶结点数，n2

表示出度为2的结点数，则 n2 = n0 – 1。  



5.2 根树 
3.二叉树的同构*  

 树是一种特殊的图，因此，树的同构的定义基于图的同
构的定义。而根树的同构，除了要满足树同构的条件外，
还要保证根结点的对应关系。而二叉树的同构，除了要
满足根树同构的条件外，还要保证左右孩子的对应关系。  

 下图中的五棵树作为一般的树而言，它们是同构的；但
是作为根树，仅有T1和T2、T3和T4同构，它们均不与
T5同构；如果作为二叉树，它们彼此不同构。事实上，
由3个结点可以构成的不同构的二叉树只有这五种形式。  
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5.2 根树 

5.2.3二叉树的遍历 

 二叉树的先根遍历算法如下： 

 （1）访问根结点； 

 （2）对根结点的左子树进行先根遍历； 

 （3）对根结点的右子树进行先根遍历。 



5.2 根树 

 二叉树的中根遍历算法如下： 

 （1）对根结点的左子树进行中根遍历； 

 （2）访问根结点； 

 （3）对根结点的右子树进行中根遍历。 



5.2 根树 

 二叉树的后根遍历算法如下： 

 （1）对根结点的左子树进行后根遍历； 

 （2）对根结点的右子树进行后根遍历； 

 （3）访问根结点。  



5.2 根树 

 对下图中的二叉树，先根遍历访问各结点的顺序
依次为：v1 v2 v4 v8 v5 v3 v6 v9 v10 v7；中根遍
历访问各结点的顺序依次为：v4 v8 v2 v5 v1 v9 v6 

v10 v3 v7；后根遍历访问各结点的顺序依次为：
v8 v4 v5 v2 v9 v10 v6 v7 v3 v1。  
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5.3 树的应用* 
5.3.1决策树 

 如果树中每个分支结点会问一个问题，每条边代
表对问题的不同回答，从根结点开始，每回答一
个问题沿相应的边向下移动，最后到达某个叶结
点，即获得一个结果，这样的一棵树称为决策树。   

<=><=><=>

<=>

C1、C2、C3放在天平左侧，

C4、C5、C6放在天平右侧

C1放在天平左侧，

C2放在天平右侧

C7放在天平左侧，

C8放在天平右侧

C4放在天平左侧，

C5放在天平右侧

C3C1 C2 C9C7 C8 C6C4 C5



5.3 树的应用* 
5.3.2二叉搜索树 

 定义5.9 二叉搜索树或者是空树；或者是具有下列性质的二叉
树： 

 （1）如果它的左子树不空，则左子树上各结点的值均小于它
的根结点的值； 

 （2）如果它的右子树不空，则右子树上各结点的值均大于它
的根结点的值； 

 （3）它的左、右子树也分别是二叉搜索树。  

 由数据10，15，6，8，3，13， 5，19，11构成的二叉搜索

树如下。  
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5.3 树的应用* 
5.3.3最优二叉树与哈夫曼编码 

1.最优二叉树 

 定义5.10 对于二叉树的每个叶结点v都对应一个权w（v），则
该二叉树称为加权二叉树。 

 定义5.11 在n个叶结点的加权二叉树T中，如果叶结点vi的层数
为 L（vi），则                  称为加权二叉树T的权，记作w（T）。  

 对于下图中的各加权二叉树 

 （a）w（T）= 2×2 + 3×2 + 5×2 + 7×2 = 34；  

 （b）w（T）= 7×3 + 5×3 + 3×2 + 2×1 = 44；  

 （c）w（T）= 2×2 + 3×3 + 5×3 + 7×1 = 35；  

 （d）w（T）= 2×3 + 3×3 + 5×2 + 7×1 = 33。  
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5.3 树的应用* 

 定义5.12 在所有叶结点权相同的加权二叉树中，权最小
的二叉树称为最优二叉树。  

 若已知n个权值分别为w1、w2、…、wn的结点，以这n

个结点为叶结点构造最优二叉树的哈夫曼算法如下： 

 （1）把这n个叶结点看做n棵仅有根结点的加权二叉树
组成的森林。 

 （2）在森林中选择权值最小的两棵加权二叉树，以它

们作为左右子树构造一棵新的加权二叉树，新树根结点
的权值为左右子树根结点权值之和，从森林中删除选择
出的这两棵子树，同时把新加权二叉树加入森林。 

 （3）重复第（2）步直至森林中只有一棵加权二叉树为
止。  



5.3 树的应用* 

 对于权值分别为2，3，5，7的四个结点构造最优二叉树
具体过程如下图（a）~（d）所示。 
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5.3 树的应用* 
2.哈夫曼编码 

 定义5.13 设a1a2…an是长度为n的字符串，称其子串a1，
a1a2，…，a1a2…an-1是a1a2…an的长度分别为1，2，…，
n – 1的前缀。 

 定义5.14 设A={b1，b2，…，bn}是一个字符串的集合，
若对于任意的bi，bj∈A，bi ≠ bj，bi和bj不互为前缀，则
称A为一个前缀码。  

 最优二叉树可用于构造使传送字符串的编码长度最短的
前缀码，具体方法如下： 

 设需要编码的字符集为{c1，c2，…，cn}，各个字
符相应的使用频率为w1，w2，…，wn，以c1，
c2，…，cn为叶结点，以w1，w2，…，wn为叶结点
的权构造最优二叉树，规定在最优二叉树中每
个结点到其左孩子的边上标0，到其右孩子的边
上标1，则从根结点到每个叶结点所经过的边上
相应的0和1组成的序列就是该结点对应字符的
编码。这样的编码我们称为哈夫曼编码。  



5.3 树的应用* 
 假设通讯中，A、E、I、O、U出现的频率分别为30%、

25%、20%、15%、 10%。求传输它们的哈夫曼编码。
用哈夫曼编码传输1000个按上述频率出现的字符需要多
少个二进制位？ 

 带权30，25，20，15，10的最优二叉树如下图所示，
为各边标上0、1。 

 得A、E、I、O、U的哈夫曼编码分别为11、10、01、
001、000。 

 因此，传输1000个这样的字符所用的二进制位为 

1000×（30%×2+25%×2+20%×2+15%×3+10%×3）
= 2250  
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