第5章  整数规划
教学内容：整数规划的模型、分支定界法、切平面法，0-1整数规划，指派问题

教学重点：分支定界法、切平面法

第1节 整数规划的数学模型及解的特点

一、 整数规划数学模型的一般形式

要求一部分或全部决策变量必须取整数值的规划问题称为整数规划（integer programming,IP）。不考虑整数条件，由余下的目标函数和约束条件构成的规划问题称为该整数规划问题的松弛问题（slack problem）。若松弛问题是一个线性规划，则称该整数规划为整数线性规划（integer  linear  programming）。整数线性规划数学模型的一般形式为
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整数线性规划问题可以分为下列几种类型：

1. 纯整数线性规划（pure  integer  linear  programming）：指全部决策变量都必须取整数值的整数线性规划。有时，也称为全整数规划。

2. 混合整数线性规划（mixed  integer  linear  programming）：指决策变量中有一部分必须取整数值，另一部分可以不取整数值的整数线性规划。

3. 0—1型整数线性规划（zero-one  integer  linear  programming）：指决策变量只能取值0或1的整数线性规划。

本章仅讨论整数线性规划。后面提到的整数规划，一般都是指整数线性规划。

二、整数规划的例子

在各类整数规划中，有的除变量取值要求为整数外，在建模上基本同线性规划（见例1），但还有被称为0-1型的整数规划（见例2、例3），它能用以建立一般线性规划无法表达的问题的模型，在管理中得到广泛应用（详见本章第四节）。

例 1  某服务部门各时段（每2h为一时段）需要的服务人员见表5—1 。按规定，服务员连续工作8h为一班。现要求安排服务员的工作时间，使服务部门服务员总数最少。

表 5—1

	时段
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	服务员最少数目
	10
	8
	9
	11
	13
	8
	5
	3


解  设在第j时段开始上班的服务员人数为
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。由于第j时段开始时上班的服务员将在第（j+3）时段结束时下班，故决策变量只需考虑
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问题的数学模型为
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这是一个纯整数规划问题。

例2  现有资金总额为B 。可供选择的投资项目有n个，项目j所需投资额和预期收益分别为
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和

。此外，由于种种原因，有三个附加条件：第一，若选择项目1，就必须同时选择项目2 。反之，则不一定；第二，项目3和项目4至少选择一个；第三，项目5、项目6、项目7中恰好选择两个。应当怎样选择投资项目，才能使总预期收益最大？
解   每一个投资项目都有被选择和不被选择两种可能，为此令
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这样，问题可表示为  
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这是一个0—1规划问题。其中，中间三个约束条件分别对应三个附加条件。
例  3   工厂
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和
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生产某种物资。由于该种物资供不应求，故需再建一家工厂。相应的建厂方案有
[image: image12.wmf]3

A

和
[image: image13.wmf]4

A

两个。这种物资的需求地有
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四个。各工厂年生产能力、各地年需求量、各厂至各需求地的单位物资运费
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见表5—2 。

工厂
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A

和
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A

开工后，每年的生产费用估计分别为1200万元或1500万元。现要决定应该建设工厂
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A

还是
[image: image19.wmf]4

A

，才能使今后每年的总费用（即全部物资运费和新工厂生产费用之和）最少。

  表5—2
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	生产能力

（kt/年）

	
[image: image24.wmf]1

A


	2
	9
	3
	4
	400
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	8
	3
	5
	7
	600
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	7
	6
	1
	2
	200
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	4
	5
	2
	5
	200

	需求量（kt/年）
	350
	400
	300
	150
	


解   这是一个物资运输问题，其特点是事先不能确定应该建
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和
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A

中的哪一个，因而不知道新厂投产后的实际生产费用。为此，引入0—1变量

                 
[image: image30.wmf]î

í

ì

=

0

1

y

     
[image: image31.wmf]4

3

A

A

若建工厂

若建工厂


再设
[image: image32.wmf]ij

x

为由
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运往
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的物资数量（I,j=1,2,3,4）,单位千吨；z表示总费用，单位是万元。

问题的数学模型为
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上述数学模型中，目标函数由两部分组成，和式部分为由各工厂运往各需求地的物资总运费，加号后的中括号部分为建工厂
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或
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后相应的生产费用。约束条件（5.2a）~（5.2h）为供需平衡条件。约束条件（5.2g）和约束条件（5.2h）中含0—1变量y。若y=1，表示必须建厂
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。此时，约束条件（5.2g）就是对工厂
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的运出量约束。再由约束条件（5.2h），必有
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；反之，若y=0，表示建工厂
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显然，这是一个混合整数规划问题。

3、 解的特点

整数线性规划及其松弛问题，从解的特点上来说，二者之间既有密切的联系，又有本质的区别。

松弛问题作为一个线性规划问题，其可行解的集合是一个凸集，任意两个可行解的凸组合仍为可行解。整数规划问题的可行解集合是它的松弛问题可行解集合的一个子集，任意两个可行解的凸组合不一定满足整数约束条件，因而不一定为可行解。由于整数规划问题的可行解一定也是它的松弛问题的可行解（反之则不一定），所以。前者最优解的目标函数值不会优于后者最优解的目标函数值。

在一般情况下，松弛问题的最优解不会刚好满足变量的整数约束条件，因而不是整数规划的可行解，自然就不是整数规划的最优解。此时，若对松弛问题的这个最优解中不符合整数要求的分量简单地取整，所得到的解不一定是整数规划问题的最优解，甚至也不一定是整数规划问题的可行解。
例  4   考虑下面的整数规划问题：
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图5—1中四边形OBPC及其内部为松弛问题的可行域，其中那些整数格点为整数规划问题的可行解。根据目标函数等值线的优化方向，从直观可知，P点
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是其松弛问题的最优解，其目标函数值z=94/7 。在P点附近对
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简单取整，可得四点：
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为非可行解；
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虽为整数可行解，但不是最优解。本例整数规划的最优解为
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由于整数规划及其松弛问题之间的上述特殊关系，像例5中先求松弛问题最优解，再用简单取整的方法虽然直观简单，却并不是求解整数规划的有效方法。

第2节   解纯整数规划的割平面法

考虑纯整数规划问题
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设其中
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皆为整数（若不为整数时，可乘上一个倍数化整数）。

纯整数规划的松弛问题由式（5.3a）、式（5.3b）和式（5.3c）构成，是一个线性规划问题，可以用单纯形法求解。在松弛问题的最有单纯形表中，记Q为m个基变量的下标集合，K为n-m个非基变量的下标集合，则m个约束方程可表示为
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而对应的最优解
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若各
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皆为整数，则
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满足式（5.3d），因而就是纯整数规划的最优解；若
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不满足式（5.3d），因而就不是纯整数规划的可行解，自然也不是原整数规划的最优解。
用割平面法解整数规划时，若松弛问题的最优解
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为此，若
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其中，
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把式（5.7）和（5.8）代入式（5.6），移项后得
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式(5.9)中，左边是一个整数，右边是一个小于1的数，因此有
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 EMBED Equation.3  [image: image83.wmf]即
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现在，来考察现行约束条件（5.10）的性质：

一方面，由于式（5.10）中
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，所以，如将
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作为非基变量皆为0，因而有这和式（5.8）矛盾。由此可见，
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不满足式（5.10）。

另一方面，满足式（5.3b）、式（5.3c）、和式（5.3d）的任何一个整数可行解X一定也满足式（5.4）。式（5.6）是式（5.4）中的一个表达式，当然也满足。因而X必定满足式（5.9）和式（5.10）。由此可知，任何整数可行解一定能满足式（5.10）。

综上所述，现行约束条件（5.10）具备上述两个基本性质。将式（5.3b）、式（5.3c）合并，构成一个新的线性规划。记R为原松弛问题可行域，
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为新的线性规划可行域。从几何意义上看，式（5.10）实际上对R做了一次“切割”，在留下的
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中，保留了整数规划的所有整数可行解，但不符合整数要求的
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被“切割”掉了。随着“切割”过程的不断继续，整数规划最优解最终有机会成为某个线性规划可行域的顶点，作为该线性规划的最优解而被解得。
割平面法在1958年由高莫瑞首先提出，故又称Gomory割平面法。在割平面法中，每次增加的用于“切割”的线性约束称为割平面约束或Gomory约束。构造割平面约束的方法很多，但式（5.10）是最常见的一种，它可以从相应线性规划的最终单纯形表直接产生。
在实际解题中，经验表明若从最优单纯形表中选择具有最大小（分）数部分的非整分量所在行构造割平面约束，往往可以提高“切割”效果，减少“切割”次数。

例 5  用割平面法求解纯整数规划
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解   引入松弛变量
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,将问题化为标准形式，用单纯形法解其松弛问题，得最优单纯形表，见表5—3。
表5—3
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引入松弛变量
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将式（5.11b）并入表5-3，然后用对偶单纯形法求解，得表5-4 。

       表 5—4
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类似的，从表5—4中最后一个单纯形表的第四行产生割平面约束
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引入松弛变量
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将式（5.11d）并入表5—4中最后一个单纯形表，然后用对偶单纯形法解之，得表5—5。
表 5—5

	
[image: image134.wmf]j

c


	3
	-1
	0
	0
	0
	0
	0

	
[image: image135.wmf]B

C


	
[image: image136.wmf]B

x


	b
	
[image: image137.wmf]1

x


	
[image: image138.wmf]2

x


	
[image: image139.wmf]3

x


	
[image: image140.wmf]4

x


	
[image: image141.wmf]5

x


	
[image: image142.wmf]6

x


	
[image: image143.wmf]7

x



	3

-1

0

0

0
	
[image: image144.wmf]1

x



[image: image145.wmf]2

x



[image: image146.wmf]3

x



[image: image147.wmf]5

x



[image: image148.wmf]4

x


	1

2

4

1

3
	1

0

0

0

0
	0

1

0

0

0
	0

0

1

0

0
	0

0

0

0

1
	0

0

0

1

0
	1

-1

-5

-1

1
	0

-1

-2

1

4

	
[image: image149.wmf]j

j

z

c

-


	-1
	0
	0
	0
	0
	-3/7
	0
	-1


表5—5给出的最优解
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已满足整数要求，因而，原整数规划问题的最优解为
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如果，在先后构造的割平面约束（5.11a）和（5.11c）中，将各变量用原整数规划的决策变量
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来表示，则式（5.11a）和式（5.11c）成为
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。在这种形式下，“切割”的几何意义是显而易见的，见图5—2 。

在用割平面法解整数规划时，常会遇到 [image: image156.png]


收敛很慢的情形。因此，在实际使用时，有                                               时往往和下一节中讲述的分支定界法配合使
用。

                           第三节     分支定界法

分支定界法（branch and bound method）是一种隐枚举法（implicit enumeration）或部分枚举法，他不是一种有效算法，是枚举法基础上的改进。分支定界法的关键是分支和定界。

若整数规划的松弛问题的最优解不符合整数要求，假设
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。分别将其并入上述松弛问题中，从而形成两个分支，即两个后继问题。两个后继问题的可行域中包含原整数规划问题的所有可行解。而在松弛问题可行域中，满足
[image: image163.wmf]1

]

[

]

[

+

-

-

i

i

i

b

x

b

p

p

的一部分区域在以后的求解过程中被遗弃了，然而它不包含整数规划的任何可行解。根据需要，各后继问题可以类似的产生自己的分支，即自己的后继问题。如此不断继续，直到获得整数规划的最优解。这就是所谓的“分支”。

所谓“定界”，是在分支过程中，若某个后继问题恰巧获得整数规划问题的一个可行解，那么，它的目标函数值就是一个“界限”，可作为衡量处理其他分支的一个依据。因为整数规划问题的可行解集是它的松弛问题可行解集的一个子集，前者最优解的目标函数值不会优于后者最优解的目标函数值。所以，对于那些相应松弛问题最优解的目标函数值比上述“界限”值差的后继问题，就可以剔除不再考虑了。当然，如果在以后的分支过程中出现了更好的“界限”，则以他来取代原来的界限，这样可以提高定界的效果。

“分支”为整数规划最优解的出现创造了条件，而“定界”则可以提高搜索的效率。经验表明，在可能的情况下，根据对实际问题的了解，事先选择一个合理的“界限”，可以提高分支定界法的搜索效率。

下面，通过例子来阐明分支定界法的基本思想和一般步骤。

例   6    求解 
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解   记整数规划问题为（IP），它的松弛问题为（LP）。图5—3中S为（LP）的可行域，墨点表示（IP）的可行解。用单纯形法解（LP），最优解为
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将式（5.12a）和式（5.12b）分别并入例6的松弛问题（LP）中，形成两个分支，即后继问题（
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将式（5.12c）和（5.12d）分别并入（
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），形成两个新分支，即（
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对于原整数规划（IP）来说，至少还剩两个分支：后继问题（
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类似的，形成（
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）的两个后继问题（
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现在，尚未检查的后继问题只有（
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  综上所述，我们已经求得了整数规划（IP）的两个最优解。它们分别是
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分支定界法解整数规划的一般步骤如下：

步骤一：称整数规划问题为问题A，它的松弛问题为问题B，以
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表示问题A的目标函数的初始界。对最大化问题A，
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为下界；对最小化问题A，
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为上界。解问题B。转步骤2；

步骤二：如问题B无可行解，则问题A也无可行解；如问题B的最优解符合问题A的整数要求，则它就是问题A的最优解。对于这两种情况，求解过程到此结束。如问题B的最优解存在，但不符合问题A的整数要求，则转步骤3；

步骤三：对问题B，任选一个不符合整数要求的变量进行分支。设选择
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的最大整数。对问题B分别增加下面两个约束条件中的一个：
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从而形成两个后继问题。解这两个后继问题。转步骤4；

步骤四：考察所有的后继问题，如其中有某几个存在最优解，其最优解满足问题A的整数要求，则以它们中最优的目标函数值和界
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做比较。若比界
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更优，则以其取代原来的界
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，并称相应的后继问题
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 否则，原来的界
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不变。转步骤5；

步骤五：不属于C 的后继问题中，称存在最优解且其目标函数值比界
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更优的后继问题为待检查的后继问题。

若不存在待检查的后继问题，当问题C存在时，问题C的最优解就是问题A的最优解；当问题C不存在时，和界
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对应的可行解就是问题A的最优解。
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即为问题A的最优解的目标函数值，求解到此结束。
若存在待检查的后继问题，则选择其中目标函数值最优的一个后继问题，改称其为问题B。回到步骤3 。

从分支定界法的原理和步骤可知，它也适用于求解混合整数规划问题。如在上题中，假如原问题仅要求
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是整数，那么（
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）的解就是原问题的最优解。
分支定界法是求解整数规划的较好方法，在实际问题中有着广泛应用。

                 第四节    0—1型整数规划

一、0—1变量及其应用

如前所述，若变量只能取值0或1 ，则称其为0—1变量。

0—1变量作为逻辑变量，常被用来表示系统是否处于某个待定状态，或者决策时是否取某个待定方案。例如
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当问题含有多项要素，而每项要素皆有两种选择时，可用一组0—1变量来描述。一般地，设问题有有限项要素
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就描述了问题的待定状态或方案，即
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在应用中，有时会遇到变量可以取多个整数值的问题。这时，利用0—1变量是二进制变量的性质，可以用一组0—1变量来取代该变量。例如，变量x可取0与9之间的任意整数时，可令     
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其中，
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0—1变量不仅广泛应用于科学技术问题，在经济管理问题中也有十分重要的应用。

例  7    含有相互排斥的约束条件的问题

设工序B的每周工时约束条件为
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                     （5.13a）

现在假设工序B还有一种新的加工方式，相应的每周工时约束变成
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如果工序B只能从两种加工方式中选择一种，那么，式（5.13a）和（5.13b）就称为两个互相排斥的约束条件。为了统一在一个问题中，引入0—1变量
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于是，相互排斥的约束条件（5.13a）和约束条件（5.13b）可用下列三个约束条件统一起来：
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其中M是充分大的数。由于式（5.13e），
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中必定有一个是1，另一个是0 。若
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，即采用新的加工方式，此时式（5.13d）就是式（5.13b），而式（5.13c）自然成立，因而是多余的；反之，若
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，即采用原加工方式，此时式（5.13c）就是式（5.13a），而式（5.13d）自然成立，因而是多余的。
一般地，若需要从p个约束条件
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中恰好选择q个约束条件，则可以引入p个0—1变量
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那么，约束条件组
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就可以达到这个目的。因为上述约束条件组保证了在p个0—1变量中有p-q个为1，q个为0 。凡取0值的
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对应的约束条件即为原约束条件；而取1值的
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对应的约束条件将自然满足，因而是多余的。
     例  8  固定费用问题

有三种资源被用于上产三种产品，资源量、产品单件可变费用及售价、资源单耗量及组织三种产品生产的固定费用见表5—6 。要求制定一个生产计划，是总收益最大。

表  5—6

	
	Ⅰ
	Ⅱ
	Ⅲ
	资源量

	A
	2
	4
	8
	500

	B
	2
	3
	4
	300

	C
	1
	2
	3
	100

	单件可变费用
	4
	5
	6
	

	固定费用
	100
	150
	200
	

	单件售价
	8
	10
	12
	


解   总收益等于销售收入减去上产上述产品的固定费用之和。建模碰到的困难主要是事先不能确切知道某种产品是否生产，因而不能确定相应的固定费用是否发生。下面借助0—1变量解决这个困难。
设
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则问题的整数规划模型是
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其中
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的某个上界。例如，根据第3个约束条件，可取
[image: image295.wmf]34

50

100

3

2

1

=

=

=

M

M

M

，

，

。

如果生产第j种产品，则其产量
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。因此，相应的固定费用在目标函数中将被考虑。如果不产生第j种产品，则其产量
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例  9  工件排序问题

用4台机床加工3件产品。各产品的机床加工顺序，以及产品i在机床j上的加工工时
[image: image304.wmf]ij

a

见表5—7.

表  5—7
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由于某种原因，产品2的加工总时间不得超过d 。先要求确定各件产品在机床上的加工方案，使在最短的时间内加工完全部产品。
解   设
[image: image306.wmf]ij

x

表示产品i在机床j上开始加工的时间（i=1,2,3;j=1,2,3,4）。

下面将逐步列出问题的整数规划模型。

1.同一件产品在不同机床上的加工顺序约束

对于同一件产品，在下一台机床上加工的开始时间不得早于在上一台机床上加工的结束时间，故应有
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2.每一台机床对不同产品的加工顺序约束

一台机床在工作中，如已开始的加工还没有结束，则不能开始另一件产品的加工。

对于机床1 ，有两种加工顺序。或先加工产品1，后加工产品2；或反之。对于其它三台机床，情况也类似。为了容纳两种相互排斥的约束条件，对于每台机床，分别引入0-1变量：
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那么，每台机床上加工产品的顺序可用下列四组约束条件来保证：
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其中M是一个足够大的数。

各
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的意义是明显的。如当
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时，表示机床1先加工产品1，然后加工产品2；当
[image: image312.wmf]1

1

=

y

时，表示机床1先加工产品2，然后加工产品1 。
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的意义类似。
3.产品2的加工总时间约束

产品2的开始加工时间是
[image: image315.wmf]21
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，结束加工时间是
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4.目标函数的建立

设全部产品加工完毕的结束时间为W。

由于三件产品的加工结束时间分别为
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，故全部产品的实际加工时间为：
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因此，目标函数z的线性表达式为：
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综上所述，例9的整数规划模型为：
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二、0—1型整数规划的解法

0—1型整数规划是一种特殊的整数规划，若含有n个变量，则可以产生
[image: image324.wmf]n

2

 个可能的变量组合。当n较大是，采用完全枚举法解题几乎是不可能的。已有的求解0—1型整数规划的方法一般都属于隐枚举法。
在
[image: image325.wmf]n
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个可能的变量组合中，往往只有一部分是可行解。只要发现某个变量组合不满足其中一个约束条件时，就不必再去检查其他约束条件是否可行。对于可行解，其目标函数值也有优劣之分。若已发现一个可行解，则根据它的目标函数值可以产生一个过滤条件，对于目标函数值比它差的变量组合就不必再去检验它的可行性。在以后求解过程中，每当发现比原来更好的可行解，则以此替换原来的过滤条件。上述这些做法，都可以减少运算次数，使最优解能较快的被发现。

例  10  求解0—1整数规划
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解   求解过程可以列表表示（见表5—8）。

表5—8
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	Z值
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所以，最优解
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由于采用上述算法，实际只做了20次运算。

例  11  求解0—1整数规划
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解    采用例10那样的算法，解此例共需做36次运算。为了进一步减少运算量，常按目标函数中各变量系数的大小顺序重新排列各变量，以使最优解有可能较早出现。对于最大化问题，可按由小到大的顺序排列；对于最小化问题，则相反。
本例可写成下列形式：
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采取这样的形式用上法解此例，只需做30次运算。一般问题的规模越大，这样做的好处就越明显。

此例的最优解为
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第5节  指派问题

一、 指派问题的标准形式及其数学模型

在现实生活中，有各种性质的指派问题。例如，有若干项工作需要分配给若干工人来完成；有若干项合同需要选择若干个投资者来承包；有你若干班级需要分配在各教室上课等。诸如此类问题，他们的基本要求是在满足特定的指派要求条件下，使指派方案的总体效果最佳。由于指派问题的多样性，有必要定义指派问题的标准形式。

指派问题的标准形式是：有n个人和n件事，已知第i人做第j事的费用为
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，要求确定人和事之间的一一对应的指派方案，使完成这n件事的总费用最少。

一般称矩阵
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为指派问题的系数矩阵。在实际问题中，根据
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的具体意义，矩阵C可以有不同的含义，如费用、成本、时间等。系数矩阵C中，第i行中各元素表示第i人做各事的费用，第j列各元素表示第j事由各人做的费用。

为了建立标准指派问题的数学模型，引入
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个0—1变量：
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这样，问题的数学模型可写成
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模型中，约束条件（5.15b）表示每件事必有且只有一个人去做，约束条件（5.15c）表示每个人必须且只做一件事。

对于问题的每一个可行解，可用矩阵
[image: image345.wmf]n
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来表示。当然，作为可行解，矩阵每列元素中都有且只有一个1，以满足约束条件（5.15b）；每行各元素都有且只有一个1，以满足约束条件（5.15c）。指派问题有n!个可行解。

例  12   某商业公司计划开办5家新商店。为了尽早建成营业，商业公司决定由5家建筑公司分别承建。已知建筑公司
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的建造费用的报价（万元）为
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，见表5—9 。商业公司应当对5家建筑公司怎样分配建造任务，才能使总的建造费用最少？
这是一个标准的指派问题。若设0—1变量
              
[image: image349.wmf]î

í

ì

=

时

承建

当

时

承建

当

j

i

j

i

ij

B

A

B

A

x

0

1

    
[image: image350.wmf]）

（

5

,

,

2

,

1

,

L

=

j

i


则问题的数学模型为    
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表  5—9
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二、匈牙利解法
从上述数学模型可知，标准的指派问题是一类特殊的整数规划问题，又是特殊的0—1规划问题和特殊的运输问题，因此，它可以用多种相应的解法来求解。但是，这些解法都没有充分利用指派问题的特殊性质，有效的减少其计算量。1955年，库恩（W.W.Kuhn）利用匈牙利数学家康尼格的关于矩阵中独立零元素的定理，提出了指派问题的一种算法，习惯上称之为匈牙利解法。
匈牙利解法的关键是利用了指派问题最优解的以下性质：若从指派问题的系数矩阵
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的某行（或某列）各元素分别减去一个常数
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，得到一个新的矩阵
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。则以
[image: image365.wmf]'
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和为系数矩阵的两个指派问题有相同的最优解。这个性质是容易理解的。由于系数矩阵的这种变化并不影响数学模型的约束方程组，而只是使目标函数值减少了常数k 。所以，最优解并不改变。
对于标准的指派问题，匈牙利解法的一般步骤可以表述如下：

步骤1：变换系数矩阵。先对各行元素分别减去本行中的最小元素，再对各列元素分别减去本列中最小元素。这样，系数矩阵中每行及每列至少有一个零元素，同时不出现负元素。转步骤2.

步骤2：在变换后的系数矩阵中确定独立零元素。若独立零元素有n个，则已得出最优解；若独立零元素少于n个，则做能覆盖所有零元素的最少直线数目的直线集合，然后转步骤3 。
对于系数矩阵非负的指派问题来说，若能在系数矩阵中找出n个位于不同行和不同列的零元素，则对应的指派问题方案总费用为零，从而一定是最优的。在选择零元素时，当同一行（或列）上有多个零元素时，如选择其一，则其余的零元素就不能再被选择，而成为多余的。所以，关键并不在于有多少个零元素，而要看它们是否恰当的分布在不同行和不同列上，即独立零元素的数目。

为了确定独立零元素，可以在只有一个零元素的行（或列）中加圈（标记为◎），因为这表示此人只能做该事（或此事只能由该人来做）。每圈一个“0“，同时把位于同列（或同行）的其他零元素划去（标记为
[image: image366.wmf][image: image367.png]


），这表示此事已不能再由其他人来做。如此反复进行，直至系数矩阵中所有零元素都被圈去或划去为止。在此过程中，如遇到在所有的行或列中，零元素都不止一个时，可任选其中一个零元素加圈，同时划去同行和同列中其他零元素。当过程结束时，被画圈的零元素即是独立零元素。
如独立零元素有n个，则表示已可确定最优指派方案。此时，令解矩阵中的独立零元素对应位置上的元素为1，其他元素为0，即得最优解矩阵。但如独立零元素少于n个，则表示还不能确定最优指派方案。此时，需要确定能覆盖所有零元素的最少直线数目的直线集合。可按下面的方法来进行：

（1）对没有◎的行打“√”；

（2）在已打“√”的行中，对[image: image368.png]


所在的列打“√”；
（3）在已打“√”的列中，对◎所在的行打“√”；

（4）重复（2）和（3），直到再也不能找出可以打“√”的行或列为止；

（5）对没有打“√”的行画一横线，对打“√”的列画一垂线，这样就得到了覆盖所有零元素的最少直线数目的直线集合。

步骤3：继续变换系数矩阵。方法是在未被直线覆盖的元素中找出一个最小元素。对未被直线覆盖的元素所在行（或列）中势必会出现零元素，但同时却又使已被直线覆盖的元素中出现负元素。为了消除负元素，只要对它们所在列（或行）中各元素都加上这一最小元素即可。返回步骤2.

下面根据匈牙利解法的上述三个步骤来解例12.

已知例12指派问题的系数矩阵为：
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先对各行元素分别减去本行的最小元素，然后对各列也如此，即
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此时，
[image: image371.wmf]C
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中各行和各列都已出现零元素。

为了确定
[image: image372.wmf]C
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中的独立零元素，对
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加圈，即
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由于只有4个独立零元素，少于系数矩阵阶数n=5 ，故需要确定能覆盖所有零元素的最少直线数目的直线集合。

    为了使
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中未被直线所覆盖的元素中出现零元素，将第二行和第三行中各元素都减去未被直线覆盖的元素中的最小元素1 。但这样一来，第一列中出现了负元素。为了消除负元素再对第一列各元素分别加上1，即
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回到步骤2，对
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加圈：
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[image: image379.wmf]C
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中已有5个独立零元素，故可确定指派问题的最优指派方案。本例的最优解为：
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也就是说，最优指派方案是：让
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，让
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。这样安排能使总的建造费用最少，为7+9+6+6+6=34（万元）。

三、非标准形式的指派问题

在实际应用中，常会遇到各种非标准形式的指派问题。通常的处理方法是先将它们转化为标准形式，然后再用匈牙利解法解之。

1.最大化指派问题

设最大化指派问题系数矩阵
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，其中最大元素为m。令矩阵
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，则以B为系数矩阵的最小化指派问题和以C为系数矩阵的原最大化指派问题有相同最优解。

2.人数和事数不等的指派问题

若人少事多，则添上一些虚拟的“人”。这些虚拟的“人”做各事的费用系数可取0，理解为这些费用实际上不会发生。若人多事少，则添上一些虚拟的“事”。这些虚拟的“事”被各人做的费用系数同样也取0.

3.一个人可做几件事的指派问题

若某个人可做几件事，则可将该人化作相同的几个“人”来接受指派。这几个“人”做同一件事的费用系数当然都一样。

4.某事一定不能由某人做的指派问题

若某事一定不能由某人来做，则可将相应的费用系数取作足够大的数M。

例  13  对于例12的指派问题，为了保证工程质量，经研究决定，舍弃建筑公司
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和
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A

，而让技术力量较强的建筑公司
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和
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来承建。根据实际情况，可以允许每家建筑公司承建一家或两家商店。求使总费用最少的指派方案。

反映投标费用的系数矩阵为：
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由于每家建筑公司最多可承建两家新商店，因此，把每家建筑公司化作相同的两家建筑公司（
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）。这样，系数矩阵变为：

               
[image: image401.wmf]'

3

3

2

2

1

1

5

4

3

2

1

7

8

12

9

6

7

8

12

9

6

10

14

17

9

7

10

14

17

9

7

12

15

7

8

4

12

15

7

8

4

A

A

A

A

A

A

B

B

B

B

B

¢

¢

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é


上面的系数矩阵有6行5列，为了使“人”和“事”的数目相同，引入一件虚事
[image: image402.wmf]6
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，使之成为标准指派问题的系数矩阵：
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用匈牙利解法解以C为系数矩阵的最小化指派问题，得最优指派方案为由让
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。这样，总的建造费用最省，为4+7+9+8+7=35（万元）。
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