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§2–1   流体静压强及其特性

§2–2   流体静压强的分布规律

§2–3   压强的计算基准和量度单位

§2–4    液柱测压计

§2–5    作用于平面的液体压力

§2–6    作用于曲面的液体压力

§2–7    液体的平衡微分方程

§2–8     液体的相对平衡

第 二 章 流 体 静 力 学
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引言

流体静力学研究平衡流体的力学规律及其应用。

平衡{a.流体对地球无相对运动；

b.流体对运动容器无相对运动。
}

平衡流体内部没有相对运动，流体不呈现粘性，作用在
流体上的表面力只有法向的静压强。

本章主要任务：研究流体静压强在空间的分布规律；平衡

流体作用在固壁（平面或曲面）上的总压力等。并在此基础上
解决一些工程实际问题。
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一、流体静压力 A
PΔ

Δ

当面积ΔA无限缩小到一点时，静压强

p
0

lim
→ΔS

P
A

Δ
Δ

= 在流体力学中称上述压强为流体的
静压力，简称压力,单位Pa。

图2-1  分离体

= 

§2-1流体静压强及其特性
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二、流体静压力的特征

第二特征：静止液体中任意一点的压力值大小
均相等，与作用面的方位无关。

第一特征 静止液体的静压力垂直指向作用面。
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dA
dP

A
Pp

A
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

lim （2—1）
式中

——微元面积；

——作用在 表面上的总压力大小。

AΔ
AΔPΔ

微元表面上的流体静压力矢量表达式为

ApdPd
rr

−= （2—2）
负号说明流体静压力的方向是沿受压面的内法线方向。

特点：

大小与方向均与受压面有关。

p平衡流体中的压强称为流体静压强，记作
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流体静压强的特性：

a.  静止流体即不承受切应力，也不承受拉力。

一、静压强方向永远沿着作用面内法线方向。

b  静止流体中任何一点上各个方向的静压强大小相
等，与作 用面方位无关。
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py

px

pz

pn

作用在ACD面上

的流体静压强

作用在BCD面

上的静压强

作用在ABD和

上的静压

强
图 微元四面体受力分析



9

①表面力：（只有各面上的垂直压力即周围

液体的静水压力）
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②质量力：（只有重力、静止）

dxdydzZdxdydzYdxdydzX ρρρ
6
1,

6
1,

6
1

0,0,0 =∑=∑=∑ ZYX FFF

•以X方向为例：

0
6
1),cos( =+−=∑ dxdydzXXndApdApF nnXXX ρ
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在静止液体中，任一点静水压强的大小与

作用面的方位无关，只与观测点的位置有

关。静水压强是空间坐标的标量函数，即：

dydzdAXndA xn 2
1),cos( ==

0
3

=+− Xdxpp nx
ρ

nx pp =

nzyx pppp ===

),,( zyxpp =

dz
z
pdy

y
pdx

x
pdp

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
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§2-2流体静压强的分布规律

液面上的气体压强p0

高度为h的水柱产生的压强γ△h

一、流体静压强的基本公式

0p p ghρ= +hpp Δ+= γ12
或

p
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pz c
gρ

+ =

静水压强的基本方程也可写成如下形式:

静水压强基本方程的适用范围是:重力场中
连续、均质、不可压缩流体。
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g
p

z
g

p
z

ρρ
2

2
1

1 +=+

1⋅

⋅2
1z

2z

γ
2p

静压强基本方程的几何意义和物理意义

γ
1p

0 0
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流体静压强基本方程的物理意义和几何意义

1.物理意义

z 表示为单位重量流体对某一基准面的位置势能。

表示单位重量流体的压强势能。

g
p
ρ
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位置势能和压强势能之和称为单位重量流体的总势

能。静水压强基本方程表示在重力作用下静止流体

中各点的单位重量流体的总势能是相等的。这就是

静止液体中的能量守恒定律。
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2.几何意义

单位重量流体所具有的能量也可以用液

柱高度来表示，并称为水头。

Z  表示为单位重量流体的位置高度或位置水头。

表示为单位重量流体的压强水头。位置水头和

压强水头之和称为测压管水头。

在重力作用下静止流体中各点的测压管水头都相

等。 在实际工程中，常需计算有自由液面的静

止液体中任意一点的静压强。

γ
p
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p0=pa

[例题]已知：p0=98kN/m
2，

h=1m，

求：该点的静水压强

h

解：
0

2 3 2

2

98 / 1000 / 9.8 / 1 1000
107.8 /

p p gh

kN m kg m m s m
kN m

ρ= +

= + × × ÷

=

p pa

在容器壁面上同水深处的一点所受到的压强有多大？

该点所受到的有效作用力有多大？
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等压面

在流体中，压强相等的各点所组成的面称为等压面。

1.等压面方程

2. 等压面特性

① 等压面就是等势面。

② 作用在静止流体中任一点的质量力必然垂直于通过该点
的等压面。

③ 等压面不能相交

④ 绝对静止流体的等压面是水平面

⑤ 两种互不相混的静止流体的分界面必为等压面

结论：同一种静止相连通的流体的等压面必是水平面（只有重

力作用下）自由表面、不同流体的交界面都是等压面。
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• 静止流体中等压面为水平面

旋转流体中等压面为旋转抛物面。
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§2-3 压强的计量基准和量度单位
一、压强的计量基准

⎯→⎯压强
计算基准 绝对压强

相对压强定义：

以完全真空为基准计算的压强称为绝对压强，记作 。

以当地大气压强为基准计量的压强称为相对压强，

记作 。

其中 appp −′=
表压强；真空度

pppp aV ′−=−=

p

p′

Vp
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真空度

绝对压强

表压强

绝对压强

图 绝对压强、表压强和真空度之间的关系
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二、压强的量度单位

应力单位：Pa
大气压的倍数:1atm=101.325kPa、
1at=1kgf/cm2=98kPa=10m水柱

液柱高度
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[例题]封闭盛水容器中的玻璃管两端开口，如图所示，已知玻璃管
伸入水面以下h=1.5m时，既无空气通过玻璃管进入容器，又无水进
入玻璃管。试求此时容器内水面上的绝对压强 和相对压强 。0p′

0p

[解]    根据静水压强基本方程，有

aphp =+′ γ0
当地大气压强 在没有特别说明情况下，一般以1个

工程大气压强计。故
hpp a γ−=0

2N/m83385=

5.1981098100 ×−=

ap

hppp a γ−=−′= 00

2N/m14715
5.19810

−=

×−=

0p

ap

例题图



27图2—9U形管测压计

;ghP ρ=如图可测水中大于大气压的相对压强

1、测压管

0p

ap

ρ

A

h

图 测压管

§2-4 液柱测压计



28

2、 U 形管测压计

12 ghghppp ma ρρ −=−′=

由于U形管1、2两点在同
一等压面上， ，由此
可得A点的相对压强

21 pp =

当被测流体为气体时，由于气体的密度比较小，上式
最后一项 可以忽略不计。1ghρ

1h 2h
当被测流体压强较大时，常采用U形管测压计在连续静止

的汞中读出 、 。
ap

0p

A
p

ρ
1 2

mρ
1h

2h
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3、差压计

定义：

( )ghpp ρρ −′=− 21

管道上部为倒U 形管式水柱差计，忽略空
气密度，则计算公式为：

gHpp ρ=− 21

比较两式，在仪器管一定的前提下，汞差压计量程大，而水
柱差压计的准确度高。

测量两点压强差的仪器叫做压差计。如图所示。

水管下部为U形管式汞差压计，它的计算公式为：

h

H

h ρ ′

2p
1p

图 差压计
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4、 微压计

测量较小压强或压强差的仪器叫做微压计。如图所示就是其
中一种。

定义：

2p

hΔ
h

1p

1A
l

α
2A

ρ

图 倾斜式微压计
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倾斜式微压计是由一根倾角 可调的玻璃管（横截面面
积为 ）和一个盛液体的小容器（横截面面积为 ）组成。

α
2A1A

)(12 hhgpp Δ++= ρ

l
A
Ah

2

1=Δ

又 αsinlh =

l
A
Agpp )(sin

2

1
12 +=− αρ
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【例】 如图所示测量装置，活塞直径d=35㎜，油的相

对密度d油=0.92 ，水银的相对密度dHg=13.6，活塞与缸壁无

泄漏和摩擦。当活塞重为15Ｎ时，h=700㎜，试计算Ｕ形管

测压计的液面高差Δh值。

【解】 重力使活塞单位面积上承受的压强为

（Pa）

列等压面１—１的平衡方程

解得Δh为：

（㎝）

15590
035.0

4

15

4

15
22
=

×
==
ππ d

p

hgghp Δ=+ Hgρρ油

4.1670.0
6.13

92.0
806.913600

15590

HgHg
=×+

×
=+=Δ h

g
ph

ρ
ρ

ρ
油
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图
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【例题】 如图所示为双杯双液微压计，杯内和Ｕ形管

内分别装有密度ρ1=lOOOkg/m3和密度ρ2 =13600kg/m3的两

种不同液体，大截面杯的直径Ｄ＝100mm，Ｕ形管的直径

d=10mm，测得h=30mm，计算两杯内的压强差为多少?
【解】 列1—2截面上的等压面方程

由于两边密度为ρ1的液体容量相等，所以D2h2=d2h，代入上

式得

=  3709.6(pa)

ghhhhgpghp 21212111 )( ρρρ +−++=+

hg
D
dgpp

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−=− 12

2

221 1 ρρ

03.0806.91000
1.0
01.01806.913600

2

2
×
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
××⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−×=
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图
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【例题】 用双Ｕ形管测压计测量两点的压强差，如图所

示，已知h1=600mm，h2=250mm，h3=200 mm，

h4=300mm，h5=500mm，ρ1=1000㎏/m3，ρ2=800㎏/m3，

ρ3=13598㎏/m3，试确定Ａ和Ｂ两点的压强差。

【解】 根据等压面条件，图中1—1，2—2，3—3均为

等压面。可应用流体静力学基本方程式逐步推算。

P1=p2+ρ1gh1            p2=p1-ρ3gh2    

p3=p2+ρ2gh3

p4=p3-ρ3gh4      

pB=p4-ρ1g(h5-h4)



37

逐个将式子代入下一个式子，则

pB=pA+ρ1gh1-ρ3gh2+ρ2gh3-ρ3gh4-ρ1g(h5-h4)

所以 pA-pB= ρ1g(h5-h4)+ρ3gh4 +ρ3gh2-ρ2gh3

-ρ1g  h1=9.806×1000×（0.5-0.3）

+133400×0.3-7850×0.2

+133400×0.25-9.806×1000×0.6

=67876（Pa）
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图2-18
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【例题】 已知密闭水箱中的液面高度h4=60mm，测压管中
的液面高度h1=100cm，Ｕ形管中右端工作介质高度，如图所
示。试求Ｕ形管中左端工作介质高度h3为多少？

【解】 列1—1截面等压面方程，则

列2—2截面等压面方程，则

（b）
把式（a）代入式（b）中

=0.1365(m)=136.5(mm)

)( 410H0 2
hhgpp a −+= ρ

)6.00.1(0H2
−+= gpa ρ gpa 0H2

4.0 ρ+=

)()( 32Hg340H0 2
hhgphhgp a −+=−+ ρρ

)2.0()6.0(4.0 3Hg30H0H 22
hgphggp aa −+=−++ ρρρ

100013600
1000136002.02.0

0HHg

0HHg
3

2

2

−
−×

=
−

−
=

ρρ
ρρ

h

)( a
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图



41

§2.5 作用在平面上的液体压力

各点压强大小：

一、水平平面上的液体总压力

处处相等

各点压强方向：方向一致

b c

da
p a

A

ρ

a

b
A

ρ

p a

d

c c
A

b

ρ

a
p a

d

b

a
p a

A
c

ρ

d

h

ghAApF e ρ==
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在静止液体中，有一和液面呈
夹角α的任意形状的平面

z轴和平面垂直

由流体静压强的特性知,各点
的静压强均垂直于平面,构成
了一个平行力系,因此,液体作
用在平面上的总压力就是这
一个平行力系的合力

§2.5 作用在平面上的液体压力

二、倾斜平面上的液体总压力
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各点压强大小：

二、倾斜平面上的液体总压力(续）

处处不相等

各点压强方向： 方向一致

作用在微分面积dA上的压力：

dAygghdApdAdFp )sin( αρρ ===

作用在平面ab上的总压力：

∫∫ αρ== AA pp AgFF ydsind

2. 总压力的大小

1. 总压力的方向

总压力的方向垂直于受压的平面

§2.5 作用在平面上的液体压力
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二、倾斜平面上的液体总压力(续）

α

hD hC

y
yC

yD

h

作用在平面ab上的总压力：

∫∫ αρ== AA pp AgFF ydsind
由工程力学知：

AyA cA =∫ yd

故 === AygF Cp )sin( αρ

αsincc yh =

==Aghcρ

cac ghpp ρ=−

App ac )( −

即静止液体作用在平面上的总压力等于受压面面积与其形心

处的相对压强的乘积。

受压面面积A对OX轴的静矩

§2.5 作用在平面上的液体压力
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二、倾斜平面上的液体总压力（续）

α

hD hC

y
yC

yD

h

3. 总压力的作用点

合力矩定理：合力对某轴的矩等于

各分力对同一轴的矩的代数和。

∫∫= ydFyF pDp

∫∫=
A

Dc dAygAyyg 2sinsin αραρ
⇓

⇓

Ay
Iy

Ay
I

Ay

dAy
y

c

cx
c

c

x

c
D +=== ∫∫

2

∫ =
A xIAy d2 受压面A对ox轴的惯性矩。

cxI 受压面A对过形心点C且平行于ox轴的轴线的惯性矩。

压力中心D必位于受压

面形心c之下。

§2.5 作用在平面上的液体压力
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总压力的作用点（总压力的作用线和平面的交点 称压力中心）

由合理矩定理

总压力 PF

ydFyF
A

pDp ∫∫=

dAygAyyg
A

Dc ∫∫= 2sinsin αραρ

对ox 轴的力矩等于各微元总压力对 ox

轴的力矩的代数和

x
A

IdAy =∫∫ 2

Ay
Iyy

c

cx
cD +=

（惯性矩 二次矩）

压力中心的y坐标

2sin sin
sin

x x x x c c
D

c c c

J J J J y Ay
P y A y A y A

γ α γ α
γ α

⋅ += = = =
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惯性矩的平行移轴定理



48
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截面几何图
形

面积A 型心yc 惯性距Icx

bh 1/2h 1/12bh3

1/2bh 2/3h 1/36bh3

1/2h(a+b) ba
bah

+
+ 2

3
1
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2rπ r 4

4
rπ

bh
4
π

2
h 3

64
bhπ

2

3
rπ

π
r

3
4

4
2

72
649 r

π
π −
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根据平行移轴定理 AyII ccxx
2+=

Ay
I

yy
c

cx
cD += cD yy >

压力中心的x坐标
Ay

I
x

Ay
I

x
c

cxy
c

c

xy
D +==

代入上式得

工程实际中的平面往往是对称图形,一般不必计算
压力中心的x坐标
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[例题]如图所示，一矩形闸门两面受到水的压力，左边水
深 ，右边水深 ，闸门与水面成 倾
斜角。假设闸门的宽度 ，试求作用在闸门上的总压力
及其作用点。

mH 5.41 = mH 5.22 =
045=α

mb 1=

1H

2H

1l

0l

3
1l

3
2l

P
1P

2P α
2l

[解]作用在闸门上的总压力系左右两边液体总压力之差，
即

21 FFF −=
因此

。
α

α

sin
  ,

2

;
sin

  ,
2

2
22

2
2

1
11

1
1

HblbAHH

HblbAHH

c

c

===

===
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所以

α
ρ

α
ρρρ

sin2sin2

2
2

2
1

2211
gbHgbHAghAghF cc −=−=

Ν=−=
×

××
−

×
××

=

9703043316140346
707.02

5.219800
707.02

5.419800 22

由于矩形平面压力中心坐标

L
bLL

LbL
Ay

Jyy
c

c
cD 3

2
)2(
12

2

3

=+=+=

根据合力矩定理，对通过O点垂直于图面的轴取矩，得

αα sin3sin333
2

2
1

1
2

2
1

10
HFHFlPlFFI −=−=

所以
m54.2

707.0970303
5.2433165.4140346

sin3
2211

0 =
××

×−×
=

−
=

αP
HFHFl

这就是作用在闸门上的总压力的作用点距闸门下端的距离。
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例题：如图，涵洞进口装有一圆形平板闸门，闸门平面与

水平面成60º，铰接于B点并可绕B点转动，门的直径d=1m，

门的中心位于上游水面下4m，门重G=980N。当门后无水时，

求从A处将门吊起所需的力T。

解：闸门所受水的总压力

P=γhcAx=9.8×4×π×0.5×0.5×sin60º=26.66kN 

α
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压力中心D到B的距离

B到T的垂直距离

B到G的垂直距离

根据理论力学平衡理论

( )
m

H

dY
AY

JYL

c

c
c

c
c

51.0

5.0
5.0

60sin

4
5.0

2

2

4

=

+
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

×
°

=

+−+=

π

π

mdx 5.060cos =°×=
mdy 25.060cos

2
=°×=

kN
x

GyPLT

TxGyPLM A

9.27

0

=
+

=

=−+=∑
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总压力计算的图解法
适用于上、下边与水面平行的矩形平面
上的静水总压力及其作用点位置。

1.静止液体总压力的大小

P b= Ω
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2. 静止液体总压力的作用点

1
3

e h= 1 2

1 2

2
3

b bae
b b

+
=

+

梯形压强分布• 三角形压强分布
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静水压强分布图
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静止液体作用在曲面上的总压力的计算程序

(1)将总压力分解为水平分力Fx和垂直分力Fz。

(2)水平分力的计算。

(3)确定压力体的体积。

(4)垂直分力的计算，方向由虚、实压力体确定。

(5)总压力的计算。

(6)总压力方向的确定。

(7)作用点的确定，即总压力的作用线与曲面的交点即是。

§2-6 作用于曲面的液体压力



60

有一承受液体压强的二维曲面，坐标系的z轴垂直向下

§2-6 作用于曲面的液体压力
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总压力 ghdAdFP ρ=

xppx ghdAghdAdFdF ραρα === coscos

zppz ghdAghdAdFdF ραρα === sinsin

（1）水平分力
∫∫∫∫∫∫ ===
A

x
A

x
A

pxpx hdAgghdAdFF ρρ

xcx
A

x AhhdA =∫∫

xcxpx AghF ρ=

曲面A在垂直于x轴的坐标平面内
的投影面积 对y的面积矩xA

cxh 为投影面积 xA 的形心的淹深
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（2）垂直分力 ∫∫ ∫∫∫∫ ===
A A

zz
A

pzpz hdAgghdAdFF ρρ

p
A

z VhdA =∫∫

ppz gVF ρ=

为曲面a－b和自由液面或者其延
长面所包容的体积，称为压力体

22
pzpxp FFF +=

pz

px

F
F

arctg＝θ

（3）总压力的大小和作用点

将上述总压力的两个分力合成，即得到液体作用在曲面上的总压力
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压力体 曲面和自由液面或者自由液面的延长面包容的体积

实压力体
压力体充满液体

虚压力体
压力体中没有液体

O O OAA A

B BB
a b c

pa pa pa

静止液体作用在固体壁面上的总压力

这三个压力体的大小均为VOAB.所以，对于同一曲面，
当液体深度不变，只是液体的相对位置不同时，压力
体与曲面的相对位置不同,但压力体的大小并不改变，
曲面所承受的垂直分力的大小也不变化，只是方向改
变而已。
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( ) N

dhHdggVF ppz

6579
12

5.075.05.2
4

5.09806

1224
32

32

11

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ×
++×

×
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

ππ

ππρρ

静止液体作用在固体壁面上的总压力

解

对于底盖，由于在水平方向上压强分布对称，
所以流体静压强作用在底盖上的总压力的水平
分力为零。底盖上总压力的垂直分力

顶盖上的总压力的水平分
力也为零，垂直分力为

( ) N

dhHdggVF ppz

3049
12

5.075.05.2
4

5.09806

1224
32

32

22

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ×
−−×

×
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

ππ

ππρρ

例题：
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静止液体作用在固体壁面上的总压力

侧盖上总压力的水平分力

NdgHAghF xcxpx 4814
4

5.05.29806
4

22

3 =
×

××===
ππρρ

NdgFpz 321
12

5.09806
12

33

3 =
×

×==
ππρ

侧盖上的压力体，应为半球的上半部分和下半部
分的压力体的合成，合成后的压力体即为侧盖包
容的半球体，所以侧盖上总压力的垂直分力
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NFFF pzpxp 48253214814 222
3

2
33 =+=+=

根据上述水平分力和垂直分力可求得总压力的
大小和作用线的方向角

o2.86
321
4814

3

3 === arctg
F
F

arctg
pz

pxθ

由于总压力的作用线与球面垂直，所以作用线一
定通过球心
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水 水
2m

4m

[解]分左右两部分计算

左部：水平分力

NAghF xcx 78400)14(29800111 =×××== ρ

垂直分力

11 gVFz ρ=

N61500

4
42

119800 2

=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××××=

π

[例题]如图所示：有一圆形滚门，长1m（垂直园面方向），
直径 为4m，两侧有水，上游水深4m，下游水深2m，求作用在
门上的总压力的大小及作用线的位置。

D
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合力

( ) ( ) NFFF zx 996406150078400 222
1

2
11 =+=+=

作用线通过中心与铅垂线成角度 。

7450
61500
78400 0

1

1
1 ′=== arctg

F
Farctg

z

xθ

右部：

水平分力

NAghF xcx 19600)12(19800222 =×××== ρ
垂直分力

NFgVF zz 30750
2
1

122 === ρ

合力

( ) ( ) NFFF zx 364703075019600 222
2

2
22 =+=+=
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作用线通过中心与垂线成角度 。2θ

740
36470
30750 0

2

2
2 ′=== arctg

F
Farctg

z

xθ

总水平分力：

( )→=−= NFx 588001960078400
总垂直分力：

( )↑=+= NFz 922503075061500
合力

( ) ( ) Ν=+=+= 1094009225058800 2222
zx FFF

0332
92250
58800 0 ′=== arctg

F
Farctg

z

xθ
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b
c

d

g

静止液体作用在固体壁面上的总压力

复杂曲面的压力体，可以采用分段叠加的方法画出
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液体作用在浮体和潜体上的总压力

a b

c

d

fg

z

xo
a

Fpz1

Fpz2

acbfgadbfgp VVV −=

总压力的垂直分力为

adbcppz gVgVF ρρ −==

※负值说明其方向向上
即液体作用在潜体上的总的作用力

流体力学中将部分沉浸在液
体中的物体称为浮体，全部
沉浸在液体中的物体称为潜
体，沉入液体底部固体表面
上的物体称为沉体

作用在浮体和潜体上的总压力
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§2-7 流体的平衡微分方程

一、欧拉平衡方程式

如图所示，在平衡流体中任取边长为 、 、 的一个微
元六面体ABCDE，设A点的密度为 ，压强为 。

dx dzdy
ρ p

D

z

A
B

E

o

x

y

微元六面体

欧拉于1755年提出。

y方向的静力平衡

同理

1 1
x z

p pf f
x zρ ρ
∂ ∂

= =
∂ ∂

，

1
y

pf dy
yρ
∂

=
∂

0)
2
1()

2
1( =+

∂
∂

+−
∂
∂

− dxdydzfdzdxdy
y
ppdzdxdy

y
pp yρ
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d d( )d d ( )d d d d d 0
2 2

d d d d d d 0

x

x

p x p xp y z p y z f x y z
x x

pf x y z x y z
x

ρ

ρ

∂ ∂
− − + + =
∂ ∂

∂
− =
∂

或
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01

01

01

=
∂
∂

−

=
∂
∂

−

=
∂
∂

−

z
pf

y
pf

x
pf

z

y

x

ρ

ρ

ρ

上式为流体平衡微分方程式（欧拉平衡方程式）。

物理意义：

当流体平衡时，作用在单位质量流体上的质量力与压力的合
力相平衡。
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在推导欧拉平衡微分方程的过程中，对质量力

的性质及方向并未作具体规定，因而本方程既适用于

静止流体，也适用于相对静止的流体。同时，在推导

中对整个空间的流体密度是否变化或如何变化也未加

限制，所以它不但适用于不可压缩流体，而且也适用

于可压缩流体。另外，流体是处在平衡或相对平衡状

态，各流层间没有相对运动，所以它既适用于理想流

体，也适用于粘性流体。

为了便于积分和工程应用，流体平衡微分方程式

可以改写为另一种形式，即全微分形式。
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第三节 流体平衡微分方程和等压面

现将式(2-6)中各分式分别乘以dx、dy、dz，然后相加得

因为压力p是坐标的连续函数，故p的全微分为

于是，流体平衡微分方程式(2-6)又可表示为

(2-8)

这就是直角坐标系下流体平衡微分方程的全微分形式。

0)ddd(1)ddd( =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−++ z
z
py

y
px

x
pzfyfxf zyx ρ

z
z
py

y
px

x
pp dddd

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

)ddd(d zfyfxfp zyx ++= ρ
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二、质量力的势函数

0)(1
=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−++ dz
z
pdy

y
pdx

x
pdzfdyfdxf zyx ρ

( ), , d d d dp p pp p x y z p x y z
x y z

∂ ∂ ∂
= = + +

∂ ∂ ∂
因为： ，所以

( )x y zdp f dx f dy f dzρ= + +所以：

------为欧拉平衡方程式的综合式（压差公式）。

=ρ对于不可压缩流体 常数，根据数学分析理论可知，
上式右端也必是某一坐标函数 的全微分。( )zyxWW ,,=

dx dzdy将欧拉方程分别乘以 、 、 后相加，则有
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令

z
Wf

y
Wf

x
Wf

z

y

x

∂
∂

−=

∂
∂

−=

∂
∂

−=

即 dWdp ρ−=
( ) dWdzfdyfdxf zyx ρρ −=++

为质量力的 势函数，而质量力称为有势的质量力。( )zyxW ,,

结论：

只有在有势的质量力作用下流体才能平衡。
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二、有势质量力及力的势函数

根据场论的知识，有势质量力及力的势函数有如下定义：

设有一质量力场 ，若存在一单值函数W(x，y，

z)，满足 ，则称该质量力场为有势力场，力 称为

有势质量力，函数W(x，y，z)称为该力场的势函数。

由流体平衡微分方程式 可以看出，如果流体为不可压缩

流体，其密度ρ=常数，则存在一单值函数W(x，y，z)，满足

所以，根据有势质量力的定义，可以得出这样的结论：“凡满

足不可压缩流体平衡微分方程的质量力必然是有势力。”

1grad W grad p f
ρ

= =
r

)( zyxf ，，
r

Uf grad=
r

f
r
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• 势函数的概念

由理论力学知：若某一坐标函数对个坐标的偏导数分别

等于力场的力在对应坐标轴上的投影，则称该坐标函数为力
的势函数，而对应的力称为有势力。

则称：质量力 f 有势

如：重力、电磁力、惯性力

, ,x y zf f f
x y z
π π π∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

( , , )x y zπ π= 为质量力的势函数

因为：
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三、等压面

定义：

在等压面上

Cp =

等压面的微分方程式是

0=++ dzfdyfdxf zyx

流体中压强相等各点所组成的平面叫做等压面。
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性质：

CW =
质量力势函数等于常数的面叫作等势面，所以等压面也是等势

面。

2、等压面与单位质量力矢量垂直。

0=⋅ sdf rr

式中 是等压面上任意线段。

因而等压面与单位质量力矢量垂直。

sdv

0=dp 0=dW时

1、等压面也是等势面；
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由等压面的形状去确定质量力的

方向。例如，

对于只有重力作用的静止流体，

因重力的方向总是垂直

向下的，所以其等压面必定是水

平面。

3、两种互不相混的流

体处于平衡状态时，其分界

面必定为等压面。如处于平

衡状态下的油水分界面、气

水分界面等都是等压面。
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§2.8 液体的相对平衡

一、等加速水平运动容器中液体的相对平衡

流体相对于地球有相对运动，而流体微团及流体与容器壁
之间没有相对运动。

质量力

gf

a
h

zs

z
α

α
p0o

z

a

xm⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=
=

gf

af
f

z

y

x 0

容器以等加速度a向右作水平直线运动
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§2.8 液体的相对平衡

一、等加速水平运动容器中液体的相对平衡（续）

质量力

gf

a
h

zs

z
α

α
p0o

z

a

xm

1.等压面方程

gfaff zyx −=−== 0

0)()( =−−=+= gdzadxdzfdyfdp zy ρρ

⇓ 积分

Cgzax =+

等压面是一簇平行的斜面。 g
aarctg−=α

自由液面： 000 === Czx

0=+ sgzax
⇓
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§2.8 液体的相对平衡

一、等加速水平运动容器中液体的相对平衡（续）

gf

a
h

zs

z
α

α
p0o

z

a

xm

2. 静压强分布规律

)()( gdzadxdzfdyfdp zy −−=+= ρρ

Cgzaxp ++−= )(ρ
⇓ 积分

000 ppzx ===

得： 0pC =

)(0 gzaxpp +−= ρ

利用边界条件：

ghpzzgpp s ρρ +=−+= 00 )(

⇓ 0=+ sgzax
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§2.8 液体的相对平衡

一、等加速水平运动容器中液体的相对平衡（续）

gf

a
h

zs

z
α

α
p0o

z

a

xm

3.与绝对静止情况比较

（2）压强分布

（1）等压面

绝对静止：

ghpp ρ+= 0

相对静止： ghpzzgpp s ρρ +=−+= 00 )(

绝对静止：

cz =

相对静止：       cx
g
az +−=

水平面

斜面

h－任一点距离自由液面的淹深
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§2.8 液体的相对平衡

二、等角速旋转容器中液体的相对平衡

质量力

容器以等角速度ω旋转

z
ω

zs
h
zm

p0

o

o

α

y

ω2y

ω2rω2xx

x
y

r

y

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=

==

==

gf

yrf

xrf

z

y

x
22

22

sin

cos

ωαω

ωαω
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§2.8 液体的相对平衡

质量力

1.等压面方程

⇓ 积分

等压面是一簇绕z轴的旋转抛物面。

自由液面： 000 === Czx

⇓

二、等角速旋转容器中液体的相对平衡（续）

gfyrfxrf zyx −===== 2222 sincos ωαωωαω

022 =−+= gdzydyxdxdp ωω

Cgzyx
=−+

22

2222 ωω
Cgzr

=−
2

22ω

Cgzr
s =−

2

22ω

z
ω

zs
h
zm

p0
o

o
α

y

ω2y

ω2rω2xx

x
y

r

y
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§2.8 液体的相对平衡

2. 静压强分布规律

⇓ 积分

000 ppzx ===
得： 0pC =

利用边界条件：

ghpzzgpp s ρρ +=−+= 00 )(

⇓

z
ω

zs
h
zm

p0
o

o
α

y

ω2y

ω2rω2xx

x
y

r

y

)( 22 gdzydyxdxdp −+= ωωρ

Cgzyxp +−+= )
22

(
2222 ωωρ Cz

g
rgp +−= )

2
(

22ωρ

)
2

(
22

0 z
g
rgpp −+=

ωρ

Cgzr
s =−

2

22ω

二、等角速旋转容器中液体的相对平衡（续）
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§2.8 液体的相对平衡

3.与绝对静止情况比较

（2）压强分布

（1）等压面

绝对静止：

ghpp ρ+= 0

相对静止： ghpzzgpp s ρρ +=−+= 00 )(

绝对静止：

cz =

相对静止：

水平面

旋转抛物面

h－任一点距离自由液面的淹深

Cgzr
=−

2

22ω

z
ω

zs
h
zm

p0
o

o
α

y

ω2y

ω2rω2xx

x
y

r

y

二、等角速旋转容器中液体的相对平衡（续）
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§2-8 液体的相对平衡
定义：

除了重力场的流体平衡问题外，工程上常见的有如下两种：

一、等加速直线运动中液体的平衡

若盛液体的容器或机件对地面上的固定坐标系有相对运动，但

液体质点彼此之间却没有相对运动，这种运动状态称为相对平衡。
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§2-8 等加速运动液体的相对静止

1．液体随容器作等加速直线运动

f x=－a f z=－g dp=ρ(－a d x－g dz)

等压面方程: dp=0,    即：a dx+g dz=0

积分得:    z= - ax/g + c

自由面是等压面:   z0= - ax/g

压强分布:  p=ρ(- ax-g z )+p0

= po+ρg( zo - z)

在坐标原点，压强为po，所以C = po
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问题：
1. θ＝？

tag θ＝a/g
2. 等压面？
3. 液体对底板压力＝？

F= ρgV
4.  液体前后侧板压力＝？

F= ∫ρg ( zo - z) dA
= ∫ρg B zdz  （x=0）

压强分布:  p=ρ(- ax-g z )+p0

= po+ρg( zo - z)
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2．液体随容器作等角速度旋转运动

fy=ω2rsinθ=ω2y
fx=ω2rcosθ=ω2x
fz=-g

旋转抛物面为或 cgzr

cgzyx

=−

=−+

22

222

2
1

)(
2
1

ω

ω

dp=ρ(ω2xdx+ω2ydy－g d z)

等压面方程：ω2xdx+ω2ydy－g d z =0

积分得：
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自由面方程：

压强分布：

22
0 2

1 r
g

z ω=

2 2
0

2 2
0

0 0

1( )
2

1( )
2

( )

p r gz p

g r z p
g

p g z z

ρ ω

ρ ω

ρ

= − +

= − +

= + −

p- po= ρg( zo - z)= ρgh

淹深h从自由面算起
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相对平衡流体质点上的质量力有

与加速度方向相反的虚构惯性力；

重力。

由图示可得单位质量分力为

gaf

af
f

z

y

x

−=

=
=

α

α

sin

cos
0 }
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将（2—35）式代入（2—20）式可得

即
β

α
α tan

sin
cos

=
−

=
ag

a
dy
dz

0)sin(cos =−+ dzgadya αα （2—36）

积分上式得

1、等压面方程

czgaya =−+ )sin(cos αα （2—37）

因 都是常数，故 是一定值。ag.,α β

β

mf
等压面（包括自由表面）是与水平基面成倾角 的一族

平行平面，这族平面应与单位质量力 相垂直。

说明：
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2、静压强分布规律

将（2—35）式代入（2—15）式中即得
( )[ ]dzgadyadp −+= ααρ sincos

作不定积分得
( )[ ] Cgazayp +−+= ααρ sincos

根据边界条件 0,0,0 ppzy ===
( )[ ]gazaypp −++= ααρ sincos0 （2—38）

当 或 时，即可得出容器水平或垂直匀加速直线

运动。如图（2—13）所示。

0=α
2
π

运动方向

水平基面 水平基面

• a
r

gv 运动方向

图 2—13  容器匀加速直线运动的两种特例
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二、 容器作等角速回转运动

y

rv2ω

z

ω
o
Μ

Μ
o

x

x
y
θ r y

rv2ω

grR

图容器作等角速回转运动

与容器作匀加速直线运动分析相同。

单位质量分力为：

gf

yrf

xrf

z

y

x

−=

==

==
22

22

sin

cos

ωθω

ωθω

如图所示，盛有液体的容器绕铅直轴z作回转运动，待运

动稳定后，液体形成如图所示的自由表面，质点之间不再有
相对运动。
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1、等压面方程

022 =−+ gdzydyxdx ωω
作不定积分得

cgzyx
=−+

22

2222 ωω

即

cgzr
=−

2

22ω

说明：

等压面是一族绕 z 轴的旋转抛物面。
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2、静压强分布规律

( )gdzydyxdxdp −+= 22 ωωρ

作不定积分，则

czgyxp +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=

22

2222 ωωρ

czgr
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2

22ωρ

式中积分常数可以根据如下三种情况来确定。

（1）密封容器，液面上的压强为 。（如图a）0p
边界条件 0,0,0 ppzr ===

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= z

g
rgpp

2

22

0
ωρ
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（2）容器盛满液体，顶盖中心接触大气。（如图b）
边界条件 appzr === ,0,0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+= z

g
rgpp a 2

22ωρ

（3）容器盛满液体，顶盖边缘接触大气。（如图c）
边界条件 appzRr === ,0,

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−= zrR

g
gpp a

22
2

2
ωρ

r

z

o

R

0p

ω

图a密封容器

ω

R
r

z

图b顶盖中心开口容器

ap

ωR

z

图c顶盖边缘开口容器

ap
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• 例题

一个圆桶，底面半径R=0.1m，高H=0.3m,内
盛深h=0.2m 的液体，若使桶和液体以角速度
ω旋转.
求:1.液体开始被抛出所需的ω;

2.当液面最低点降至圆筒底面时所需的ω.
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解

1.旋转抛物面所围的体积等
于同高圆柱体体积的一半.

0.5(H-h1)A=(H-h)A

式中,A为桶的底面积.得 h1=0.1m

当z=H－h1=0.2m时,r=R=0.1m

g
rz

2

22ω
=

srad
R
gz /805.192

==ω
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解

2.当液面最低点降至圆筒底面时,
z=H=0.3m,r=R=0.1m

srad
R
gH /256.242

==ω
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第二章 习 题

解：此题的关键要把油水产生的压强分别计算后相加。

解题应先从已知条件开始计算，而且大气压力自相平衡，

故通常采用相对压强计算。

2—1 封闭容器中盛有比重为0.8的油， ，下面为水，

，测压管中汞液面读数 ，求容器中液面压
强 。

mm3001 =h

mm5002 =h mm400=h
p
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2

12

1

2

KN/m  1.46      
3.08.081.95.081.94.04.133      

 
    
    
    

0    

=

××−×−×=

−==∴

−=

−=

+=
=

hhhpp
hpp
hpp
hpp

p

d

cd

bc

ab

a

油水汞

油

水

汞

－ γγγ
γ
γ
γ

d p

c 1h

2h

a

b

h

油

水

汞

2—1题 附图
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2—2 杯式微压计，上部盛油， ，下部为水，圆
杯直径 ，圆管直径 ，若接入压力

水柱时，水位差 应为多少?

3KN/m 0.9＝油γ
mm40=D 4mm＝d 10mm12 ＝pp −

h
解：此题要点为左右两杯中液面变化值均为 ，且增加和减
少的液体体积等于管内水面差形成的体积。

hΔ

倍，提高了测量精度。差值近利用微压计放大了原压

－（

令其相等对等压面分别求压强并

即：

油水油水

油水油

11

mm109
999.081.9

81.910        

)99.0()2        
2        

        

005.0
2

        

44
2    

12

21

2

2

22

=
×−

×
=

=Δ−−=−

+=+Δ+

==Δ

=Δ

h

hhhhpp
hphhp

h
D

hdh

dhDh

γγγγ
γγγ

ππ
1p 2p

hΔ hΔ

h

油

水

题2—2    附图
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2—3 矩形闸门AB,宽1.0 m , 左侧油深 ，水深 ，

，闸门倾角 ，求闸门上液体总压力及
作用点位置。

  m11 =h   m22 =h

  KN/m84.7 3=油γ o60=α

解：设闸门上油水分界点为E点，总压力的作用点为D点，为了
便于求作用点位置，将液体总压力P分解为 三部分。
闸门与油和水接触的面积分别为

321   ,    ,  PPP
。和       EBAE FF

KN  3.45  ,  KN  66.22
2

KN  11.18  ,  KN53.4
2
1

KN/m  46.27  ,  KN/m  84.7

m  310.2
866.0
2

sin

m  155.1
866.0
1

sin

3213

21

2
2

2
1

22

21

=++==
−

=

====

=+===

===

===

PPPPFPPP

FpPFpP

hpphp

hF

hF

EB
EB

EBEAEE

EBE

EB

AE

水油 γγ
α

α
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求作用点时，用力矩平衡方程，即三个分力对某点取矩
等于总压力对同一点取矩。

m  033.2sin                                
 m  348.2    

sin
1)]

3
2()

2
(

3
2[ 213

2
1211

==
=

++++=

α

α

DD

D

D

yh
y

hhPhhPhPPy

代入数据并解得

。。

A
1p

2p3p E

B

2h

1h

α

油

水

题2—3    附图
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2—4 曲面形状为3/4个圆柱，半径 r＝0.8 m ，宽度为 1m ，
位于水面下 h=2.4 m 深处。求曲面所受的液体总压力。

解：对曲面求总压力应分别求水平分力和垂直分力，然后再
合成。

1、水平总压力，bc 和 dc 面上总水平压力方向相反，互
相抵消，曲面 ab 上的总压力方向向右，其值为

KN  7.158.0)4.04.2(81.9)
2

( =−=−= rrhPx γ

2、垂直总压力 求垂直总压力时应把虚、实压力体的概
念理解清楚，曲面 ab 上的压力体为 abgf , 方向向上；

bc 上的压力体为 cbgf , 方向向上；

cd 上的压力体为 dcef，方向向下；

代数相加后总压力体如图中阴影所示，作用方向向下，
其值为 KN  63.33)

4
3( 2 =+= rhP rz πγ
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KN  15.377.1563.33      3 2222 =+=+= xz PPP总压力、

o

x

z

P
P

P

65
7.15
63.33arctanarctan      

    4

==＝

与水平方向的夹角总压力、

θ

∇

a

b
c

d

e f g

h

题2—4    附图
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2—5 一盛水容器（矩形敞口），沿 斜面向上作加速
运动，加速度 ，求液面与壁面夹角 。

o30=α
2m/s  2=a θ

解：由全微分方程

    
) sin(cos  ,  0  

0    (  0      0  ,  0    
,  ) sincos(       

sin  ,  0  ,  cos 

)(        

zagzxap
cpzx

czagzxap

gaffaf

dzfdyfdxfdp

zyx

zyx

αα

ααρ

αα

ρ

+−=⋅=

====

+++⋅−=

−−==−=

++=

液体表面方程

，相对压强），时当

，得代入全微分方程并积分

式中

a
x

z

θ

α
题 2—5  附图
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o

ag
alz

l
ag
alz

lx
ag

xaz

7.52
tan

sin

1

tan
2

2tan        

,  
)sin(2

        

  ,  
cos2

    ,  
sin

cos    

=
+

+

=
+

=

+
=

−=
−−

=

α
α

α
θ

α

αα
α

代入得由几何关系
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2—6  一旋转容器（圆柱形），装部分水，若已知 D=300 mm ,  
H=500 mm , h=300 mm , 求转速 n 为多少时，水面恰好达到容器
的上缘？

解：这类求旋转相对平衡问题时，应知道形成的旋转抛物面
所围成的体积是其外接圆柱形体积的一半这个知识点。

r/min  4.178
2

60

1/s  68.18

m/s  8.22

2
z  

mm  400)(2  ,  )(
442

1
  

2

22

==

==

==

=

=−=−=

π
ω

ω

ππ

n

r
V

gzV

g
V

hHzhHDzD
z

抛物面的自由表面方程

到容器顶高度为设形成抛物面后，顶点

D

z

h
H

ω

题 2—6  附图
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2—7 一圆柱容器装满水，顶盖中心装敞口测压管，当以 旋
转时，顶盖受到多大的向上液体总压力？

ω

解：

)
2

(        

    

    0  ,  0    ,  )
2

(        

  ,    ,    

  )(        

22

22

22

h
g
rp

z

chprzcgzrp

gfyfxf

dzfdyfdxfdp

zyx

zyx

+=

====+−=

−===

++=

ωγ

γωρ

ωω

ρ

分布规律为均为零，故顶盖上压强因顶盖上各点

时，当

代入并积分得

式中

确定。

由全微分方程液体对顶盖上的压强可

D

ω

h

题 2—7  附图
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hD
g
D

rdrh
g
r

rdrpP

r

D

D

464
            

2)
2

(            

2        

    

242

2
0

22

2
0

πγπωγ

πωγ

π

+=

+=

⋅=

∫

∫

变化，可积分求之顶盖上压强随
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