
一、不定积分的第二类换元法

第二类换元法

第四章 不定积分
第五章 定积分
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二、定积分的第二类换元法

主要内容



第二节

不定积分的第二类换元法

第四章
不定积分

定理 )(tx ϕ=设 是单调可导函数, ,0)( ≠t'ϕ且

)()]([ t'tf ϕϕ 具有原函数,

)(1d)()]([d)( xttt'tfxxf −=∫∫ = ϕϕϕ

.)()(1 的反函数是其中 txxt ϕϕ == −

证 略

则有换元公式
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例1   求 .)0(d
22

>
+

∫ a
ax

x

解 ,tan tax =令

22222 tan ataax +=+ ,sec ta=

,dsecd 2 ttax =则

原式 ∫=
            ta 2sec

ta sec
td tt dsec∫=

1tansecln Ctt ++=
a

x22 ax +
t

[ln=
22 ax +

a

),ln( 1 公式aCC −=[ ] Caxx +++= 22ln

+ x
a ] 1C+
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例2  求 .d
)1( 32

4
x

x
x

∫
−

解 ,sin tx =令

tx 22 sin11 −=− tcos=

ttx dcosd =则

原式 ∫= t
t

3

4

cos
sin

tt dcos⋅

Ctttt +++−= )2sin
2
1(

2
12tan

1 x

21 x−

t

xarcsin
2
3

− .1
2
1 2 Cxx +−+21 x

x
−

=

ttt cossin22sin =

2=
1
x
⋅

1
1 2x−

⋅

∫
−

= t
t
t d

cos
)cos1(

2

22

∫
+−

= t
t

tt d
cos

coscos21
2

42
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例3   求 .)0(d
22

>
−

∫ a
ax

x

解 令 ,sec tax = 则

22222 sec ataax −=− ,tan ta=

=xd ,dtansec ttta

原式 t∫= d                 tta tansec
ta tan

tt dsec∫=

1tansecln Ctt ++=

a

x 22 ax −
t

1                       ln C+=

.ln 22 Caxx +−+= ),ln( 1 公式aCC −=

22 ax −
a+

x
a
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td

例4   求 ).0,(d1
22

>
+

∫ xax
xax

解 ,1
tx =令 则 t

t
x d1d 2

−=

原式 ∫= t
t

d1
2

−
⋅ ∫

+
−=

1
1
22ta2

121

1

tt a +
)d( ta

a
1

Ctaat
a

+++−= )1ln(1 22

.)1ln(1
2

2
C

x
a

x
a

a
+++−=
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例5  求 .
21

d
3∫ ++ x

x

解 ,23 += xu令 则 ,23 −= ux ,d3d 2 uux =

原式 ∫ +
=

u1

23u ud 3=

u
u

u d)
1

11(3
+

+−= ∫
[3= 2

2
1 u u− u++ 1ln ] C+

3 2)2(2
3 += x 3 23 +− x 3 21ln3 +++ x .C+

u
u

u d
1

1)1( 2

∫ +
+−
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,d),()3( 22∫ − xxaxf 令 tax sin=

,d),()4( 22∫ + xxaxf 令 tax tan=

,d),()5( 22∫ − xaxxf 令 tax sec=

(7) 分母中因子次数较高时, 可试用倒代换

,d)()6( ∫ xaf x 令
xat =

,d),()1( ∫ + xbaxxf n 令 n bxat +=

,d),()2( ∫ +
+ xxf n
dxc
bxa

令 n
dxc
bxat +

+=

t
x 1
=

注: 第二类换元法常见类型:
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解 原式

例6  求

例7   求 .
94

d
2∫
+x

x

解 ∫
+

=
22 3)2(

)2(d
2
1

x
x

原式

.942ln
2
1 2 Cxx +++=

.d
43 2∫

+
x

x
x

∫
+

+
=

43
)43d(

6
1

2

2

x
x

.43
3
1 2 Cx ++=
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例8   求 .
1

d
2∫

−+ xx
x

解 原式 = ∫
− 22 )()(

)(d

2
1−x

2
5

2
1−x

Cx
+

−
=

5
12arcsin

例9   求 .
1

d
2∫

− xe
x

解 原式 ∫
−

−
=

−

−

1
d

2x

x

e
e

Cee xx +−+−= −− 1ln 2

∫
−

=
−

−

xx

x

ee
xe

21
d
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2. 常用基本积分公式的补充

2 2

1(21) d x
x a

=
±

∫ 2 2ln x x a C+ ± +

内容小结
1. 第二类换元法

定理 )(tx ϕ=设 是单调可导函数, ,0)( ≠t'ϕ且

)()]([ t'tf ϕϕ 具有原函数,

)(1d)()]([d)( xttt'tfxxf −=∫∫ = ϕϕϕ

.)()(1 的反函数是其中 txxt ϕϕ == −

则有换元公式
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,d),()3( 22∫ − xxaxf 令 tax sin=

,d),()4( 22∫ + xxaxf 令 tax tan=

,d),()5( 22∫ − xaxxf 令 tax sec=

(7) 分母中因子次数较高时, 可试用倒代换

,d)()6( ∫ xaf x 令
xat =

,d),()1( ∫ + xbaxxf n 令 n bxat +=

,d),()2( ∫ +
+ xxf n
dxc
bxa

令 n
dxc
bxat +

+=

t
x 1
=

3. 第二类换元法常见类型:
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第三节
定积分的换元法

第五章
定积分

定理 ,],[)( baCxf ∈ 单值函数 )(tx ϕ= 满足:

1) ,],[)( 上有连续导数在 βαϕ t

2) ],[ βα在 上 ,)( bta ≤≤ ϕ

;)(,)( ba == βϕαϕ

.d)()]([d)( tt'tfxxf
b
a

ϕϕ
β

α∫∫ =

证 略

则

设函数

(换元要换限)
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例1  计算 ).0(d
0

22 >−∫ axxa
a

解 ,sin tax =令 则 ,dcosd ttax =

,0时当 =x ,时ax =

∴ 原式 = 2a

tta d)2cos1(
2

2
0

2

∫ +=
π

)2sin
2
1(

2

2
tta

+=
0
2
π

∫ 2
0

π

tt dcos2 22 xay −=

xo

y

a

S

且

;0=t .2
π=t

.
4

2aπ
=
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例2   计算

解

∫ −
1

2/1
d

)1(
arcsin x

xx
x

,, 2txtx ==令 ,d2d ttx =

;1
2
1: →x ;1

2
1: →t

∫
−

=
1

2/1 2
d

1
arcsin2 t

t
t

原式

∫=
1

2/1
arcsindarcsin2 tt

2/1
12arcsin t= .

16
3 2π

=
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例3 

证 =∫− xxf
a
a

d)( xxf
a

d)(
0
∫− xxf

a
d)(

0∫+

ttf
a

d)(
0∫ −= xxf

a
d)(

0∫+
xxfxf

a
d])()([

0∫ +−=

,d)(2
0

xxf
a
∫ ,)()( 时当 xfxf =−

.)()( 时当 xfxf −=−,0

对称积分
偶倍奇零

tx −=令

=

,],[)( aaCxf −∈设

(1) 若 ,)()( xfxf =− ;d)(2d)(
0∫∫− =
aa

a
xxfxxf则

(2) 若 ,)()( xfxf −=− .0d)( =∫−
a

a
xxf则

=

xxf
a

d)(
0∫ −= xxf

a
d)(

0∫+
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例5   填空

分析 令 ,txu −=

________d)(sin
d
d

0
100 =−∫ ttx

x
x

ttx
x

d)(sin
0

100∫ − ∫−=
0 100 dsin
x

uu

x100sin

求导即得.

例4   填空

=∫ −
2
2

d7cos5sin
π

π
xxx 0

,dd ut −=
,0: xt →

,dsin
0

100∫=
x

uu

,0: →xu
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例6  证明

证

∫∫ +
=

+

x
x

x
x

x
x

/1
1 2

1
2 d

1
1d

1
1

∫ +
=

1
2 d

1
1

x
x

x
左端Q

,1
u

t =令 ;1: →xt,d1d 2 u
u

t −= ;11: →
x

u

∫ −⋅
+

=
1
/1 22 d)1(

)/1(1
1

x
u

uu

∫ +
=

x
u

u
/1

1 2 d
1

1

1
2

1 d
1x

t
t

∴ =
+∫左端

∫ +
=

x
x

x
/1

1 2 d
1

1

∫ +
=

1
2 d

1
1

x
t

t

.右端=
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例7  证明

证

∫
+

= 2 dsin)(
πx

x
xxxf 是以π为周期的函数.

,dsin)( 2∫
++

+
=+∴

ππ

π
π

x
x

uuxf
,π+= tu令

∫
+

+= 2 d)sin(
π

π
x
x

tt

∫
+

= 2 dsin
πx

x
tt ∫

+
= 2 dsin

πx
x

xx

),(xf=
)(xf∴ 是以π为周期的周期函数.

,dd tu =
,

2
: πππ ++→+ xxu ,

2
: π

+→ xxt

)( π+∴ xf

,dsin)( 2∫
+

=
πx

x
uuxfQ
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内容小结

换元要换限

不换元不换限

,],[)( aaCxf −∈设

(1) 若 ,)()( xfxf =− ;d)(2d)(
0∫∫− =
aa

a
xxfxxf则

(2) 若 ,)()( xfxf −=− .0d)( =∫−
a

a
xxf则

注

对称积分, 偶倍奇零

定理 ,],[)( baCxf ∈ 单值函数 )(tx ϕ= 满足:

1) ,],[)( 上有连续导数在 βαϕ t

2) ],[ βα在 上 ,)( bta ≤≤ ϕ

;)(,)( ba == βϕαϕ

.d)()]([d)( tt'tfxxf
b
a

ϕϕ
β

α∫∫ =则

设函数
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作业
习题4-2 2(34,35,36,37,38,40,41,42*)
习题5-3 1(3,6,10,11,13,16,17,19,20,22,24); 

2; 4; 6*

下次课内容
第四章第三节 分部积分法

第五章第三节(二) 定积分的分部积分法
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T1.  

解

.tan xxy +=求下列函数的极值:

,0sec1 2 >+= x'y内恒有

xxy tan+=因为在函数

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∈±±=+≠= R,2,1,0,

2
xkkxxD ππ

的定义域

.所以该函数没有极值

部分习题解答
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T2.  

解

某个车间靠墙壁要盖一间长方形的小屋,  现有

存砖只够砌 20m 长的墙壁，问应围成怎样的长方形才

能使这间小屋的面积最大?

.100,)220( <<−= xxxy
xx

x220 −

如图. 小屋的面积

,420)2()220( xxxy' −=−+−=
,50420 =⇒=−= xxy'令

x

)(xf ′
)(xf

5

0

)5,0( )10,5(

+ −

连续

由右表可知,  x = 5 时函数取

这间小屋的面积最大.

得最大值, 即当 x = 5 时能使
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x0

T3.  设

解

,)(lim kx'f
x

=
∞→

.)]()([lim xfaxf
x

−+
∞→

求

，时当 0)1( =a .0)]()([lim =−+
∞→

xfaxf
x

显然有

，时0≠a .)0(0 时可类似计算不妨设 <> aa

x当 )(x'f )(xf
],[ axx +

(2) 当

根据题意, 充分大时, 存在, 在

满足拉格朗日中值定理条件,

,),( axx +∈ξ一点 ,)()()( a'fxfaxf ξ=−+使

)]()([lim xfaxf
x

−+
∞→

所以

从而至少存在

a'f )(lim ξ
ξ ∞→

=

a'f
x

)(lim ξ
∞→

=

.ka=

所以

ξ ax +x
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T4.  设 ,0
12

1
0 =

+
+++

n
aaa nL 证明多项式

在(0, 1)内至少有一个零点.

n
n xaxaaxf +++= L10)(

证

)1,0(),()( 10 ∈=+++=′ xxfxaxaaxF n
nL

.]1,0[,
12

)( 121
0 ∈

+
+++= + xx

n
axaxaxF nnL令

,]1,0[)(, 上连续在显然 xF

且 由罗尔定理, 至少存在一点 ),1,0(∈ξ
使 ,0)( =′ ξF 即

,)1,0( 内可导在

,0)1()0( == FF

在(0, 1)内至
n

n xaxaaxf +++= L10)(
少有一个零点.                证毕
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T5.  

解

求极限

xx
x

arctan2lnlim
π+∞→

Q

,lim
arctan2ln xx

x
e π

+∞→
=原式

.)arctan2(lim x
x

x
π+∞→

x

x

x /1

arctanln2ln
lim

+
=

+∞→

π

型∞1

型0⋅∞
型

0
0

2

2

1
1

1
arctan

1

lim

x

xx
x −

+=
+∞→ 2

2

1arctan
1lim

x
x

xx +
−

=
+∞→

,2
π

−=

.
2
π

−
=∴ e原式

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



T6.  

2

/1/1
2

/1
1

2/1
2

/1
21

/1
1

/1

)/1()lnlnln(

lim
x

aaa
xaaaaaan x

n
xx

n
x

n
xx

x −

+++

−⋅+++
⋅

=
∞→

L

L

解

求极限
型∞1

型
0
0

.)0,,,(][lim 21

/1/1
2

/1
1 >

+++
∞→

n
nx

x
n

xx

x
aaa

n
aaa

L
L

]ln)[ln( /1/1
2

/1
1lim naaanx

x

x
n

xx
e −+++

∞→
= L原式

x
naaan x

n
xx

x /1
]ln)[ln(lim

/1/1
2

/1
1 −+++

∞→

L
Q

naaa lnlnln 21 +++= L

.21
)ln( 21

n
aaa aaae n LL ==∴原式

,)ln( 21 naaa L=
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