
第二节 第一类换元法(续)

第五章
第一节 定积分的概念

第四章
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定义1
满足 ),()( xfxF =′ 在区间 I 上的一个则称 F (x)为 f (x) 
原函数.

若在区间 I 上定义的两个函数 F (x) 及 f (x),

复 习

定义 2 )(xf 在区间 I 上的原函数全体称为 Ixf 在)(

上的不定积分, .d)( xxf∫记作

一、原函数的概念

二、不定积分的概念
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三、不定积分的性质

=∫ xxfk d)(.1

xxgxf d)]()([.2 ∫ ±

∫ xxfk d)(

∫∫ ±= xxgxxf d)(d)(

)0( ≠k

推论 xxfk
n

i
ii d)(

1
∫ ∑

=
xxfk i

n

i
i d)(

1
∫∑

=
=

)0,,,( 21 不全为nkkk
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=
+∫ 21
d)4(

x
x Cx +arctan

=∫ xxdcos)6( Cx +sin

或 Cx +− cotarc

=
−

∫ 21
d)5(

x
x Cx +arcsin 或 Cx +− cosarc

=∫ xxdsin)7( Cx +− cos

四、 基本积分表

=∫ xkd)1( ( k 为常数)Cxk +

=∫ xx d)2( μ Cx ++
+

1
1

1 μ
μ

=∫ x
xd)3( Cx +ln

)1( −≠μ常数
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=∫ xxx dtansec)10( Cx +sec

=∫ xxx dcotcsc)11( Cx +− csc

=∫ xe x d)12( Ce x +

=∫ xa xd)13( C
a

a x
+

ln

=∫ x
x
2cos

d)8( =∫ xxdsec2 Cx +tan

=∫ x
x
2sin

d)9( =∫ xxdcsc2 Cx +− cot
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常用基本积分公式的补充: 

∫ =xxdtan)14(

=∫ xxdcot)15(

∫ =xxdsec)16(

∫ =xxdcsc)17(

Cx +− cosln

Cx +sinln

Cxx ++ tansecln

Cxx +− cotcscln

=
+∫ x

xa
d1)18( 22

=
−∫ x

ax
d1)19( 22

C
a
x

a
+arctan1

C
ax
ax

a
+

+
−ln

2
1

=
−

∫ x
xa

d1)20(
22

C
a
x
+arcsin
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五、第一类换元法(凑微分法)

定理1 ,)()( uFuf 有原函数设 ,)( 可导且 xu ϕ=

则有换元公式

∫ )(d))(( xxf ϕϕ=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ
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常用的几种凑微分形式:

=+∫ xbxaf d)()1( ∫ + )( bxaf )(d bxa +
1
a

=∫ − xxxf nn d)()2( 1 ∫ )( nxf nxd1
n

1(3) ( ) dnf x x
x

=∫ ∫ )( nxf nxd1
n

1
nx

=∫ xxxf dcos)(sin)4( ∫ )(sin xf xsind

=∫ xxxf dsin)(cos)5( ∫ )(cos xf xcosd−
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=∫ xxxf dsec)(tan)6( 2 ∫ )(tan xf xtand

=∫ xeef xx d)()7( ∫ )( xef xed

1(8) (ln ) df x x
x

=∫ ∫ )(ln xf xlnd
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2
2/322 d

)(2
1 x

ax∫ +
=

例1  求 .d
)( 2/322

3

∫ +
x

ax
x

解 ∫ + 2/322 )( ax

22 dxx
2
1 222 )( aax −+

∫ −+= 2/122 )(
2
1 ax )(d 22 ax +

∫ −+− 2/322
2

)(
2

axa
)(d 22 ax +

22 ax += 22

2

ax
a
+

+ .C+

原式 =
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)2cos2cos21( 2
4
1 xx ++=

例2   求 .dcos4 xx∫
解 224 )(coscos xx =∵ 2)

2
2cos1( x+

=

)
2

4cos12cos21(4
1 xx +

++=

),4cos2cos2( 2
1

2
3

4
1 xx ++=

=∴∫ xx dcos4 xxx d)4cos2cos2( 2
1

2
3

4
1 ++∫
[4

1= ∫ xd2
3 )2d(2cos xx∫+ )]4(d4cos8

1 xx∫+

x8
3= x2sin4

1+ x4sin32
1+ .C+
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例3  求 .d3cossin 22 xxx∫
解 =xx 3cossin 22∵ 2

2
1 )]2sin4(sin[ xx −

xxxx 2sin2sin4sin24sin 2
4
1

4
12

4
1 +⋅−=

)8cos1(8
1 x−= xx 2cos2sin2− ),4cos1(8

1 x−+

∴原式 ∫= xd4
1 )8d(8cos64

1 xx∫−

)2(sind2sin2
2
1 xx∫− )4d(4cos32

1 xx∫−

x4
1= x8sin64

1− x2sin3
6
1− x4sin32

1− .C+
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例4 求

解 (自算)

.
1

darcsin
∫ − xx

xx

∫= xx arcsindarcsin2

原式

.)(arcsin 2 Cx +=

∫ −
= x

x
x d

1
arcsin2
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例5 求 .
cossin

d
∫ + xx

x

∫ +
+

=
)4sin(

)4(d
2

1
π
π

x
x

∫ +
=

))4sin(cos)4cos((sin2
d

ππ xx
x

.)4cot()4csc(ln
2

1 Cxx ++−+= ππ

解 (自算)

原式 ∫
⋅+⋅

=
)

2
1cos

2
1(sin2

d

xx

x
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小结

(1)  熟记并灵活运用基本积分公式（20）

(2) 熟记并灵活运用换元法

(3)  记住并会迅速算出一些基本例题

(4)  多做题积累经验

∫ )(d))(( xxf ϕϕ=′∫ xxxf d)()]([ ϕϕ CxF += )]([ϕ
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∫ +
= x

xx
d

)1(
1
10

例1 求 .
)1(

d
10∫ +xx
x

解

法1

法2

法3

∫ + )1(
d
10xx
x 10) x−

∫ + )1(
d
10xx
x

∫ +
=

)1( 1010 xx

∫ + )1(
d
10xx
x

∫ −+
=

)1(
d

1011 xx
x

∫ −+
= 101 x

10d x
10
1

+10(x

10d −x
10

1−

练 习

=

=

=
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例2 求

∫
+

= x
x

x lnd
ln

)lnln2( 4

.)lnln2(
5
1 5 Cx ++=

.d
ln

)lnln2( 4

∫
+ x

xx
x

∫ ++= )lnln2(d)lnln2( 4 xx

解 (自算)

∫
+ x

xx
x d

ln
)lnln2( 4
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例3 求

解 (自算)

原式

).34arctan(=ϕ

.d
cossin

1
∫ +

x
xbxa

其中

注 此方法可推广到计算

∫ +
+

=
)sin(

)d(
5
1

ϕ
ϕ

x
x

.)cot()csc(ln
5
1 Cxx ++−+= ϕϕ

.
cos4sin3

d
∫ + xx

x

∫ +
=

)sincoscos(sin
d

5
1

ϕϕ xx
x

ϕ

5
4

3

∫
⋅+⋅

=
)

5
4cos

5
3(sin5

d

xx

x
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第一节

一、定积分问题举例

二、定积分的定义

四、定积分的性质

定积分的概念及性质

第五章
定积分
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主要内容

三、定积分的几何意义



一、定积分问题举例

引例:

设曲边梯形是由曲线

)0)(()( ≥= xfxfy
，轴及 x 以及两直线

bxax == , 所围成,

求其面积 A.

矩形面积 ahA =

a
h

b
梯形面积 )(

2
bahA +=

a
h

y

0 x

( )y f x=

?=A
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y

0 x

( )y f x=

求曲边梯形的面积A
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y

0 x

( )y f x=

1 2 3 4a x x x x b

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



y

0 x

( )y f x=

分成 个窄矩形8n =
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y

0 x

( )y f x=

分成 个窄矩形13n =
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y

0 x

( )y f x=

分成 个窄矩形27n =
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y

0 x

( )y f x=

n →∞时的情形
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xa b

y

0 ixxx i 11 −

求曲边梯形面积的步骤:

1) 大化小. 在区间[a, b]中任意插入n –1个分点:
bxxxxxa nn =<<<<<= −1210

],,[ 1 iii xx −∈∀ ξ

用直线 ixx = 将曲边梯形分成 n个小曲边梯形;

2) 常代变. 在第 i 个窄曲边梯形上

作以 ],[ 1 ii xx − 为底,
)( if ξ 为高的小矩形,

并以此小矩形面积

近似代替相应窄曲边

,iAΔ 得

)()( 1−−=ΔΔ≈Δ iiiiii xxxxfA ξ ).,,2,1( ni =
iξ梯形面积

)(xfy =
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3) 近似和.

∑
=
Δ=

n

i
iAA

1
∑
=

Δ≈
n

i
ii xf

1
)(ξ

4) 取极限. 令 ,}{max
1

i
ni

xΔ=
≤≤

λ 则曲边梯形面积

∑
=
Δ=

n

i
iAA

1

∑
=→

Δ=
n

i
ii xf

10
)(lim ξ

λ

xa b

y

0 xa b

y

0 ixxx i 11 −

)(xfy =
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此类问题的共性

• 解决问题的方法步骤相同:

“大化小, 常代变, 近似和, 取极限”

• 所求量极限结构式相同: 特殊乘积和式的极限

∑
=→

Δ=
n

i
ii xfA

10
)(lim ξ

λ
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a b xo

二、定积分的定义

,],[)( 上有界在设函数 baxf 的若对 ],[ ba 任一种分法

,210 bxxxxa n =<<<<= ,1−−=Δ iii xxx令 任取

,],[ 1 iii xx −∈ξ

iξ

时只要 0}{max
1

→Δ=
≤≤

i
ni

xλ i

n

i
i xf Δ∑

=1
)(ξ

总趋于确定的极限 I , 则称此极限 I 为函数 )(xf 在区间

],[ ba 上的定积分, ,d)(∫
b

a
xxf

即 =∫
b

a
xxf d)( ,)(lim

10
i

n

i
i xf Δ∑

=→
ξ

λ

此时称 f (x)在[a, b]上可积.

记作

ii xxx 11 −
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=∫
b

a
xxf d)( i

n

i
i xf Δ∑

=→ 10
)(lim ξ

λ

积分上限

积分下限 被
积
函
数

被
积
表
达
式

积
分
变
量

积
分
和

称为积分区间],[ ba
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注1  定积分的几何意义

Axxfxf
b

a
=> ∫ d)(,0)( 表示曲边梯形面积.

Axxfxf
b

a
−=< ∫ d)(,0)( 表示曲边梯形面积的负值.

x

y∫ −=
b
a

xxfA d)]([

∑
=→

Δ−=
n

i
ii xf

10
])([lim ξ

λ

∑
=→

Δ−=
n

i
ii xf

10
])([lim ξ

λ

,d)(∫−=
b
a

xxf .d)( Axxf
b

a
−=∫

证

所以

ba

)(xfy =

A

)(xfy −=

A

曲边梯形的面积
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注1  定积分的几何意义

Axxfxf
b

a
=> ∫ d)(,0)( 表示曲边梯形面积.

Axxfxf
b

a
−=< ∫ d)(,0)( 表示曲边梯形面积的负值.

a b

y

x
1A

2A
3A

4A
5A

∫
b

a
xxf d)(，一般地

表示由曲线 y = f (x)和直线 x = a, x = b 及 x 轴所

围成的若干个平面图形面积的代数和.

)(xfy =

54321 AAAAA +−+−=
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定积分的几何意义:

注2
而与积分变量用什么字母表示无关, 即

∫
b

a
xxf d)( ∫=

b

a
ttf d)( ∫=

b

a
uuf d)(

Axxfxf
b

a
=> ∫ d)(,0)( 曲边梯形面积

t u

定积分是一个数, 仅与被积函数及积分区间有关,

A

y

0 x

)(xfy =

a b
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定理1 上连续在函数 ],[)( baxf .],[)( 可积在 baxf

定理2 ,],[)( 上有界在函数 baxf 且只有有限个间断点

注3  可积的充分条件:

(证明略).],[)( 可积在 baxf
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∑
=

n

i
i

n 1

2
3

1

)12)(1(
6
11

3 ++⋅ nnn
n

i

n

i
i xfxx Δ= ∑∫

=→ 10

1
0

2 )(limd ξ
λ

∞→
=

n
lim .

3
1

=)12)(11(
6
1

nn
++

∞→
=

n
lim

∞→
=

n
lim

o 1 x

y

n
i

例1  利用定义计算定积分 .d
1
0

2 xx∫
解 将 [0, 1]n等分, n

i
ix =

).,,1,0( ni =

nix 1=Δ,n
i

i =ξ取 ),,,2,1( ni =

2xy =

iiii xxf Δ=Δ 2)( ξξ则 ,3

2

n
i

=

分点为
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三、定积分的性质 (设所列定积分都存在)

,d)(d)(.1 ∫∫ −=
a
b

b
a

xxfxxf )(0d)( 规定=∫
a
a

xxf

∫
b
a

xd.2

xxfkxxfk
b
a

b
a

d)(d)(.3 ∫∫ = ( k 为常数)

∫∫∫ ±=±
b
a

b
a

b
a

xxgxxfxxgxf d)(d)(d)]()([.4

证 iii

n

i
xgf Δ±= ∑

=→
)]()([lim

10
ξξ

λ
左端

ii

n

i
ii

n

i
xgxf Δ±Δ= ∑∑

=→=→
)(lim)(lim

1010
ξξ

λλ
= 右端

ab −=
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∫∫∫ +=
b
c

c
a

b
a

xxfxxfxxf d)(d)(d)(.5

c

y

0 xba

)(xfy =
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6. 若在[a, b]上

0)( ≥xf∵

则 .0d)( ≥∫ xxf
b
a

证

,0)( ≥xf

∫∴
b
a

xxf d)( ii

n

i
xf Δξ

λ
)(lim

10
∑
=→

=

推论 ,)()( xgxf ≤

则 xxf
b
a

d)(∫ .d)( xxg
b
a∫≤

)(≤ )(≤

若在[a , b]上
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推论1 ,)()( xgxf ≤

则 xxf
b
a

d)(∫ xxg
b
a

d)(∫≤
若在[a , b]上

例2 

1 1 2

0 0
d dx x x x≥∫ ∫所以 .

比较

2 ,x x≥因为在[0, 1]上解

1 1 2
0 0

d dx x x x∫ ∫和 的大小.
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),1()()
2

( fxff ≤≤⇒
π

例3  试证

证 =)(xf设 ,sin
x

x
则 f (x)在 ]

2
,1[ π

上连续,

=′ )(xf 2
sincos

x
xxx − )tan( xx −2

cos
x

x
= ,0<

,1sin)(2
≤≤ xf

π
从而

故 ),1
2

(1sind)()1
2

(2 2
1

−⋅≤≤−⋅ ∫
ππ

π

π

xxf

即 证毕.1sin
2

2dsin2 2
1

−
≤≤

−
∫

π
π

π π

x
x

x

7.  设 ,)(min,)(max
],[],[

xfmxfM
baba

==

则 )(d)()( abMxxfabm
b
a

−≤≤− ∫ )( ba <

.1sin
2

2dsin2 2
1

−
≤≤

−
∫

π
π

π π

x
x

x

),
2

,1( π
∈x

所以,   f (x) 

且导数

(证明看书)

上单减，在 ]
2

,1[ π
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)(d)()( abMxxfabm
b
a

−≤≤− ∫

8. 积分中值定理

,],[)( baCxf ∈若 则至少存在一点 ,],[ ba∈ξ 使

).)((d)( abfxxf
b
a

−=∫ ξ

证 ,,],[)( Mmbaxf 别为上的最小值与最大值分在设

则由性质 7 可得

,d)(1 Mxxf
ab

m
b
a

≤
−

≤ ∫
根据介值定理, ,],[ ba∈ξ至少存在一点

1( ) ( )d ,
b

a
f f x x

b a
ξ =

− ∫使

证毕( )d ( )( ).
b

a
f x x f b aξ= −∫即
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说明

ξ

积分中值定理的几何意义

积分中值定理:

,],[)( baCxf ∈若

则至少存在一点 ,],[ ba∈ξ

使 ).)((d)( abfxxf
b
a

−=∫ ξ

1 ( )d
b

a
f x x

b a− ∫ 称为 f (x) 在 [a, b] 上的平均值.

0 xba

y
)(xfy =

A
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作业

习题5-1 2(1*); 3(2,3); 4; 7(1,3*); 10(1,3); 13(1,3). 
习题4-2 2(19,20,21,24,25,27,29,30,32,33).

下次课内容

第五章 第二节 微积分基本公式
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内容小结

一、定积分的定义

=∫
b

a
xxf d)( i

n

i
i xf Δ∑

=→ 10
)(lim ξ

λ

a b xo
iξ
ii xxx 11 −
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二、定积分的几何意义

a b

y

x
1A

2A
3A

4A
5A

∫
b
a

xxf d)(

表示: 由曲线 y = f (x)和直线 x = a, x = b 及 x 轴
所围成的若干个平面图形面积的代数和.

)(xfy =

54321 AAAAA +−+−=

注意

与积分变量用什么字母表示无关.
定积分是一个数, 与被积函数及积分区间有关,
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三、定积分的性质 (设所列定积分都存在)

,d)(d)(.1 ∫∫ −=
a
b

b
a
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d)(d)(.3 ∫∫ = ( k 为常数)

∫∫∫ ±=±
b
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b
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b
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xxgxxfxxgxf d)(d)(d)]()([.4
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6. 若在[a, b]上 则 .0d)( ≥∫ xxf
b
a,0)( ≥xf

∫∫∫ +=
b
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c
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b
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xxfxxfxxf d)(d)(d)(.5
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三、定积分的性质 (设所列定积分都存在)

7.  设 ,)(min,)(max
],[],[

xfmxfM
baba

==

则 )(d)()( abMxxfabm
b
a

−≤≤− ∫ )( ba <

8. 积分中值定理

,],[)( baCxf ∈若 则至少存在一点 ,],[ ba∈ξ 使

))((d)( abfxxf
b
a

−=∫ ξ
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思 考 题

例1 下列各题求积分方法有何不同?
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求例2

解
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xx exex +
−=
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11

xex x d)1( +

例3   求 .d
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分析

暨南大学电气信息学院苏保河主讲



例4   求 .d
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注1

,133)1( 233 +++=+ nnnn由 得

133)1( 233 ++=−+ nnnn

1)1(3)1(3)1( 233 +−+−=−− nnnn

1131312 233 +⋅+⋅=−
两端分别相加, 得

1)1( 3 −+n )21(3 n++++ n+

即 =++ nnn 33 23 ∑
=

n

i
i

1

23 3+ 2
)1( +nn n+

=∴ ∑
=

n

i
i

1

2
6
1 )12)(1( ++ nnn

)21(3 222 n+++=

=∑
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n

i
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2 的证明：)12)(1(
6
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注2  变速直线运动的路程

设某物体作直线运动, ,],[)( 21 TTCtvv ∈= 且

,0)( ≥tv 求在运动时间内物体所经过的路程 s.

解决步骤:
1) 大化小.

,],[ 1 iii tt −∈ξ任取

将它分成

,),,2,1(],[ 1 nitt ii =− 在每个小段上物体经

2) 常代变. ,)( 代替变速以 iv ξ 得

iii tvs Δ≈Δ )(ξ

,1],[ 21 个分点中任意插入在 −nTT

),,2,1( nis i =Δ

),,2,1( ni =

已知速度

n 个小段

过的路程为
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3) 近似和. i

n

i
i tvs Δ≈ ∑

=1
)(ξ

4) 取极限. i

n

i
i tvs Δ= ∑

=→ 10
)(lim ξ

λ
)max(

1
i

ni
tΔ=

≤≤
λ
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